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Résumé

Dans ce travail, I'idée est d’établir la compacité de I'opérateur du d-Neumann sur
un domaine D qui est une intersection de domaines uniformément g¢-convexes de C"
due a Salomon SAMBOU et de Shaban KHIDR. Pour y parvenir nous commencerons
par donner quelques notions préliminaires de I'analyse complexe de plusieurs variables
et I'analyse fonctionnelle en particulier et nous allons introduire quelques conditions
suffisantes de compactification de I'opérateur du d-Neumann, puis nous montrerons que
I'opérateur du 0-Neumann est compact sur les domaines Dj; avec 1 < j <n qui sont des
domaines uniformément strictement g-convexes et uniformément Lipschitziens. Ensuite
nous montrerons que Popérateur du d-Neumann est compact sur un domaine D qui est
une intersection de domaines uniformément ¢-convexes de C". Et enfin, on parlera de
quelques applications sur la compacité du -Neumann :

» En utilisant ’algebre C*, on montre que le 9-Neumann est compact ;
» On montre aussi que la compacité du d-Neumann entraine que tout opérateur de
Toeplitz est de Fredholm.



Introduction

Le probleme du d-Neumann est 1'un des problémes les plus importants dans la théorie
de I'analyse complexe de plusieurs variables. Spécialement I’analyse dans les espaces L*
pour ce probléme est d’une importance capitale et est devenue indispensable pour le
sujet depuis les travaux fondamentaux de Kohn en 1963. Une propriété importante de
Iopérateur du 0-Neumann (noté N,) est qu'il peut étre utilisé dans les espaces L? pour
fournir une solution bornée de I’équation du = f pour toute (0, s)-forme différentielle f
O-fermée. Cette solution est appelée solution canonique et est donnée par

u=0"N,f.

La compactification de Popérateur du 9-Neumann est également un probléme intéressant
en analyse complexe de plusieurs variables. Auparavant, Kohn et Niremberg (voir [19])
ont montré que la compacité de N, implique une régularité globale de N, au sens de la
préservation des espaces de Sobolev. A savoir, sur les domaines pseudoconvexes bornés, il
est défini de I'espace des (p, ¢)-formes de classe C*° a valeurs dans lui méme.

La question qu’on se pose est de savoir sous quelles conditions N, est compact.

Pour cela nous commencerons par introduire quelques conditions suffisantes pour que
I'opérateur Ny soit compact :

Comme premiere conditions, nous allons montrer que la compacité des solutions canoniques
sur un domaine borné pseudoconvexe de C" entraine que opérateur du 9-Neumann est
compact. Le résultat est le suivant(cf [21]) :

Théoréme 0.1 Soit {2 un domaine borné pseudoconvexe de C".
Pour 1 <q¢g<n-—1,si
O Npq: L2,(Q) = L2

p,q—1

(Q) et 5;,q+1Np,q+1 : LIQ),q+1(Q) — L, ,(Q)

(p.q)
sont compacts, alors N, , est compact sur Lf,’q(Q).

Ensuite, en 1984 Catlin a présenté dans [!] une condition suffisante sur le bord d'un
domaine borné pseudoconvexe a bord lisse pour que compact soit N,. Cette condition est
appelée la propriété P,. Ce résultat est donné par :

Théoréme 0.2 Soit {2 un domaine borné pseudoconvexe a bord lisse de C". Pour
1 < g <n, si b satisfait la propriété (F,), alors N, est compact.
En 2002, McNeal a donné une version améliorée de la condition de Catlin notée (P,) et a

montré que (Ps) est également une condition suffisante pour la compacité de Ny sur un
domaine borné pseudoconvexe. Le résultat est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 0.3 Soit €2 un domaine borné, lisse et pseudoconvexe de C". Pour 1 < ¢ < n,

si b2 satisfait la propriété (P,), alors N, est compact.

En 2001, Vassiliadou a introduit (voir [28]) la notion de domaines uniformément strictement
g-convexes puis elle a établi la compacité de N, sur I'intersection transversale d’'un domaine
uniformément strictement g-convexe de classe C? avec un domaine strictement pseudo-
convexe de classe C.

Khidr et Sambou ont obtenu un résultat de compacité de I'opérateur du 0-Neumann
sur D qui est une intersection de domaines uniformément g-convexes de classe C? en
partant d’'une famille de sous domaines lisses D; uniformément strictement g-convexes
et uniformément Lipschitziens qui permet d’approximer notre domaine D. Un résultat
fondamental sur D; est donné comme suit :



Théoréme 0.4 Sur D; lopérateur 9-Neumann N7 existe sur L§ ,(D;) et satisfait les
propriétés suivantes :

1) NP5 est borné dans Lj (D;), R(NP) ¢ D(O), et NPOP = QPN = Id sur
D(07).

2) Pour tout f € L§ (D;), ona f =09*NP f & 0*ONPs f.
3) ONZ = NPid sur D(9) et 5*NsD+jl = NPi9* sur D(0%).

4) Si f est dans Lg,s(Dj) Nker(9), alors il existe une unique solution de Iéquation du = f,

u L ker(9) et il existe une constante Cs > 0 telle que |[ullzz _ (p,) < Csllfllzz ()

0,s—1
5) Pour toute f € L§ (D;), il existe une constante C' > 0, indépendante de (f, j), telle que

1082 15 oy + 1N £ oy < Cllf iz o)

et
10" ONP: Fl13 (1, + 100" N 122 1y = I Fll22 (o)

6) Ona NPi(£2°(Dy)) C £>%(D;), et il existe une constante K, indépendante de (f, j),
telle que B
”NsDJfHWOUS{I(DJ) < KHf”Lg,S(Dj) Ve SO’S(DJ')' (1)

7) NP est compact sur L (D;).

Dans la suite on s’intéressera a la compacité du 9-Neumann sur une intersection de
domaine uniformément g-convexe de classe C* dans C". En fait, I'idée est de prouver
que N, satisfait un gain sous-elliptique d’un demi-dérivé dans I'espace L*-Sobolev, de
sorte que la compacité découle immédiatement du lemme de Rellich. Ceci sera réalisé en
montrant d’abord que le domaine D peut étre approximé de l'intérieur par une suite de
sous-domaines lisses uniformément g-convexes D; avec un bord uniformément Lipschitzien,
en exploitant le probleme du O-Neumann sur de tels sous-domaines et en utilisant la limite
faible on parvient & établir la compactification du d-Neumann sur D. Le résultat est donné
par le théoreme suivant :

Théoréme 0.5 Soit D une intersection de domaines uniformément g-convexe de classe
C? dans C". Alors pour tout s > ¢, l'opérateur 0-Neumann N, existe et est borné sur
L (D). On a les propri¢tés suivantes :

(1) R(N,) C D(O;) et N,O; =0O,N, = Id sur D(Oy).
(2) Pour tout f € L§ (D), ona f = O0*N,f ® 0*ON,f.

(8) ON,_y = N,0 sur D(9) et 0" N,y = N,O* sur D(0%).



(4) Si f est dans Lg (D) et 9f = 0, alors il existe une unique solution u € L3, (D) de

I'équation Ju = f, avec u L ker(d) et il existe une constante C, > 0 telle que

lullez oy < Csllfllez ()-

(5) N, est compact sur Lg (D).

(6) Les opérateurs solutions canoniques
"N, : Lj (D) Nker(0) — L§ ,_1(D)
et B _
0"Ngyq : Lg,sﬂ (D) Nker(0) — Lgys(D)

sont compacts.

(7) L’opérateur 9-Neumann N, est continu sur les espaces de Sobolev W¥(D) pour k > 0
et satisfait I'estimation suivante :

INsFllwe oy < Cell Fllwe, o)

ou ('}, est une constante qui dépend seulement de k.

(8) Les opérateurs solutions canoniques sont continus sur les espaces de Sobolev indiqués.
(a) NoO" : Wi 1(D) = W5 (D),

(b) O*N, : Wi (D) = W, (D),

(¢) ON, : W3 (D) = Wg, (D),

(d) N3 Wg,_1(D) = Wi (D),

(e) O*ON, : Wi (D) — W5, (D),

(f) Les projections de Bergman P,_; := Id — 0*N,0 et P, := Id — 9*ON, sont continues
sur les espaces de Sobolev W&S_l(D) et W&S(D) respectivement, ou Id est 'opérateur
identité.

(9) Si f est dans Wy (D), df =0, alors ils existent u € W ,_;(D) et une constante Cyy > 0
telles que Ju = f et

lllws, oy < Cellfllw -

(10) Si f est dans £%°(D) Nker(9), alors il existe u € £%*71(D) telle que du = f.

Nous étudierons dans la derniere partie de ce document quelques applications a savoir :
Comme premiere application ; on établit la compacité de N, grace une algebre C™.
Comme deuxieme application ; la compacité de N, entraine que tout opérateur de Toeplitz
est de Fredholm et que le commutateur noté [Py, M| est compact ot Ps et M, sont
respectivement la projection de Bergman et 'opérateur multiplicatif par f.

Toutefois nous parlerons d’abord de quelques notions préliminaires qui nous serons
utiles pour rendre plus compréhensible ce document.



1 Préliminaires

1.1 Quelques outils sur la géométrie différentielle

Soient n € N et k € N| J{oo, w}.
Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et dont la dérivée k-ieme
est continue et C" celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 1.1 (Carte)

Soit M un espace topologique. Une carte sur M est un couple (U, ¢) ou U C M et
¢ : U — ¢(U) C R" est un homéomorphisme.

Définition 1.2 (Atlas)

Un atlas de classe C* est une collection d’homéomorphismes ¢, : U, — Vi, a € I, appelée
carte différentielle ot (U, )acr constitue un recouvrement d’ouverts de M, (V,,), des ouverts
de R" tels que pour tous v et 8 € I, si U, N U # 0, alors les fonctions de transition

Pas = Pa 005" 0s(Ua NU) = @a(Us N Up)

sont des difféomorphismes de classe C**.
Les composantes ¢, (z) = («f, ..., z5) sont appelées coordonnées locales sur U, définies
par la carte (U, ©q)-

Définition 1.3 (Variété différentiable )

Une variété différentiable X de dimension n et de classe C* est un espace topologique
séparé muni d’un atlas de classe C* & valeurs dans R™.

Définition 1.4 (Vecteur tangent)

Soit X une variété différentiable de classe C* et de dimension n,  C X un ouvert et
s € NU {oo,w} tel que 0 < s < k. Une fonction f est de classe C* sur Q si fop, ! est de
classe C° sur ¢, (U, N ) pour tout o € I. L’ensemble des fonctions de classe C* sur €2 est
noté C*(Q2, R).

Un vecteur v, tangent a X au point xg, est par définition un opérateur différentiel qui agit
sur les fonctions,

0
c’est-a-dire pour tout f € C'(Q,R), on associe localement v.f = Uj—f(xo); ou les
1<j<n Ox;
v; sont des réelles.
Dans un systéme de coordonnées locales (1, ..., x,,) autour de xq sur 2,

on écrit simplement

Définition 1.5 (Espace tangent, Espace cotangent)
L’ensemble des vecteurs tangents est appelé espace tangent. Par conséquent, pour tout

o € 2, le n-uplet {8—}1<j<n constitue une base de I'espace tangent a X au point xg;
[

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et U C E, V C F deux ouverts, f : U — V une application.
On dit que f est un difféomorphisme de classe C” si f est inversible et si f et f~! sont différentiables de
classe C".
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noté T, X. Son dual T X est I’espace vectoriel cotangent a X au point .

Si f € CY(Q,R), sa différentielle au point xq est une forme linéaire sur T,, X, définie par :

df (V) =v.f = > vjﬁ(xo) Vo € T, X.

1<j<n Ox;
o of
En particulier, si v; = dz;(v), alors localement df = Y ——duz;.
1<j<n Ox;
0
La famille {dz, ..., dx, } est la base duale de {8—, s a—} Donc c’est une base de 1'espace
T1 Tn

cotangent T, X.

Définition 1.6 (Champ de vecteurs)

Soit X une variété différentiable de classe C°. On appelle champ de vecteur de classe C*

(s > k) sur un ouvert Q C X, toute application s : @ — TX = [ J T, X de classe ck
zeX
telle que s(z) € T, X pour tout z € X.

On note I'*(X) Iensemble des champs de vecteurs de classe C* sur X.

Définition 1.7  Soient M et N deux variétés différentiables de classes respectives C?
et C° et de dimensions respectives m et n. Soit k& < min(p, s).

On dit qu'une application f : M — N est de classe C* lorsque pour toutes cartes locales
(Ua, 0a) sur M et (Va,105) sur N, Iapplication fgo : 150 fo o' 0a(Us) — 5(Vs) qui
envoie I'ouvert o, (U,) de R™ dans ouvert 13(V;) de R™ est de classe C*. On dit que f
est un C*-difféomorphisme lorsque f est inversible et si f et f~' sont différentiables de
classe C*.

Définition 1.8 Un ouvert Q C R est dit & bord lisse de classe C* avec 1 < k < 00, en
un point p € bN) §'il existe un voisinage ouvert U de p dans R? et une fonction de classe
C*kr:U — R tels que

QNU={zeU:r(x) <0}

bQNU ={zeU:r(z) =0}

r est appelé fonction définissante locale de €2 en p.
Un ouvert  C R? est dit a bord lisse de classe C* §’il I’est en tout point p € bQ.

1.2 Fibrés vectoriels

Définition 1.9 Soient M une variété différentiable de dimension n et K = R ou C un
champ scalaire. Un fibré vectoriel de rang r au-dessus de M est une variété E de classe
C* munie d’une application 7 : £ — M de classe C° appelée projection et d’une
structure de K-espace vectoriel de dimension 7 sur chaque fibre E, = 7~ !(x). Cela veut
dire qu'il existe un recouvrement ouvert (V,).e; de M et des C*°-difféomorphismes 6,
appelés trivialisations

904 . Elva — Va X KT Ol\l E|Va = 7T_1<Va)
telle que pour tout x € V,, 'application
E, % (2} x K — K"

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque «a, 8 € I , 'application

Oag = 0o 005" : (Va N V5) x K — (Vo N V) x K7
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peut se mettre sous la forme

Qaﬁ(fﬁ,f) = (xvgaﬁ(x)f), ($7£) c (Va N Vg) x K"

ou la famille (g,s) est inversible a coefficients dans C*(V, N V3, Gl(r,K)) et satisfait a les
conditions de cocycle

(ga,@)_l = (g,Boz)
gaﬁgﬁv = ga'y sur Va N Vﬁ N V’Y‘

La collection (gaps) est appelée systeme de matrices de transition. Réciproquement, toute
collection de matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel
E, obtenu en recollant les cartes V,, x K" via les identifications 6,3.

Exemple 1.1  Les fibrés tangent TM = U T,M et cotangent T*M = U T M dune
aeM aeEM
variété différentiable M de dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de

rang n au-dessus de M.

Définition 1.10  Soit 2 C M un ouvert. Soient E un fibré vectoriel sur M et k €
N U {+00,w}. Une section de classe C* de E|q est une application s : 0 — E de classe
C* telle que s(z) € E,, pour tout 2 € Q (i.e 7 os = Idg).

Définition 1.11 (1-forme différentielle)

Une 1-forme différentielle sur U est une application

w: U—TX=JTrX
aclU
ar— w,

a valeurs dans l'espace cotangent a X en tout point a.

Sia=(ay,...,a,), on a
n

w(a) = Zwi(a)(dxi)a
i=1

ou les coefficients w;(a) € R dépendent de a.

n
Localement une 1-forme différentielle s’écrit w = Zwidxi ou les coefficients (w;);=1

i=1
sont des fonctions définies de U a valeurs dans R.
Une 1-forme différentielle est de classe CF si les coefficients w; le sont.

yeeey T

Exemple 1.2 (1-forme différentielle)

1. dx est une 1-forme différentielle de coefficient 1.
1 Yy
dx —

x? + 32 2 +y

R xR\ {(0,0)}.

2. w(x,y) = ;dy est une 1-forme différentielle de classe C™ sur

Définition 1.12  Soient n et p deux éléments de N et M une variété différentiable de
classe C" de dimension n, avec r € NU {oo,w}. Une p-forme différentielle de classe C" sur
M est une section de classe C" du fibré vectoriel des p-formes extérieures APT* M.

Ainsi, une p-forme différentielle w associe a tout x dans M, une forme p-linéaire alternée
w, sur l'espace tangent T, M a M.

On note EP(M) I'ensemble des p-formes différentielles de classe C" sur M.

12



On peut effectuer plusieurs opérations avec les p-formes différentielles, par exemple :

e Produit extérieur
Soient u une p-forme différentielle et v une g-forme différentielle définies localement par :

’ /

v(z) = > wvy(z)dry et u(z) = > u(z)de;.

|J]=q |I|=p

Alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + ¢q) définie localement par :

/

unv(@)= Y wlz)vy(x)de; Adryavec 0 <p+qg<n
H|=p,|J1=q
I = (iy,....7,) avec 1 <1y < ........ <ip,<n
J = (J1,....Jg) avec 1 < j; < ... <js<n

e Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d: E(M) — EPTL (M)

défini localement par la formule

du = Z Z gzida:k ANdxy,

[|=p k=1
pour

u(z) = |z_: ur(z)dxy

et vérifie les propriétés suivantes :
i) dlu Av)=duANv+ (—1)Pu A dv (Regle de Leibnitz)

ii) d*u = 0 (idem-potence).
Une forme u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle
que deg(v) = deg(u) — 1 vérifiant u = dv; ou deg(u) est le degré de w.
e Pull-back

Soit F': X — Y une application C* entre deux variétés orientées de dimension respective
/

ni, no. Si v(y) = Y vr(y)dys est une p-forme différentielle sur Y, le pull-back (tiré-en-
|=p

arriere) F*v est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplagant y par F(x) dans

I’écriture de v, c¢’est-a-dire

Fro(x) = Z,: vi(F(x))dF, A ... NdF;,.

[]=p
Remarque 1.1

i) Si G:Y — Z est une autre application et si w est une forme différentielle sur Z
alors F*(G*w) est obtenu en remplacant z par G(y) et y par F'(z) et on a

F*(G*w) = (F o G)"w.
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i) d(F*v) = F*(dv).

iii) Si v est fermée (respectivement exacte), alors F*v est fermé (respectivement
exact).
Définition 1.13 (Variété complexe)

Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une

collection (U, ¢a)acr oU les U, sont des ouverts de X tels que X = U U, et
ael
Yo : Uy — C" sont des homéomorphismes pour lesquels on a :

si Uy NUg #* 0
Pap = 00095 3(Ua NUz) — 0o(Ua N Ug)

sont des biholomorphismes.
(Ua, o) sont appelées cartes locales.

2 € Us, palz) = (27,25, ey 20) € C™.

(27,25, e z) sont appelés coordonnées locales autour de z.

rn

La collection (U, ¢a)acr €st appelée atlas complexe.

1.3 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n. Considérons X
comme une variété différentiable de dimension 2n. Pour tout z € X, on a ’espace cotangent
T7X de X en z et la structure complexe J, de T X et définie localement par

J.(dx;) = dy; et J,(dy;) = —dz;.

Remarque 1.2 J, est ['endomorphisme R-linéaire de T X vérifiant
J.oJ, = —Idr:x.
Soit T X le complexifié de T} X, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de la forme
u+iv ot u,v €T, X

et 1 = v/—1. J, se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de 7 X € noté encore J, tel
que Jf = —Idp:xc et

J.(u+iv) = J,(u) +iJ,(v)

pour tous u,v € T, X.
On a
T:XC = Tz*l,()X D T:O,lX

ou
ThHoX ={ve T:XC/)Ju=iv}
Tia X ={veT:X%/J.v=—iv}

zeX zeX
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sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.

Pour p,q € N tels que 1 < p,q < n, notons par A"T7; (X et AT}, X respectivement les
espaces vectoriels des p-formes alternées sur T}, (X et des g-formes alternées sur T3, X.
Dans un systéme de coordonnées locales (21, ..., z,),

APTT 0 X = vect{dz, N ... Ndzi, }1<ii<..<iy<n
AqTZ*O’lX = U@Ct{del VANPUAN dzjq}1§j1<._,_<jq§n

ou (dzi,...,dz,) et (dzy, ....,dz,) sont des bases locales de T7; (X et T, X
donc
APTY (X = U APTT o X et AT, X = U AT X
zeX zeX

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré 77, X et des g-formes
extérieures sur le fibré Ty, X.
On pose

APOTEXC = NPT (X & AT, X

donc

APDTIXC = vect{dz;, A ... Ndzy) Ndzj A ooo. NdZ,}
avec 1 < < ... < <netl<j <. .<j,<n.

Définition 1.14

Le fibré APOT*XC .= APTY o X @ AT, X est appelé fibré des (p, g)-formes extérieures
sur le fibré cotangent complexifié

T X = |J Tr X"

zeX

Définition 1.15 (Formes différentielles)

Soit 2 C X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, q) (ou (p, ¢)-forme
différentielle) et de classe C* (k € NU {+o00}) sur ©, toute section sur Q de classe C* du
fibré APOT*XC,

On note £Y(X) l'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X et £79(X)
I'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X.

Dans un ouvert  C X de coordonnées locales (z1, ...., 2, ), une (p, ¢)-forme différentielle u
de classe C* s’écrit

’

u(z) = Z ury(z)dzr N dzy,

[I|=p,|J|=q

ot les uy; sont des fonctions de classe C*, I = (iy,...,i,) et J = (j1,...., j,) sont des
multi-indices d’entiers vérifiant 1 <i4; <y < ... <@, <netl1<j <...<j, <n,

dzr = dziy N ... Ndz,,

dzy =dz; N.... \Ndz;,
et Z indique que la somme se fait suivant les indices croissants.
On note par D;f,q(X ) le sous-espace vectoriel de £Y(X) formé par des (p, q)-formes a
support compact dans X (on I'appelle aussi I'espace des formes tests) et par C5°(X) le
sous-espace vectoriel de £7'7(X) formé par des fonctions de classe C* & support compact
sur X. Toute fonction f € C;°(X) est appelée fonction test.
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Définition 1.16 Produit scalaire hermitien

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Une forme hermitienne définie
positive sur X est la donnée en tout point z5 € X d’une application

h:T,X xT,X — C, définie par :

pour deux vecteurs

“ 0 “ 0
u=>y u-— , V= Vp—=— appartenant a T, X;
jz_:l 10z kgl Oz ’
n o 0 B n B
h(u,v)(z) = > h(, > (20)ujvr = Y hjn(20)u;vy
Th—1 82’]' 8zk =1
]7 - ]7 -

ot 9 9
hislza) = (5 g ) ()

et qui vérifie les propriétés suivantes :
i) h(Au,v) = Ah(u,v), YA € C,

i) h(u,v) = h(v,u), Yu, ve T, X,
iii) h(u,u) >0, Yu € T, X,
iV) h(u,u) >0V u#0,
V) h(u+v,w) = h(u,w) + h(v,w), Yu, vet weT,X.
On note her(T,,X) 'ensemble des formes hermitiennes sur 7,, X

1.4 Harmonicité & Pseudoconvexité
1.4.1 Harmonicité

Définition 1.17 (Fonction harmonique)
Une fonction v de classe C? définie dans un domaine D de C est dite harmonique si

2

0
Au = uA=1414
u =0 ou 9205

Définition 1.18 (Fonction sous-harmonique)
Une fonction u définie sur un ouvert D de C a valeurs dans [—oo, +0o0[ est dite sous-
harmonique si :

désigne 'opérateur de Laplace.

i) u est semi-continue supérieurement (s.c.s.), c’est-a-dire {z € D ; u(z) < s} est ouvert
pour tout s € R.

ii) Pour tout compact K C D et toute fonction h continue sur K, harmonique sur ]O( ,
telle que h > u sur DK, alors h > u sur K.

Définition 1.19 Soit  C C™ un ouvert et ¢ une fonction de classe C? sur . On appelle
forme Lévi de ¢ en z € Q) la Hessien complexe noté L,p de ¢, c’est-a-dire

w = Lop(w) = Zn: ﬂ(p)wm
? jh=1 8zj8§k J
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Définition 1.20 Une fonction ¢ de classe C? sur un domaine Q@ € C" est dite plurisou-
sharmonique si

0%
8zj8§k

(p)t]%k Z 07
VzeQ, teC".

Une fonction ¢ de classe C* sur un domaine  C C™ est dite strictement plurisousharmo-
nique si

Vt#0.

1.4.2 Pseudoconvexité

Définition 1.21 Une fonction ¢ continue définie sur un ouvert D de C", a valeurs réelles
est une fonction d’exhaustion pour D si, pour tout ¢ € R, I’ensemble

Dc:{Z€C|g0(z)<c}

est relativement compact dans D.

Remarque 1.3 Une fonction d’exhaustion ¢ vérifie ¢(z) — oo quand z s’approche du
bord de D.

Si 2 n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.22 [/ Un domaine 2 C C" est dit pseudoconvexe si {2 admet une fonction
d’exhaustion ¢ plurisousharmonique continue.

Définition 1.23 /5] Soit 2 un domaine borné de C" et ¢ une fonction définissante de
classe C? de Q. On dit que Q est pseudoconvexe au point p € b, si la forme de Lévi

n 82@ _
tit, >0
Pyt azjgzk (p) Jjtk =

Vvt € C" vérifiant

n

> g;jwj 0 @)

j=1
Le domaine €) est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est strictement positive
pour tout t # 0 et V& € C", la relation (2) est vérifiée.

Q) est dit domaine pseudoconvexe s’il est pseudoconvexe en tout point du bord b2.

Q) est dit domaine strictement pseudoconvexe s’il ’est en tout tout point de son bord.

Remarque 1.4 Soit {2 C C" un domaine pseudoconvexe et ¢ une fonction d’exhaustion
lisse et plurisousharmonique sur 2. Alors

0=J

ceR

ou Q. ={z € Q:p(z) <c} sont des domaines relativement compacts.

Définition 1.24 [25/ Un domaine borné D de C" est dit uniformément strictement
g-convexe de classe C? g1l existe un voisinage U de D et une fonction définissante p de
classe C?surD définie sur U telle que pour tout z € U la somme de q valeurs propres
quelconques de la forme de Levi L,(z;.) est définie positive.
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1.5 Opérateurs 0 et 0
Définition 1.25 (Les opérateurs 0 et 0)

Soient X une variété complexe et Q C X un ouvert. Si f est une fonction de classe C*
sur un voisinage d’un point a € €2, on a localement

L no0
=Y agj;(a)dxj 3 a;jm)d%,

on pose

R P R RS VR AR
0zj N 2 a(L‘j 8yj aéj N 2 81']‘ 8yj '

Puisque z; peut s’écrire comme suit :

zj = x; +1y;, alors on a

ou z; et y; sont des réels.
Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme suivante :

df, = zn: a—f(a)alzj + zn: ﬁ(a)d:Zj.

59z 59z
Posons s g
of. =3 Pz etaof, =32 Yz,
j=1 a J j=1 aZ]
donc B
df =0f +0f.

La décomposition B

d=0+0
se généralise sur toutes les formes différentielles.

En effet, si

!

w(z)= > wry(2)dz Adzy

|I|=p,|J|=¢

est une (p, q)-forme différentielle de classe C"*

!

dw(z) = Z dw;ﬂ;(z) /\dZ[/\d,gJ = Z (8w17J(2) +5U)[’J<Z)) /\dZ[/\dEJ.
[=p,|J1=q [|=p,|J|=q
On posera

ow(z) = Z Owr j(z) Ndzy Ndzy et 511)(2) = Z 5wu(z) ANdzr Ndz;.

[I|=p,|J|=¢ [I|=p,|J]=q

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

91 EPUQ) — EXFUQ)
d: EPUQ) — EPI(Q).

Propriétés 1.1
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1)d=0+0 et d*=0.

2) ?=0>=000+000=0.

Définition 1.26 Soient X une variété analytique complexe et {2 un ouvert de X.
Une (p, g)-forme différentielle w de classe C* définie sur € est dite 0-fermée si Ow = 0.
On note

Zr () = {w € EP1(Q) /0w = 0}.

C’est un sous groupe de £7(Q). B
Une (p, q)-forme différentielle w de classe C* définie sur un ouvert () est dite J-exacte s’il
existe une (p, g — 1)-forme différentielle u de classe C* telle que du = w.

B]’;q(Q) = {0u ¢ ng(Q)/u e EMTHQ)}.

C’est aussi un sous groupe de £7().
Puisque 9% = 0, alors Bqu(Q) C qu(Q).
L’espace vectoriel
I]iq( ) = g%:,qi?z;
P
est appelé le (p, ¢)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de
classe C*définies sur €.

1.6 Outils d’analyse fonctionnelle
Dans cette partie, on va rappeler quelques notions d’analyse fonctionnelle.

Définition 1.27 Un produit scalaire sur un R- espace vectoriel est une application affine
de E x E a valeurs dans R bilinéaire symétrique définie positive noté < .;. > .

Définition 1.28 Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace préhil-
bertien.

Définition 1.29 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E, I'application
notée || . || et définie de E dans R telle que :

)VzeFE: ||z]|=0&2=0.
2)Vx e EetVN e K : ||[Xx]=|\|=x].
)V (zy) €E*: oty <llzl+]yl.
1.6.1 Présentation des espaces [, 1 < p < o0

On considere 2 comme un ouvert de R"™ ou de C". Les fonctions f seront considérées
de 2 a valeurs dans R ou C.

Définition 1.30 Soit 1 < p < co. On appelle espace L 1'espace définie comme suit :

LP(Q):{f mesurable : /]f|pda:<oo}.
Q
Sip=o0,ona

LoQ) = f| f est mesurable et il existe une constante ¢
T telle que |f(z)|<C sur @
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. Pour 1 < p < o0, on appelle norme L et on note ||.|[zr(q), la norme définie par :

7oy = ([ |f1Pd)>

Sip = o0, on définie

1fllzee = sup{|f ()]}

1.6.2 Notion de distribution
Définition 1.31  Soit 2 un ouvert de R". On pose

D(Q):={p:R" — C,p € C(R") | supp(p) C 2, et supp(p) compact }

ou supp(p) = {z € R"|p(x) # 0}.
Une suite (¢;)jen d’éléments de D(§2) converge vers ¢ dans D(2) quand j tend vers 400 si :

i) V j, le support de ¢; et celui de ¢ sont contenus dans un compact K C €2,

ii) (D“p;(z))jen converge uniformément vers D%p(x) sur K C €,
pour tout multi-indice a = (o, ....., ay,) avec «; € N et

olel
D% = est la dérivée d’ordre |af =: oy + ..... + ay,.
0r1™*.....0x, " o ! "

Soit K C R"™ un compact, on désigne par Dk 'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe
C* a support dans K.

Définition 1.32  Une forme linéaire 7" sur D(2) est dite séquentiellement continue sur
D(Q) sil'application T : D(€2) — C est continue au sens suivant : pour toute suite (¢;) en
d’éléments de D(€2), si ¢; converge vers ¢ dans D((2), la suite des nombres complexes
T'(p;) converge vers T'(¢p).

Définition 1.33  Une distribution 7" sur 2 est une forme linéaire sur D(£2) séquentiel-
lement continue. On note D () 'espace des distributions sur €.

Remarque 1.5 Si T € D'(Q) et o € N", alors Papplication ¢ — (—1)1*1(T, D*p) est une
distribution appelée dérivée d’ordre a de T'. On la note par DT

Exemple 1.3

1) Soient €2 un ouvert de R" et a € R". La fonction
d, : D(Q) — C définie par ,(p) = ¢(a) = (a4, @) est une distribution appelée
mesure de Dirac.

2) Soit f une fonction localement intégrable” sur  C R. Alors I'application T} :
D(€2) — R définie par Ty(p) = / f(z)p(x)dx est une distribution sur 2.
Q

1.6.3 Espace de Sobolev

Etant donné que nous avons déja défini les espaces LP et une distribution, ainsi on
peut définir des espaces de Sobolev sur un domaine 2 C R" comme suit :

2. Une fonction a valeurs complexes sur un ouvert €2 de R™ est dite localement intégrable si sa restriction
a tout compact de €2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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Définition 1.34 On appelle espace de Sobolev noté W™?(Q)), I'espace donné par
W™mP(Q) :={u e LP(Q): Du € LP(Q) V|a| < m}

ou Du est la dérivée d’ordre v de u au sens des distributions, 1 < p < oo et m € N. On
définit une norme sur W"P(Q) par :

1 .
l|ul[wms Z ||DO‘U||L;, Q) )P si1<p<oo
|| <m
ullwrsei@) = 32 [[D*ullz sip = oo,
la|<m

Remarque 1.6

1 Si mg < m, alors on a une injection continue de W™?(Q) dans W™?(Q).

2 WOP(Q) = LP(Q).

Définition 1.35 Un espace vectoriel normé (E, || . ||) est dit complet si toute suite de
Cauchy (pour cette norme) d’éléments de E est convergente dans E . Un tel espace est
appelé espace de Banach.

Si (E,| . ||) est complet et que la norme est issue d'un produit scalaire, alors (E, || . ||) est
un espace d’Hilbert.

Exemple 1.4

Tout espace LP(£2) muni de la norme

1 Fllzoiey = ([ 1£17dw) /e

est un espace de Banach.
L’espace L*(£2), munit de la norme

1/2
|uhmn:(/VRm)

qui provient du produit scalaire (f,g) —< f,g >= / f.gdx est un espace d’Hilbert.
Q

Maintenant nous allons définir un espace réflexif de Banach.
En effet, soient £/ un espace vectoriel normé et E* son espace dual avec la norme :

1 fllzs = Sup [(f, )]
vall<1
Le bidual est le dual de E* avec la norme :
[€]lze = sup [(€, f)] (€ E™).
fEeE*
<1

Ainsi, on a 'injection canonique Jy : E — E™ définie comme suit :
pour tout x € F, 'application

f=A{fx)

est linéaire continue sur £*; donc c¢’est un élément de E£** qui est notée par Jyzr. On a

(Jox, fYpepr = (f,2)prp Vx €E, VfeLE
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Remarque 1.7 J; est linéaire et que c’est une isométrie. Ainsi,
[ Joz| g = [[z]|e.

Définition 1.36 /7] Soit E un espace de Banach, Jy : E — E* 'injection canonique. F
est dit réflexif si Jy est surjective, c¢’est-a-dire

J(E) = E*.

Définition 1.37 Soit E un espace de Banach. Une suite (xy,),,.y d’éléments de E converge
faiblement vers x € E, et on note x,, — x, si

(f,zn) — (f,x) pour tout f € E*.

Proposition 1.1 Soit X un espace vectoriel normé. X est réflexif si et seulement si toute
suite bornée de X admet une sous suite faiblement convergente.

Exemple 1.5 Tout espace d’Hilbert est reflexif, de méme que les espaces L”, avec
1 <p<oo.

1.6.4 Théorie des opérateurs

Comme nous essayons d’établir la compacité un opérateur particulier, il est primordiale
d’énoncer quelques définitions, et propriétés des opérateurs (voir [20], [25] et [20]).

Définition 1.38 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. Un opérateur est une applica-
tion linéaire T définie sur un sous espace vectoriel D(T) C H; a valeurs dans Hy. D(T)
est appelé le domaine de l'opérateur.

Définition 1.39 Soient X et Y deux espaces de Banach, on note £(X,Y") ’ensemble
des applications linéaires continues et By := {x € X : ||z||x < 1}.
On dit que T' € L(X,Y) est compact si I'image par T' de la boule unité fermé Bx de X
est relativement compacte dans 'espace Y, (T'(Bx) est compact).

Remarque 1.8

1. T € L(X,Y) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (z,) dans X, la
suite image (T'z,) admet des sous-suites convergentes dans Y.

2. SiTy, Ty € L(X,Y) sont compacts, alors a;T + asT est compact pour tous scalaires
a1, as. Ainsi, les opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel
de L(X,Y). Cet espace des opérateurs compacts sera noté K(X,Y).

Définition 1.40 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T : £ — F. L’unique applica-

tion linéaire T* : ' — E telle que pour tous = € E et y € F on ait :
<Tx,y>=<uz,Ty >

est appelée adjoint de T

Remarque 1.9 Par définition de la norme de 'opérateur et en utilisant un corollaire
d’Hahn-Banach, on a

* * *
|T*|= sup [Tyl = sup [(z,T7y)|
yeF |y|I<1 T€E,||lz|[<1
yeF,|lyll<1
= sup [(Tz,y)|= sup [Tz =T
w€B, || <1 z€B,||z||<1
yeF,|ylI<1

Ainsi ||T*]] = ||T||.
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Proposition 1.2 Soient E et I’ des espaces de Hilbert. L’application T — T™ est une
isométrie de L(F, F') dans L(F, E), elle est linéaire si les espaces sont réels et sesquilinéaire
si les espaces sont complexes. De plus, VT € L(E, F),

(T7)" =T et |T°T| = |7
Enfin (T'S)* = S*T* VS e L(F,E).

Preuve
Par définition du produit scalaire et de I'adjoint, pour tous z € E, y € F, T, Ty € L(E, F)
et A€ C,ona:

(. (Th + AT2)" (y)) = ((Th + AT3) (z), )

) ) ATy (), )
)+ (2T 0)

= (x, (T* + )\T*) (v))

Ainsi T —— T est sesquilinéaire. Elle est isométrique d’apres la définition de 1’adjoint.

Montrons que (7%)" = T'. Pour cela on montre que pour tous = € F et y € F, on a

(T(x),y) = ((T7)" (2),9) -

(1
<T(
= (z,

On a .
(T'(x),y) = (2, T"(y))
(T (y), )
= (y, (T")" (x))
= ((T7)" (x), )
Montrons que ||T*T| = ||T||?. Tout d’abord on rappelle que la norme de l'opérateur est
une norme d’algebre et donc en particulier, [|T*7T|| < ||T||||T*|| = ||T'||*. D’autre part, en

utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme
opérateur, on obtient :

[T = sup [|T"T(z)|

z||<1

= sup  [(T"T(z),y)]

Jall <1, lyll<1
> sup [(T"T(x),z)|

[l=l|<1

= sup |[(T'(z), T(x))|

=<1
= |7|”

On a donc l'égalité || T*T|| = ||T||*. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T*, il suffit de
montrer que pour tous * € E et y € F, on a ((T'S)"(x),y) = (S*T"(x),y). On a, par
définition de I'adjoint,

(TS)" (), y) = (2, (TS)(y))

= (T"(x),5(y)
= (51" (2),y)
)

Comme ceci est vrai pour tous = et y, on a I’égalité (TS
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Définition 1.41 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur T': H; — Ho
est fermé si son graphe noté I'(T") et défini par

NT)={(z,Tz) :2 € D(T)} C H; x Hy
est fermé.

Définition 1.42 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. On dit qu’un opérateur
T : Hy — H, est a domaine dense si D(T') = H;.

Définition 1.43 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur 7' : D(T') C
H, — H, a domaine dense est auto-adjoint si 7" =T

Définition 1.44 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés de normes respectives
|.llx et ||.]ly. Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné si,

IM>0: VreX; [A@ly < M.

Remarque 1.10 Si X =Y = H est un espace de Hilbert, un opérateur T est borné
dans H si D(T) = H et T': H — H est continue.

Définition 1.45 On dit qu'un opérateur (7', D(T')) est fermable s'il possede une extension
fermée notée T'.

Proposition 1.3 Soit 7" un opérateur fermable a domaine dense sur H, alors

Ker(T): =R (T*) et Ker(T*)=R(T)*
Ker(T) = R(T*)" et Ker(T*)" =R(T).

Preuve -

Montrons d’abord Ker(T) = R (T*)" .

On a

y ER(T*)" = ((y. T"x) = 0,¥z € D(T")) = (y € D(T) et (Ty,x) =0,¥x € D (T*))

=y € Ker(7)
R (T*)" C Ker(T)
y € ker (T) = ((Ty,z) =0,Yx € D(T")) = (y € ker(T) et (y, T*x) = 0,Vx € D (T*))
=y € R(T*)*
= Ker(T) C R(T*)".
Ainsi par ces deux inclusions, on a 1’égalité
Ker(T) = R (T*)*.
Montrons maintenant R(T)* = ker(T™)
y € R(T)" = ((y,Tz) =0,Yz € D(T)) = (y € D(T*) et (T"y,x) =0,Yz € D(T))
=y € Ker (T7)
= R(T)* C Ker (T%)
yeker(T")= ((I'"y,x) =0,Ye e D(T)) = (ye D(T") et (y,Tz) =0,Vz € D(T))
=y eR(T)"
= ker(T*) CR(T)".

Par suite on a :
R(T)* = ker(T).

Les deux autres relations s’obtiennent en prenant ’orthogonale et en remarquant que

Ker(T) est fermé. O
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Lemme 1.1 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et T : H; — H, un opérateur
linéaire, fermé et dense.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R(T) est fermé.
(b) Il existe une constante C' telle que :

Il <CITfl2 VS e DT)NR(T).

(c) R(T™) est fermée.
(d) I existe une constante C' telle que :

lgll2 < CIT"glly Vg € D(T™) N R(T).

Preuve
Supposons que R(T') est fermée. De 'égalité (4.1.1) de [5], on a :

T : D(T)NR(T*) — R(T)

est bijectif et d’inverse

T-': R(T) — D(T) N R(T*)

est bien défini et est aussi un opérateur fermé. Ainsi d’apres le théoreme du graphe fermé,
T~ est continu et cela prouve (b). En supposant (b) vraie on obtient R(T) C R(T). Ce
qui montre que (b) <= (a).

De fagon analogue on montre (¢) et (d) sont équivalentes.

Montrons que (b) implique (d). On a

| <g.Tf > |=[<T"g,f > | <CIT"gll1 |Tfll2,

pour g € D(T*)NR(T) et f € D(T) N R(T*). Donc

| <g,h>2 | < C|T7 gl |hll2, pour g € D(T*) N R(T) et h € R(T),

qui implique (d). Par analogie on montre que (d) = (b). O

Exemple 1.6 . Les opérateurs linéaires suivants sont tous bornés :
1. L’opérateur identité :  Idx : X — X, x+— ldx(z) = x;

Ve e X @ ||[Idx ()] = ||z
2. L’homothétie vectorielle de rapport k: Hy: X — X, z+— Hy(z) =kex;
Vo € X o [Hy()]| = ||k ol = [K[[|=].-

Théoréme 1.1 Soit A : X — Y un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes
sont équivalentes

1. A est borné;

2. A est continu sur tout 'espace X ;

3. A est continu en 0.
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Preuve

L’implication (1 = 2), découle du fait qu'un opérateur borné est une application
Lipschitzienne donc continue. 2 = 3 car 'opérateur A est continu sur tout l’espace X
en particulier en 0. Il suffit de démonter I'implication (3 = 1). Supposons donc que
I’application linéaire A est continue au point 0 de X. On a

Ve>0,30. > 0:Vo € X et |zfx < 0. = [|A(z) — A(0x)|ly = | A(2)]ly <.

Soit maintenant z € X vérifiant ||z||x # 0. Alors,

0 0. =«
=_— <= ||A|=
2 H <2||93Hx>

5 o _ &A@y

y 2 llzllx

2 Jl=llx

En d’autres termes,

A 2
Ve € X et ||x||X7é0:M<—€
lzllx o

Par conséquent,
2e
Vo € X = [|A()lly = +lzllx.
&€
Donc A est borné, d’ou I'équivalence des trois propriétés. [l

Le théoréeme suivant est tiré de [5].

Théoréme 1.2 (Lemme de Rellich)
Soit 2 un domaine borné de R™ & bord Lipschitzien. Si s > ¢t > 0, alors I'inclusion

W*(Q) — WHQ)
est compact.

Dans la suite on va s’intéresser a 'espace L*(€2). En particulier aux espaces de Sobolev
qui sont dans L?*(€).

1.7 Le 0-Neumann

Soit 2 € C" un domaine. Dans cette partie, on va introduire 'opérateur O-Neumann
(cf [5]). Ainsi, le 0 défini pour les (p, q)-formes différentielles s’étend dans l'espace des
(p, q)-formes différentielles dont les coefficients sont dans L?.

Si /
= Z fradzr Ndzy,
[I|=p,|J|=q

et

/

g= > grsdz Ndz,
|I|=p,|J|=¢

2

(n.(§2), nous définissons le produit scalaire et

sont deux (p, q)-formes différentielles dans L
la norme comme suit :

/ /

<fig>= >, < frngs> fP=<ff>= > |filf

[I|=p,|J|=q [I|=p,|J|=q
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I = [ <ff>di= Y [ |frsfde

[I|=p,|J]=q

Puisque L;q(Q) est muni d’un produit scalaire, on définit Padjoint du O par

0:L2,(Q) — L2 1 (Q)

D(0)={f €L ,(Q):0f € L, ()}

D,q+1
O L2 (Q) — L2, ().

D@) ={fel2,(Q):dfel’, ()}

p,q—1

Ainsi, le laplacien est défini comme suit :
. T2 2
O: L, () — L, ()

et

avec
D(O) ={f € L2,(Q): 0,f € D(0;,) et 0;f € D(D,-1)}-
On définit aussi le Laplacien avec poids par :
|:|¢ : L123,q(97 QS) — L;QJ,q(Qa ¢)
et - o
Uy = 90, + 930.
Proposition 1.4

Le laplacien [J est un opérateur fermé, dense et auto-adjoint.

Preuve

Montrons que [ est fermé.

Soit (x,) une suite d’éléments de D(O) telle que =, — x avec x € D() ; montrons alors
Uz, — Ox.

Soit y € D(OJ); on a :

< Ox,,y >=< (55* + 5*5)($n),y >=< 55)*(%),3/ >+ < 5*5(90”),1; >

Comme 0 et 0" sont fermés alors
or, — 0r et Oz, — 0.
Par conséquent

lim < O,y >=< 00"z 4+ 0*0x,y >=< (00" + 0*0)x,y > .

n—>-+4o0o
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Ainsi, on obtient :

ngrgoo < 0Oz,,y >=<0x,y > Vye DO).
Donc U est un opérateur fermé.

Montrons que [ est dense.
On a DP4(Q) = L2 () et DP¥(Q) c D(O) C L2 ()

Dra(Q) c D(O) C L2 ()
12,(©) € D(O) € 12,(2),

ou DP9(Q) est I'espace des (p, q)-formes différentielles & support compact.
Donc D(0) = L2 (). Par suite D(0J) est dense.
Montrons que le laplacien est auto-adjoint. En effet on a :

<@)z,y> = <z,0y >

< x,00%y + 0" 0y >

< x,00%y >+ < x,0"0y >
< 90w,y >+ < 0*0r,y >
< (00" +9"0)x,y >

= <Uzy>.

Donc [ est auto-adjoint. 0

Le probléme du 0-Neumann respectivement le probléme du d-Neumann avec poids
consiste a chercher un opérateur inverse du laplacien noté N,, : L;q(Q) — L;q(ﬂ)
respectivement l'inverse du laplacien a poids Ny , : L;q(ﬂ, ) — L;q(Q, ¢) vérifiant les
propriétés du théoreme qui suit(cf [5]) :

Théoreme 1.3 L’opérateur N, , vérifie les propriétés suivantes :
1 R(N,,) € D(O).
2 N,,00=0N,, =1 ou I désigne 'application identité.
3 Pour tout f € L2 (),
f=00"N,.f ®0°ON,,f.
4 5Np7q = MH@, Vi<g<n-—1sur D(é)
5 0*Nyy =N,g10%, V2 < q < n sur D(9%).
Preuve

On a
O:D(O) C L2 (Q) — L2 ().

Par définition, l'opérateur N, , est I'inverse de [J, avec
Npg: L;jq(Q) — D(O) C L;q(Q).

Par conséquent on a (1) et (2).

C’est-a-dire R(N,,) C D(O) et N, ,0=0N, ,=I.

Montrons la relation (3).

Etant donné que Lg’q(Q) est un espace de Hilbert, [] est un opérateur fermé et aussi
ker(OJ) = 0, alors la décomposition de Hodge nous permet d’avoir la relation suivante :

L2 (Q) = R(O) =00"(D(O)) @ 9*9(D(O)).
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Donc Vf € L;q(Q) on a
f=00"N,,f ®0"ON,,f.

Montrons la relation (4).
Soit f € D(J), on a :

f = 00°N,,f ® 0 ON,,f
of O*ON, . f car 000* N, ,f =0
Np,qHéf = Np,q+155*5Np,qf
Np7q+15f = Npgt (55* + 5*5>§Np,qf

or N, ,:1(00* +9%0) = I d’apres la relation (2).
Donc ) i )
Ny 4+10f = ON,.f Vf e D(0).
Ainsi on a établi
Npgi10 = ON, ,.

Pour obtenir la relation (5), on utilise le méme procédé. C’est-a-dire :
soit f € D(0"), on a

f = 00°N,,f ® I ON,,f
o f 9*00* N, ,f car 0*9*ON,,f =0
Npy10°f = Npy 10700*N,,f
Npy 10°f = N,y 1(00" 4+ 0%0)0* N, f

or N, 1(00* +9*0) = I d’apres la relation (2).
Donc B - B
Npq10"f = 0" Nyof Vfe€ D(0").

Ainsi on a établi B B
Npg—10" = 0"°N, 4.

U

Remarque 1.11 Si I'opérateur N, , existe avec les propriétés du Théoreme (1.3), alors
pour tout u € L2 (Q) N ker(9), il existe v € L3 _1() telle que dv = u sur Q. En effet

u = 0" N, qu + 00N, yu = dO*N, gu + 0* N, 4110u = 00* N, 4u

car Np,qﬂéu =0. Ainsiv = 5*Np7qu est appelée la solution canonique de I'équation dv = u.
L’opérateur Ny ,, a des propriétés analogues a celles de 'opérateur N, , énumérées au
théoreme (1.3) et on obtient une solution canonique v = 9*Ny , ,u de I'équation 0 v = u

Vue L2, (Q)Nker(d).

0,9

Pour les (0, ¢) formes différentielles, on notera dans la suite/N, au lieu de Np,.

Comme on vient de définir 'opérateur O-Neumann, on va maintenant s’intéresser a sa
compacité sur une intersection de domaines. En particulier sur 'intersection de domaines
uniformément et strictement g-convexes. Pour cela nous allons donner quelques conditions
suffisantes qui nous permettrons de se prononcer sur la compacité Uopérateur O-Neumann.
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2  Quelques conditions suffisantes
pour établir la compacité de NN,

Dans cette partie nous allons étudier quelques conditions suffisantes pour établir la
compacité du d-Neumann.

2.1 Conditions sur les solutions canoniques

Ici il s’agit d’utiliser les solutions canoniques pour pouvoir se prononcer sur la compacité
de 'opérateur 0-Neumann. C’est pourquoi nous allons énoncer un lemme qui nous sera
utile pour la preuve du Théoreme (0.1).

Lemme 2.1 Soient €2 un domaine borné pseudoconvexe de C"(n > 2) et

§:= sup |z— 2|
z,z/EQ

le diametre €. B
Pour toute f € Li’q(ﬂ)ﬁker(ﬁ) avec 1 <p <netl<qg<n,ona les estimations suivantes :

ed?
[ Np o fll < 7||f||

- ed?
[ONp o[l < 7Hf|!

~ ed?
10" Np o [ <4/ —IfI-
q
Preuve _
En utilisant le Théoreme 4.3.4 de [5], pour tout f € Liq(ﬂ), q > 0 avec df =0, il existe
ue Ly, 1(9) tel que du = [ et u satisfait I'estimation suivante :

q/ ul2dV < 652/ fI2aV.
Q Q

Donc R(9) est fermé pour tout 0 < p <n ,1 < g < net R() = ker(d). D’apres le
Lemme (1.1), R(0") est également fermé et nous avons la décomposition orthogonale
suivante :

L2 () = ker(0) ® R(0*) = R(J) ® R(J").
Pour tout f € D(9) N D(9*), on a :

f=f®f ou fi € RD) et fr€ R(DY).
Si f1, fo € D(9) N D(d"), alors

Of =0fs , O f=0"f1.

Toujours d’apres le Lemme (1.1), on a les estimations suivantes :

1) i I fllx < Cl||0f]]2 pour tout f € D(9) N R(0*). 2) || fll2 < C|0* f|]1 pour tout f €
D(0%) N R(0).

D’apres le Théoreme 4.3.4 de [7] et les estimations ci-dessus, on a :

1A < Collo™ il et [ foll* < CoaallOfol?
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2
ou C, =e— est une constante.

Puisque - - - B
of =0fa , O°f=0"h
alors

LA < Collo™fII* et IlI* < Corn|OFII*.

Par conséquent on a :

LA = 1A + 10> < Cllo™ FI? + CorallOfIP.

2
Or ¢, = 65—, donc C; > Cyyq . Ainsi, on a
q
IF17 < Co(l0" FII> + 10£1%) Vf € D(9") N D(D).
Pour tout f € D(0J,,), on a
IfI? < Co(< OF,0f >+ <O f,0°f >) = Co(< 0°0f, f >+ <00 f, f >) =Cy < Opof. f>.
De plus l'inégalité de Cauchy-Schwartz nous permet d’écrire :

Oq| <Upaf, [ > | < CqHanfHHfH-

Ainsi, on a :

1117 < Coll Ty FIF
= [ fIl < CellTypo fll
== ||Np7qf|| < CqHNp,qu,qu - Cq”f” Vf € D(Dp,q)-

Donc on a la relation suivante :

[Npaf | < CallF1I-

On a aussi :

10N fIP 410" NoafIF = < ONuaf ONpaf >+ <0 Npof 0" Ny >
< O"ONpof , Npof >+ < 00Ny of, Npof >
< Dp,quﬂfa NIMIf >

= < f,Npqof >
< |FIHINpo ]l
Or  |[Npofll < Cllf]l; donc
[ON, o fIIP + 10" Ny f1I* < Coll £1I- (3)

D’apres (3) on a :
1N, I < Coll FI* et 10" NpofII* < Coll £
Ainsi, on obtient les deux résultats suivants :

1ON oIl < Coll £l et 10" Nyo fII < Coll Il Vf € D(9) N D(9").
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Remarque 2.1 Puisque f est quelconque dans szq(Q), alors 0*N,,, et ON,,, sont bornés
dans LZQW(Q).

A présent on peut faire la preuve du Théoreme (0.1).
Preuve (Théoreme (0.1))

—_— 7* —_—
Comme 0y, Ny g = Npg110p4 €t 8}2,qu711 = Npg— 1apq7 alors

Np,q = N (8 18* +a*q+15 )Np,q

(apq 1V )(8* ) (a;,qﬂNp,qul)(gp,qu,q)-

Puisque Popérateur d,, 1N, , 1 est borné et 'opérateur 8* ¢Vpq €st compact par hy-

pothése, alors la composée (9, 1N, )(8* N, ,) est compact Par analogie I'opérateur

(02 1 Np.q1)(0p g Ny g) €8t compact. Et comme la somme de deux opérateurs compacts est
compact, on a la compacité de N, ,
O

On a aussi le résultat suivant qui est une condition suffisante pour que I'opérateur IV, soit
compact. Le résultat est donné par la proposition suivante (cf [24]) :

Proposition 2.1 Soit 2 un domaine borné pseudoconvexe de C", avec 1 < g < n.
N, est compact sur L%qu)(Q) si et seulement si, Ve > 0, il existe une constante C. telle que
I'on a 'estimateur compact suivant :

lull® < e(19ull + 107l + Cull,

Pour tout u € D(9) N D(9*)

Preuve

Soit j, : D(9) N D(0*) — L%()’q)(Q) Iinjection canonique ott D(9) N D(*) est muni de la
norme du graphe. D’aprés le Théoreme 2.9(voir [24]), on a N, = j, o j; comme opérateur
sur L?O’q)(Q) et N, = j, de L(Oq () & D(0) N D(0*). D’aprés la Proposition 4.2 de [24],
les affirmations suivantes sont équivalentes :

N, est un opérateur compact de L%O,q)(Q) dans lui méme,

N, est un opérateur compact de L?[]’q)(Q) dans D(0) N D(9%),

I’application qui va de D(9) N D(9*) a L%07q)(9) est compact.

Autrement dit j, o j; compact < j; compact < j, compact. Mais un opérateur A est
compact si et seulement si A* est compact et un opérateur de la forme AA* est compact
si et seulement si A et A* sont compacts. Retenons aussi que le fait de dire que 5*Nq et
9" N, 1 sont compacts dans L*(€2) Nker(9) est équivalent de dire que 9* N, et 9* N, sont
compacts sur tout espace L?(€2), puisque les deux s’annulent sur le complément orthogonal
de ker(0). De plus, on a la formule suivante

N, = N, (00" +99) N,
= (N,0) 0"N, + 0" Nyp1 (Nys10)
= (0"N,) "Ny + 0" Ngi1 (9" Ngi1) (4)
les parenthéses sont destinées & indiquer que nous considérons N,0 et N,,10 comme des
opérateurs bornés sur L%07q_1)(Q) et L%O,q)(ﬂ) respectivement (alternativement, on peut

observer qu’il suffit d’établir (4) pour les formes lisses a support compacte, puisque 1’espace
de telles formes différentielles est dense dans L?07q)(Q). Les deux opérateurs a droite de (4)
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sont bornés, donc IV, est compact si et seulement si ces deux opérateurs sont compacts.
Mais encore une fois, un opérateur de la forme A*A est compact si et seulement si A est
compact.

Montrons maintenant le fait de dire que 1’application qui va de D(9)ND(9*) & L%O,q) (€2) est
compact, est équivalente a dire pour tout € > 0, 3 C. telle que on a 'estimation compact
suivant

lull® < e(19ull + 107ul?) + C.ull,

pour tout u € D(9) N D(9%).
D’apres la propriété (i) du Lemme 4.3 de [24] on a

ITzlly < ellzllx + Cel[Sz]| 2.

ou T': X — Y est un opérateur linéaire et S : X — Z un opérateur linéaire, injectif et
continu. Donc en posant X = D(9) N D(9%), Y = L?O,q)(Q) T = j,,

S:D(9) N D(9) C Ly () = Wiy (),

avec Z = W(B’lq)(ﬂ). D’apres le Lemme de Rellich ( voir Théoreme (1.2)), S est compact.
U

2.2 Condition suffisante de CATLIN noté F,

La propriété P, de CATLIN est une condition suffisante pour établir la compacité de
Iopérateur 0-Neumann.

Définition 2.1 [2// Soit Q C C" un domaine borné, on dit que bS) satisfait la propriété
P,siV M >0, 3 un voisinage U = Uy, de bS) et une fonction lisse A = \j; de classe C?

sur U tel que :
(i))0<Az)<1VzeU et
(ii) Yz € U, la somme des ¢ valeurs propres de la forme hermitienne

( 0?\ (z)>
8Zj@§k j,k7

est supérieure ou égale a M. C’est-a-dire pour toute (0, ¢)-forme différentielle u et z € U,

LN

|K|=q—1 j,k=1

(2)w) i (2) Ui (2) > Mu(2)]?.

Définition 2.2 Soient {2 un domaine pseudoconvexe borné de C" et K un compact dans
2. On dit que K satisfait la propriété (P) si ¥V M > 0, 3 une fonction plurisousharmonique

(psh) A=Ay € C(2) telleque 0 < A <letVz € Kona:

LI 2D _
———(p)t:ite > M|t
Py 8Z]aZk( ) Jjlk | |

Maintenant, apres avoir défini la propriété P,, on peut démontrer le Théoreme (0.2). La
preuve suivante est tirée de [1].

Preuve (Théoreme (0.2))

On utilisera la méthode de 'estimation de Carleman pour opérateur 0, telle qu’introduit
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par Hérmander dans [11]. On rappelle que pour une fonction donnée ® sur €2 et une (0, ¢)-
forme différentielle f = Z frdzy, on définit

=g
I1£13 = [ Ife®av.

ot | f|? est donnée par

[P =>_ 1A%

1]

Dans la suite de cette preuve, la norme sans fonction poids est noté || ||. On note par
L?O7q)(Q, ®) I'espace des (0, q)-formes différentielles f telles que || f||3 < oc.

Pour toutes fonctions poids ®; , ®5 et &3, 'opérateur d nous permet de définir les
opérateurs T' et S qui sont fermés et denses comme suit :

T
L%070)<Q’ ®y) = L (0,1) (Q, @) =t L(oz (2, @3),

avec Tf = 0f et Sf = Of ou f est une (0,0)-forme différentielle ou une (0, 1)-forme
différentielle respectivement. D’apres [14], 'adjoint T est défini par

T*f = e 10" (e72f), f € D(T).
Maintenant on suppose que ® et ¥ sont des fonctions dans C*(Q), telles que :

@1:@—2\11, @2:<I>—\I/et<l§3:q)

Toujours dans [11] on a 'estimation suivante :
/Z f v+ [ 3 f Fotas+ Y [ 2]
1,j= 18’ZZ i,j= 18’2Z i,j=1 az] @3
< ISfl%, + 217" flls, + 2/ \Z 7ij2 ~*dv, Vf € D(T*) N D(S), (5)

ou 7 est la fonction définissante de €. En fait ce qui differe I'estimation obtenue dans [14]
avec (5) est que I'intégrale sur le bord n’existe pas. Ce terme intervient ici car la fonction ¥
est dans C?(Q) et ne s’annule pas au bord comme dans [14]. Aussi en examinant la preuve

de l'estimation (5), on peut toujours vérifier que le terme 2/ |0V )2|f|?e~®dV  trouvé
Q

dans [11] peut étre remplacer par le dernier terme de I'estimation (5).
L’idée de cette preuve est de choisir des fonctions ® et ¥ pour que tout d’abord &, =
® — U = 0. De cette fagon 'opérateur

T*f — 6®15*(6<D2f) — eélé*f

est simplement un multiple de O* f par une fonction lisse. Donc il est possible d’estimer
2||T* f||3, en termes de ||0* f||*. Ensuite on doit choisir ® et W telles que le dernier terme

1
de (5) soit dominé par le premier terme de (5). Donc on pose & = ¥ = 66’\, A e C™(Q)
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on a :

3 82 1 & 9% -

- G —f ) fi

6;8%- Jz:; z;"

1.2 0 \ n N\

1 n €>\8>\ n 8)\* 1 n \ n 82>\ B
a 6;( 0z fi)(;azjfj>+6;€ j;aziazjﬁfj
I (AN Lo A
= §° i;1<8zifl> Z; ])+6€ @jz::l aZiaijlfj.

Or
Y )\
)7 = S

z’%:% <8zz ;azj J

car A € C™(9) et est plurisousharmonique. Par suite

S " L "9\
_7>\ = on
Z az,a* pRr=iil ”210 ﬁfz |27, i
On a aussi
o ow [ fignoe [
j=1 0z; ! 6j:1 0z; ’
& oA
36 jzlazjff
L& 9
T ;azjfﬂ

Si on substitue ces deux expressions obtenues ci-dessus dans (5), on obtient 1'estimation
suilvante :

oA AP 2 A2 oo -0 2 9
50 2 g T g[S e e v < IS+ 1T 1R,
(6)
car Z -
—fif; >

=1 0207

Si0<\<1,alors e — 262)‘ > (). Donc
noon [, 2
S| Rt (@ -5t 2o
J
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3
En outre si 0 < X <1, A > 1 et e ® < 1, alors

—_ < 3r12 —P Nk 12 —P
</ Za afflfdv < [10fPerav +2 [ [0 fPetav
< 200f +20° f|>.

Ainsi on a montré que si pour toute fonction A € C*(Q) avec 0 < A < 1, alors

LX 3 a* 5oz 1AV < 1619717 + 1619 £ 7)

On observe que si A(z) = ‘—’ avec D :=sup{|z|;z € Q}, alors en s’appuyant de (7) on
a

IFII* < 16D*Q(f. f). (8)

Partant des hypotheses de la définition de la propriété F,, pour tout M > 0, il existe une
fonction A € C?(Q) avec 0 < A < 1 telle que pour tout z € bS)

"C0PN2) -
> azéz)‘titj > M|t (9)
ij=1 Y=i<j

Par continuité des dérivées secondes de ), il existe un nombre positif § (qui dépend de M)

tel que (9) est valable pour tout z € S5 = {z; —0 <1r(z) < 0}. L’inégalité (7) implique
que :

M [ 1fFaV < 16005 ). (10

On choisit 75 € C5°(Q2)('espace des fonctions de classe C*° a support compact dans €2)
telle que 75(z) = 1 chaque fois que r(z) < —0.
Pour qu'une constante a soit déterminée, on a l'inégalité

v f 1 < allvs fII +a s fI2s

Par I'inégalité de Garding, il existe une constante C; qui dépend seulement du diametre
de 2 telle que

v fIIT < CiQ(vs f, 75 f)-

Ici, nous avons omis le terme usuel de la forme C|jy;5f||* car, d’aprés l'inégalité (8), on a

17s.f11* < 16D*Q(vs f. s f)-

Ainsi ||y5f||* peut étre estimée

s f1I7 < C1Q(vsf,7sf) < 2C4 (H%éfﬂz + H%é*fHQ) + 20, (H[%aé]sz + H[%ﬁﬂf\ﬁ)-

Puisque la somme des termes du commutateur est bornée par Cs|| f||* pour une certaine
constante Cy qui dépend de §, on obtient I'inégalité

l95.f1* < 2aC1Q(f, f) + 2aC1Co| fII* + a™ s f1I21- (11)

1
Maintenant on choisit a telle que 2aCy < 4/M et 2aC1Cy < o En combinant (10) et (11),

on obtient

MIFI2 < M [ |fPAV + Ml f?
S
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< 20Q(f, f) + (M/2)IfIIP + o™ Ml fI24,
ce qui donne :
IF1I* < (40/M)Q(F, £) + (2/a) s f 1121
Maintenant on choisit M telle que 40/M < ¢ et soit & = (2/a)/?vs, on obtient alors

I’estimation de compacité suivante

£ < eQ(f, £) + & FII21-

Ainsi, d’apres la Proposition (2.1), I'opérateur N, est compact. O

2.3 Condition suffisante de McNeal noté ]5q

Tout comme la propriété P, de CATLIN, la propriété ﬁq de MC NEAL est une
condition suffisante pour établir la compacité de I'opérateur 0-Neumann. Tous les résultats
et définitions sont tirés dans [21].

Définition 2.3 Soit (2 un domaine borné.

On dit que b2 satisfait la propriété (]5q) s’il existe une constante C' > 0 telle que V. M > 0,
il existe un voisinage U = U); de b2 et une fonction lisse ¢ = ¢, de classe C° sur U tel
que pour toute (0, ¢)-forme différentielle u et z € U on a :

(1)

! n 82¢ B
Z H Z uJK H2 <C Z Z 92.0% uj7K<z>uk7K(Z)7
|K|=¢—1 j= |K|=q—1j,k=1 Y~iY~k

(i)

!

D

|K|=q—1jk=1

n 82¢
02z;0Z (2)
Al

2y i (2)n i (2) = Mu(z2)].

Définition 2.4 [27] Soit X = (X, | ||x) un espace de Banach réflexif. Si | |x est une autre
norme définie sur X. On dira que | |x est strictement plus faible que || ||x si 'opérateur
identité qui va de (X, || ||x) dans (X, | |x) est compact.

Le lemme suivant nous sera utile pour la preuve du Théoréme (0.3).

Lemme 2.2 Soit X = (X, |lx), Y = (Y] |ly) deux espaces de Banach réflexifs.
Supposons que X = (X, | |x) est un espace de Banach réflexif ou | |x est une norme sur X
qui est strictement plus faible que || || x.

Un opérateur linéaire continu 7' : X — Y est compact si et seulement si pour tout € > 0 il
existe une constante C. telle que

[Tully < ellullx + Cefulx. (12)

Preuve
L’inégalité (12) implique la compacité de I'opérateur T. Pour I'implication inverse, sup-
posons que l'estimation (12) est fausse. Alors il existe une suite (u,) dans X telle que

[Tunlly > eollunllx + nlunx, un € X, (13)

pour un certain g9 > 0. Sans perte de généralité, on peut supposer ||u,|x = 1. D’une part
la relation (13) implique

1
[un|x < (HTH —g)—0 quand n — 0.
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Puisque X est réflexif et (u,) est une suite bornée dans X, il existe une sous-suite (uy, )
qui convergente faiblement vers ug. Alors, pour toute application linéaire bornée L sur X
Lu,, — Lug. Puisque u,, — 0 en | |x, on en conclu que uy = 0.

D’autre part, T" est compact, il existe donc une sous-suite (u,,) telle que

Ty, — Tug = 0.

Ceci contredit (13).

Donc le résultat ci-dessus nous permet de faire la preuve du Théoreme (0.3).

Preuve (Théoreme (0.3))

On va montrer que 9*N, et "N, ¢+1 sont compacts pour en déduire que N, est compact.
D’abord notons que si 5 € LM(Q) et < B, >= 0 pour toute o € vaq(Q) telle que da = 0,
alors

||5*Nq5||2 = < (?5*]\[61?7 N,p >
< ON,_10*N,B,3 >  car N, est auto-adjoint .
= 0 avec a= 5Nq_15*Nqﬂ.

Ainsi, d’apres le Lemme (2. ) J*N, et G*Nqﬂ sont compacts sur ker(d)*.
Donc il reste & montrer que 9" N, alker(@) €6 0" Nyt |ier(d) SONE compacts.

24
Soit € > 0 et on choisit M tel que M > —. Pour ¢,; donnée dans la définition (2.3),
€

1
on pose A = ¢, g =€ M et v = 5 dans la Proposition 3.2 de [21] (relation (3.10)),

combiné avec la propriété (i) de la définition (2.3), on a :
- A L o5 _
|l + 315ull3, > 5 [ 1096(u, e, (14)

pour toute u € DP(Q) N D(9;). Soit S5 = {z € Q: =6 < r(z) < 0}, avec § > 0 et choisi
assez petit tel que

1006(=)(u, 1) > ]\24Hu|]2, €8s (15)
De (14) et (15), on a
/5 S luraPe™® < ||9ullz, + [[05ull3,. (16)
I1,J

De la régularité elliptique intérieure du Laplacien ; nous avons aussi ’estimation suivante :

L S ID(e unn)l? < C(o.0)(I9ully, + 195ul3,). (17)

\Ss .7
ou D est une dérivée du premier ordre et C(¢,0) = C' est indépendant de u. Soit «
une forme différentielle O-fermée. Sur ’ensemble {e?égu cu € DP(Q)}, on définit

I’application linéaire
e_Td)é;’;u < U, 0 >y
On note d’abord que la généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

| <u,a >4 < |<u,0¢>¢5|+|<uoz>¢\s6]

IN

| <wsa >5[+ [leul P lal
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Avec ¢ = ¢ sur Q\ S5. Donc si du = 0, alors (16) et (17) impliquent

—6 =, 12
| <u,a >4 ] < e ¢U||¢(M\|0H + C||04H(1))-

Siu Lg ker(d), alors < u, & >4= 0, donc I'inégalité ci-dessus est toujours vraie dans ce
cas. Sinon, puisque D”?(Q) est dense dans D(9%), d’apres le théoréme de représentation

. . . 2
de Riesz, il existe v € L, , () tel que

=% o«
< e Ju,v >p=<u,a >4

_ 24
[ wizeeav < (Mnau? + cnan%_l)).

. = . , . A e
Donc si s = e2 v, alors s est solution de ’équation 0s = o et satisfait :

24
Is* < { - lleal® + Cllalit_y) |- (18)
M
La solution canonique vérifie aussi I'estimation suivante

- B 24
19" Naletav < ollal + Cllaly, (19)

24 —x
En posant € = i et T'=0 N, dans (12), on a estimation (19). D’apres le Lemme (2.2)

5*Nq est compact. De la méme méthode, on montre que 5*Nq+1 est également compact.
D’apres le Théoreme (0.1), N, est compact. O

Remarque 2.2 Soit 2 un domaine pseudoconvexe de C". Pour 1 < ¢ < n — 1 si b2

satisfait la propriété () ou la propriété (F,), alors il satisfait la propriété (F41) ou la
propriété (Py1).

3 O sur les D; et Ny sur D

3.1 0 sur les sous domaines approximatifs

Soit D une intersection de domaines uniformément strictement g-convexes de C".
Dans cette section, I'objectif consiste a construire une suite de sous-domaines lisses D;
uniformément Lipschitziens, uniformément strictement g-convexes qui approximent D de
V'intérieur, puis de résoudre le probleme du 0 sur de tels sous-domaines approximatifs.

Définition 3.1 Un domaine borné D de C" est dit une intersection uniformément g¢-
convexe de classe C*(q > 1), s’ils existent un voisinage borné U de D et un nombre fini de
fonctions réelles de classe C? py(2), ..., pn(2) ott n > N + 2, définies sur U telles que

D={z€eUlpi(2) <0,...,pn(2) <0}

et pour 1 < iy <ip < ... <1i; <N, les conditions suivantes sont verifiées :
les 1-formes différentielles dp;, , ..., dp;, sont R-linéairement indépendantes sur I’ensemble

Ol{Pij(Z) < 0}.
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Pour tout

z € Ol{plj (’Z) < 0}7

si nous fixons I = (i, ...,4;), la somme de q valeurs propres quelconques de la forme de
Levi L,,(z;.), i € I, restreint au sous espace complexe maximale de 'espace tangent 77 a
z est définie positive.

Dans cette partie, on a besoin de définir une fonction maximale régularisée comme
dans [2]. Pour chaque 5 > 0, soit x une fonction réelle positive de classe C* sur R telle
que, pour tout x € R, on a les propriétés suivantes :

* Xp(x) = xs(—x), ;
ol € xp(0) < ol 4 8. xola) = el si[o] = 2
. |X/5(3:)| <1 X/ﬁ(x) >0 si >0, X/ﬁ(x) <0 si <0, et Xg(x) > 0.

On définit la fonction

t+ t—
5 i +X5(TS) Vt,s € R.

max(t,s) =
ax(t, s

Cette fonction vérifie les propriétés données dans le lemme suivant (cf [12]).

Lemme 3.1 Pour deux fonctions ¢ et 1) quelconques dans C*(C"), k > 2, on a les
assertions suivantes :

(4) mas(9,1) < max(9,1) < max(,) + 5,
(B) mgx(qﬁ, ¥) = max(¢,¢) si |p—p| > P,

(C) dmgx(¢(z),z/1(z)) = A2)do(z) + (1 — A(2))dp(z) pour tout A(z) € [0,1], z € C".
Preuve

(A) On sait que

r+y+ |z —yl
2

max(z,y) = Vo,y € R.

Par hypothese, on a

t+s t—s
+ xs(——) Vt,s eR.

t.s) =
mgx( ,S) 5

Comme ¢ et 1 sont a valeurs dans R, alors par le deuxiéme (o) énuméré ci-dessus on a :

2 <5 <18 4
St 2R O < PR e Y

donc

max(, ) < max(6, ) < max(@,v) + 6.

(B) D’apres le deuxieme (o), on a yg(z) = |z| si|z| > g
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Pour |6 —v] > 8, ona L= B J0—uly o vl
Par suite, on obtient
b+ o=l e+ lo—vl
5 (g )=

Donc

max(¢,y) = max(¢, ¥).

(C) Pour (C), on va démontrer en suivant trois cas :
premier cas : ¢ — 1 >0
ona:

dmﬁax (qﬁ(z),w(z)) = d(W)+dXﬁ(W>

= ;daﬁ(z) + ;dw(z) | ;(dgb(z) - d@[)(z))x'ﬂ (W)

- wf} ) - 25)
1

- do(2) (1 v xg<‘W>) +di(z) (1 G+ 1xg<d’<z>‘w>>>,

2 2 2

on pose A\(z) = ; T ;Xlg <¢(2);¢(’2))

Or xp(z) possede les propriétés suivants : |X;3(x)| <1VzxeRet X;g(x) >0 si x>0.

1 —
Et comme ¢ — 1 > 0, par conséquent X8 (W

suite A(z) € [0, 1].
Ainsi,

) < ; , donc A\(z) < 1. Par

dmgx (qﬁ(z),w(z)) = Az)do(z) + (1 - )\(z))dzb(z) pourtout A(z) € [0,1], z € C".

Deuxiéme cas : ¢ — 1 <0

on a dméix (¢(z), ¢(2)> = d(W) +dxs (IW)_QS(Z))

D’apres le premier (o) on a

Par suite on a :
dmgx <¢(z), ¢(2)> = d(W) + dxs (W)
_ ;dgzﬁ(z) + ;dzp(z) + ;(dgzﬁ(z) - dw(z)>x/5 (W)

— dsx)[ L+ 1@(“”‘“”)) du(2) (; _ ?B(W))

1o 92) = v
)
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donc

Troisieme cas : ¢(z) —(z) =

dma (6(:), ¥(2)) = do(z) = dv(2)

et
A(2)do(z) + (1 = A(2))di(z) = A(2)do(z) + (1 = A(2))do(z) = do(2).

En résumé on a :
dmax <¢(z), ¢(z)> — A(2)dd(2) + (1 — A(2))du(2) pourtout A(z) € [0, 1], = € C™.

O

Lemme 3.2 Soit A une fonction lisse de classe C? dans C". Pour tout z € C", 1 < g <n
et soit u une (0, q)-forme différentielle définit en z. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

0?\(2) . o .
(a) E E ——"Lugtrgx > M|ul*, M >0, ot le prime indique que la sommation
0z;0Z,
|K|=¢—1j,k=1 J
est prise en compte sur des multi-indices strictement croissants.

2\
(i)) est supérieure
2j0%j

(b) La somme de tout ¢ plus petits valeurs propres de la matrice (

ou égale a M.

LA
(c) >3 (2) (e®);(es), > M, one' e ....e? sont des vecteurs orthonormaux dans
s=1jk=1 0z;0Z

c".

Preuve

(a) < (b)

“A(2)
L’équivalence entre (a) et (b) s’obtient lorsque la forme hermitienne ( — ) est
8zjazk ik

diagonalisée. Notons par A\; < Ay < ... < A\, les valeurs propres de la forme hermitienne.

On a :

’

1 02A(z) n )
YD e wKUkk = Y > Ajlugk]
(ici=a—1 41 9%i0% ’ |K|=q—1j=1 Y

!

= Z . ()\jl + )\j2 4+ ...+ )\jq)’UJ‘Q.

La derniere égalité résulte comme suit :
Pour J = (ji, ..., j,) fixé, |us|* se produit précisément g fois dans la deuxiéme somme, une
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fois comme |uy, x, |%, une fois comme |u, g, |°, etc. A chaque occurrence, il est multiplié
par Aj,.

Nous montrons maintenant que (b) et (¢) sont équivalentes. Supposons (c).

Soit e/ un vecteur propre associé a la valeur propre A;. Alors pour tout g-uplet (jy, ..., jq),
et ..., e’ sont orthonormés, de sorte que (c¢) donne

)\j1+)\j2+"'+)\jqzz Z

Maintenant supposons (b). Fixons ty,...,t, € C". Cet ensemble de vecteurs peut étre
complétée en une base orthonormée de C" par t,41, ..., t,. Notons par (b;;) la matrice de la
0P\(z) o
82]8 2k
(c) est égal & byy + ... + byq- Par le théoréme de majoration de Schur (voir [15]. Théoreme
4.3.26), cette somme n’est pas inférieure a la somme des ¢ plus petites valeurs propres,

donc par (b), elle est supérieure ou égale a M. Ceci complete la preuve du Lemme (3.2).
[

Les deux résultats ci-dessus (Lemme (3.1) et Lemme (3.2)) vont nous permettre de
démontrer le lemme suivant :

forme hermitienne Z w,wy dans la base ¢4, ..., t,. Alors la somme a gauche c6té de

Lemme 3.3 Soit D une intersection de sous domaines uniformément strictement g¢-
convexes de classe C? dans C". Alors il existe une famille de sous domaines D; de D telle
que :

(i) D;jccC DetD; /D.

(11) Chaque D, a une fonction définissante 6; telle qu’ils existent deux constantes C; et Cy
positives et indépendantes de j vérifiant Cy < |V0;| < Cy sur bD;.

(i) Pour tout multi-indices 1 < j; < ... < j, <n, z € Dy, il existe une constante Cy > 0
tel que les valeurs propres de la forme de Levi de #; en z noté {azj (2)}r_,, satisfait

ZO&Z] >Co>0

Preuve Soit D ={z € U | pi(z) <0,...,pn(2) < 0} CC U une intersection de sous
domaines uniformément g-convexes de classe C? dans C" comme indiqué dans la définition
(3.1). Soit (¢;) une suite strictement décroissante d’entiers positifs tels que ¢, — 0. On
définit

D., ={z € U] p(2) := max(p1(2), ..., pn(2)) < —¢}.
Comme (g;) est une suite strictement décroissante d’entiers positifs, alors —e; < —¢;41.
Donc pour z € DE ,on a z qui est aussi un élément de D Par conséquent D,  D. La

Ej j+1°
fonction maz(p1(z ) ., pn(z)) n'est pas lisse précisément au point ou p1(z) = ... = py(2),
le maximum est atteint simultanément en toute fonction p;(z) avec 1 <i < n.
8 . 8 . J— 6 .
Soit 0 < 3; < SLTE o t; ==L ¢ le;,€j-1] deux suites de nombres réels. Pour

2(N — 1) 2

chaque f3;, on choisit xg4;, avec les propri¢tés de la fonction x et on définit
Dy = {z € U |6;(2) <0},

olt 1 = p1 et ¢z = max(py, pa),.... N = MAX(pn-1, p) et 0;(2) = on(2) +1;.
J J
I1 découle de l'assertion (A) du Lemme (3.1) que

p(z) +t; < 0;(2) < p(2) +t;+(N—1)8; sur D, ,
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€j—1 — €j—-1 — €

Supposons 0;(z) > —t;, alors 0;(z) > % Or si 7 — 400 alors 7 — 0. Donc

6,(z) > 0, ce qui est absurde car 6;(z) < 0. Par conséquent 6;(z) < —t;.
Puisque
plz) < 0(z) < —t; < —¢;
pour tout z € D;, alors D; C ZNDEj. De plus, si z € ngfl, I'assertion (A) du Lemme (3.1)
implique a nouveau que
€j

0;(2) < pl2) +t;+ (N = 1)B; < —g;_q + 2L

9 —|—tj:—€j

c’est-a-dire 6;(z) < 0, par conséquent f)gj_l C Dj. Donc on conclut que
D., , cc D;cc D.,.

Puisque Dsj D, on voit que D peut étre approché de l'intérieur par une famille de
sous-domaines D; relativement compacts de sorte que UD; = D. Cela prouve 1’énoncé (7).
Prouvons maintenant (i¢). Puisque sur la partie lisse du bord bD nous avons 6; = p; + ¢,
pour i = 1,..., N, alors |V0;| = |Vp;| < ¢ sur D, c’est-a-dire que |V0;| est uniformément
borné pour z € D. Par '’hypothése d’intersection transversale, on peut trouver un petit
voisinage conique W pour tout z € D et un vecteur unitaire 7" tel que < Vp;, T >w> c3 > 0
pour tout z € W et donc < V8;, T >y > c3 > 0 pour tout z € W, cela assure 'existence
de la constante ¢; > 0 telle que V8; > ¢; pour tout z proche de bD);.

Afin de prouver (7i7) nous avons besoin du Lemme (3.2).

On suppose sans perte de généralité que N = 2. Soit u une (0, ¢)-forme différentielle. La
forme de Lévi de 0; = rnﬁax(pl, p2) +t; en tout point z € C" est donnée par le calcul

J

suivant :

!

>

|K|=¢—11i,k=1

920.(» / n 02<max,3j <p1(z)’p2(z)> +1
7(,)%1(161@}( = Z Z Uik UkK
02;0%y, ol Pyt 02;0%Zy,

K=g—
o (pl(z) Tl +2t)
02,07, HarctikK

9%y <P1(2) — p2(2)

2 _
— Ui KUKK

> 200, ey ¥ 3

“k K=q—11i,k=1

uzK kK
Gzz(Tk

+ i 0z; ;86,2% <P1 (2) = p2<z)>X,/6’j (pl(Z)_pZ(Z)) U KUk K
, 2,

2
8 2(2)

U KUK K
02;0%Z}, ’

> Y

—14,k=1

02,07 (,01(2) —r2(2) X/BJ' (W) Uik Uk K




2

_ 1 (p(2) = pa(2) NG E)

= 5 (1 + Xp; ( 5 )) |K|§q:1 Z’%::l 92,0% U KUk ke
1 o (pi(2) — pa(2) : " 9?po(2)

+ 2 (1 B X’Bj( 2 )) Kl i,%:zl 02,07k UjKUkK
1 L o

- 1 |K§q—lzkzl M(Pl(z) - 02(2)) B2 (pl(z) - pg(Z))

X 6<p1(2) ; el )UiKUkK

_ 1 p1(z) — pa(2) "% (2)

— 2<1+Xﬂj< 9 >)IK|Z; “;1 0zj@ku]K LK
1 o (p(z) — pa(2) & 9%pa(2)

+ 5 (1 - XBJ( 2 )) K;_Ugl 62]8 UjKUKK
Lo (p1(2) = pa(2)

+ 4X5]< . )

|y ),y i),
|K|=¢—11i=1 azi |K|=q—1 k=1 8Zk
1 r(Pz) = pa(2) L& P

- 2 (1 ’ ﬁj( 2 >) |K|Z£ 11%231 9z; &k‘ UJKUkK
1 ./ o2 o

+ (1_ ﬁj(ﬂ()2p())> Z Z

On note par {a)? }7_,, {1 }7_,
de Lévi de 6;,

U KURK -
azk I

et {af*}i_, les valeurs propres ordonnées de la forme

p1 et pg respectivement. Puisque chaque p; est uniformément strictement

g-convexe sur D;, i = 1,2 alors ils existent deux constantes positives C; et C; telles que

pour tout multi-indices 1 < j; < ... < j, < n,
q —
Y ofi(z)>C1 >0, si zeDy,
k=1
(21)
Za 2)>Cy>0, si z€ D,
Partant de (21) et de ’équivalence de (a) et (b) dans le Lemme (3.2), on a donc :
! n 82
Z ) 8 uJKukK > Cl’u‘2
|K|=q—1k=1 Y%i9%k
(22)

!

D

|K|=qg—1k

Soit z € DN {z; |p1(2) — pa(2)| < B}. On a \X:Bj(pl

n
Z u]KukK > Colul?.

8zj82k

(2) — pa(2)

5 )| < 1. L’insertion de cette
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derniere estimation avec (22) dans (20) donne

Zl Zn 5293'(2) _ 1 o p1(2) = pa(2) 2
. > _ _|_ A S e S
aZjafk YRR = 2 1 X85 ( 2 ) ¢ |u|

|K|=q—1 k=1
1 / z) — z
S (1 Xﬁj<p1( ) 5 pa( )))CQ”LLF

> min(Cy, Co)|ul® > Colul?,

ou 0 < Oo < IHiIl(Cl, Cg)
D’apres le lemme (3.2) et pour tout multi-indices 1 < j; < ... < j, <n,ona:

q
Z 2)>Co >0, 2z€ DN{z; |pi(z) — p2(2)] < B}

Ainsi, puisque N est fini, on peut étendre ce calcul & N fonctions (p1(z), -+, pn(2)), car

pour tout z € D N{z; |p1(z) — p2(2)| > B}, onab; =p; +t;,i=1,2. O

Le résultat suivant est tiré de [28].

Proposition 3.1 Soit G = {z € W; [p(z) < 0} CC C" un domaine borné avec p une
fonction définissante a valeurs réelles de classe C* sur un voisinage W de G telle que

dp = 1 sur bG et p est uniformément strictement g-convexe dans un voisinage V' de bG
contenu dans W. Alors pour tout f € D(9) N D(0*)N L (G), on a

/ |f| dv < 125 (||af||L2 (&) + ||a*f||L2 1((;))7

/ o fI?dS < 2els (’|8fHL2 et Ha*fH%g’q_l(G)),

ou dV est ’élément de volume dans C", dS est I’élément de surface de b, ¢ est le diametre
q

de G, e est une constante positive déterminée par min Z osz(z), et le minimum est pris
k=1
sur tout z € bG et tout 1 < j; < ... < j, < n.

Preuve

Pour tout domaine G borné de classe C* dans C" et p une fonction définissante de classe
C? telle que dp = 1 sur bG, d’aprés la Proposition (2.1.2) de [13] et pour toutes fonctions
réelles ¢ € C*(G), f € CF »(G)N D(9;) N D(0) on a :

[por

K jk=1

n 82¢
é —¢
8,2]8* fixfexe™®dS + / Z > 92507 ——— fix fexe ?dV

Kjkl

ofy _ .
« ZZ\ S PetdV = 1011, oo +10:1 33, G

J j=1

ou || ”%g ,(G.¢) €st la norme L? & poids ¢ sur G.
Si on choisit (w;)’_, ; une base orthonormée de (1,0)-formes différentielles qui diagonalise

2
point par point la matrice ( az a%k), on a :
K pr=1 J\jeJ

46



ou
[ = Z frdz; = ZngJ ) Z |fJ|2 |f|2 = Z |9J|2
|J]=q J
Puisque p est uniformément strictement g-convexe dans V', il existe une constante positive
C' telle que pour tout z € V', avec V' CC V et pour tout multi-indices .J, tel que |J| =q

et JC{l,..,n},ona
Y M(z)>C
jeJ

pour tout z € bD, la relation (23) devient

K p,v=1

azuazyf“Kva = Z (Z A;-’(z)) 9,12 > ClF (=)

jeJ

Alors, la premiere égalité de cette preuve peut étre réécrite de la maniere suivante :

n 82¢ -
[eltPeeav+ [ 5 0D p e tav < (H@fHLQ co + 10" FIB2 e
TR
(24)
On sait que 8¢ f= Z 25 fix | Az,
7j=1
N c e 1. s & ow 0 .
ou K est un multi-indice d’ordre ¢ — 1, 6w = — — w—— pour tout 7 = 1,...,n. Donc on
J 0z; 0z;

a
10508 = 3 [ 1326 ficle v
K 'G =1

L’expression ci-dessus peut étre estimée par :

8f K2 - _
195" FI < (14 2 Z/ Z| L [ebaV + (1+¢) Z/ !me |2 “av
ou ¢ est un nombre strictement positif quelconque.
1 21 1
On supposera dans la suite que 0 € D et on choisira ¢ = 6(6 0% ) = x(\) ot x(t) = (é)et,
Az) = ]2\2 Ainsi, on a x est une fonction convexe, croissante et vérifie pour tout 0 <t <1,

x (1) > 2(x (¢))?. L’inégalité de Hormander peut étre réécrite comme suit

- O

/GZ Z 648* ——— fixfrxe %dV + /X Z|ngz<7|2 —dv
- /aa . Z 02 a*
< (Ha¢>f||¢+(1+*)\|af£f\|¢+

+(1+e);/e< )\ffm Pemtdv).

~%ds

En prenant en compte que e~® < 1, e} > /6 \"(#) > 2(x'(t))? et en choisissant & =1,
nous pouvons réécrire I'inégalité de Hormander telle que pour tout f € Cf) ,(G) N D(9"),
nous avons :

NI+ [ clfiPds < 25 (0F1E + 10" 1R). (25)
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De l'inégalité (25) on conclut

|71 < 12¢7/%2 <||8f||é~ + |I8*f||2c>
[ elrPas < 2¢ (néfné + ||5*f||é).

Comme conséquence de ce résultat on a :

Corollaire 3.1 Soient G un domaine défini comme dans la Proposition (3.1) et f une
(0, s)-forme différentielle 9-fermée & coefficient dans L*(G), avec s > ¢. Alors il existe une
forme différentielle u € L2, (G) telle que du = f et

0,s—1
||U||%g,571(c;) < C||f||%g’s(c)a
ot C' = 126%€5.

Preuve B
Soient g € L ,(G) tel que dg = 0 et

E:={0gl g € L§ (G)} C L§ 1 (G).
Considérons 'application

Lf E—C
g Li(0%g) =< f,g> .

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :
| < fog> P <17 gl (26)

D’apres la Proposition (3.1) on a :

lollzz o) < 1266/652(‘@9”%3,5“(0)+Hé*g”%g,s_l(c))
< 1266/652"52]”%3’5_1(6‘) car g est O-fermée
En remplagant dans I'inégalité (26), on obtient
| < fog> P <1260 fIP 1070l (-

Par conséquent Ly est bornée dans E. .
Ainsi, d’apres le théoreme Hahn-Banach, Ly est prolongeable en une application L qui
est bornée et définie dans L, (G).

De plus, d’apres le Théoréme de représentation de Riesz, il existe u € LS,H(G) tel que
< f,g>=<wu,0"¢g> donc Ju=f.

Par suite on a :

Li(0%g) =< f,g >=< O0u,g >=< u,0%g > .
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L@l = <udg>P=|<fig> <125 f1% o 1061 @ @D
En remplacant 9*g par u dans (27), on obtient
Ly =] <uu> P =|<fg>] <12 flI7z o) lulZz )
Ce qui nous permet de conclure que
||u||%g,87l(g) < C”f”%%,S(G) avec C' = 126%¢/°.

O

Passons maintenant a la résolution du probléme du d-Neumann sur les sous-domaines

D;. On normalise d’abord les fonctions définissantes 6; de D; en posant 7; =

0,
qui
V]
est définie pres de bD; et on choisit une extension 7n; qui est négatif et de classe C? a
I'intérieur de D;. Cela signifie que chaque 7; est encore une fonction définissante de D; et

on a |Vn;| =1 sur bD;. D’apres [28], pour tout z € bD; et t € C", on a :
n 9%, " 020, " 06; " 0|V,
tit L tif, + 2R b
2 Gz |v6 | 2 nam 2R Lt | &

Si on se restreint a z € bD;, alors g J
X Zi
=1 g

t;i=0et on a
"9, 1 & 9%,

— ¢t —
2 pram e = V0;| o=, 0z,07,

i,k=1

Donc la forme de Levi de n; sur D; est supérieure ou égale aux n — q valeurs propres
positives. Ainsi les valeurs propres correspondantes {u;,’ }7—; satisfont ty' = C ,ou C,

et Cy sont les mémes constantes du Lemme (3.3). En apphquant I'inégalité de base de
Hérmander sur chaque (Dj,7;), on a le lemme suivant :

Lemme 3.4 Sur Dj, pour tout f € D(0") N D(d) N Lg,s(ﬁj), $>q,ona:

/ |f[*dV; < 1205 (Hé’fllp (@ T fIIZz, 1@)) , (28)
et
[, 11 < c(uéfnig,sﬂm - ||5*fn%g,sle>>, (29)
ol d; est le diametre de D; et C une constante positive indépendante de (f, D;).
Preuve
La preuve est identique a celle de la Proposition (3.1) ott on remplace le domaine G par
D;. O

Notons qu’on peut pas obtenir immédiatement ces estimations sur tout le domaine D. Car
lorsque f € D(9) N D(9%), est restreint a D, cette restriction n’a pas besoin d’étre dans
le domaine de 0" sur D, (le composant normal n’a pas besoin d’étre nul sur le bord de
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D;). Pour contourner cette difficulté, nous allons exploité I'opérateur 9-Neumann sur des
sous-domaines. En effet, a partir de (28) on obtient

19150 = [, 1PV,

< 126081311y oy 10" 0y
< 126(6/66]2(<8f8f>+<8*f8*f>)
< 126/ 5§(<a*af F>d4<ddf f>)
< 126(/9) 62 <<8*8f+88*f,f>>

< 126/ 5§(<ijff>>

<

129807 fllzz o Il

oa+1 )

Donc on vient d’établir

||f||L2 < 12e 6/6)52||DD]JC||L2 S(G)||f||L§’S+1(Dj)-
Ainsi on a :
1 £llz2..0,) < CIOD, fllzz.oyy,  f € D(O), (30)
avec C = 126(6/6)5]2-.

Remarque 3.1 Cette estimation et le Théoreme du graphe fermé (voir [2] Théoreme 1.1.1)
impliquent que ij est d’image fermé. Puisque DSDJ' est auto-adjoint, la décomposition de
Hodge nous permet d’écrire :

L3 ((Dy) = R(OD9) @ ker(OF7) = 00*D(OL7) @ 0*0D(027) @ ker(DL).
En appliquant le Corollaire (3.1) sur chaque (D, f), on a :
ker(07) = {0},
pour tout s > ¢; la décomposition de Hodge devient :
L3 (D) = 00"D(0") & 9" 0D ().

L’estimation (30) implique aussi que le (027 est bijective. Et par le Théoréme de I’application
inverse, il existe un unique inverse borné et noté N27 : D(O%7) — (OP7) avec les propriétés
du Théoreme (0.4).

Théoréme 3.1 Soit D; un domaine uniformément strictement g-convexe borné de classe
C? dans C", défini par Dy = {z eC"/ p(z) < 0}, dp1 # 0 sur bDq, ou p; : C" — R est
uniformément strictement g-convexe dans un voisinage U; de D;. Soit Dy un domaine
uniformément strictement g-convexe borné de classe C? dans C", défini par

D, = {z € C" / pa(2) < 0}, dps # 0 sur bDy, ou p; : C* — R est uniformément
strictement g-convexe dans un voisinage Us de D,. On suppose bD; et bD, s’intersectent
transversalement. Soit D = D1 N Dy, g € Net 1 < ¢ <n. Alors pour tout s € N tel que
q < s < n, Vopérateur 0-Neumann N, : Lg (D) — L (D) existe et satisfait I'estimation
suivante

INofllyrzpy < CllFllzg o)

pour tout f € Lg’s(Q), ou C' est une constante positive qui dépend seulement de n, s, Dy
et DQ.
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Preuve
Rappelons que (D;);>1 est une suite de sous-domaines lisses, uniformément Lipschitziens et
uniformément strictement g-convexe de D. L’opérateur -Neumann N existe dans Las(Dj),

avec s > q et Ny (SO’S(Dj)) C E%(D;). Puisque (0% agit sur les formes différentielles lisses
comme un multiple du Laplacien réel, on peut approximer les coefficients de N, f par les
fonctions harmoniques. Donc on peut résoudre le probleme de Dirichlet suivant

Aw; =0 sur D;
wj = U, sur bD;

ou u; =: Ny f. D’apres le Lemme 4.1 de [28], on a

2
. <
||w]||Wé,/52 ~ C</Dl

ou C est une constante indépendante de j.
Soit Py € Dy C Dy. Soit v;(P) = w;(P)—w;(F). Alors vj(F) = 0, donc v; est harmonique
dans D, et Vv; = Vw,;. Donc d’apres le Lemme 4.2 de [28], on a

ny || Vs dvi+| wj||%gys(pj)> (31)

v -%zv-:/ v -de-<o/ 12dS; <
/Dj |77]H w]’ J D, |77]|| UJ‘ i bD; |UJ| i

<C (/bDj [w;[* dS; + |w3(Py)| /bDj d5j> .

On sait que la valeur d’une fonction harmonique u en un seul point intérieur de son
domaine D C R" est dominée par un multiple de la norme L*(D) de u. Plus précisément

on a C(ﬂ)

2< / de
P <5 [ Py,

ot Br(zx) est la boule centrée en x de rayon R contenue dans D.
On choisit Ry > 0 tel que Bg, () CC Dy CC D;. Alors

(32)

2 2 2
g () < o [l vy < € [ av; (39
Maintenant en combinant (31), (32) et (33); on a
/D 0|V, [ dV; < C (/bD‘ Ju;|* dS; + ||Uj||igys(pj) + [Ju; — wj||igvs(Dj)> : (34)

Puisque f € £*%(D;), s > q, Nof € £*°(D;) N D(O%). Ainsi en appliquant le Lemme
(3.4) sur (D;, nj, Nsf), on obtient

|l ds;+ [l dvy <€ < QN Nof >< Ol (35)
i i
Notre objectif maintenant est d’obtenir la demi-estimation pour Ngf — w;. Puisque

||N8f||W017/32(D].) < ||st - wj”WOlf(Dj) + ||wj||W01’(92(Dj)'

{A(uj —w;) =40,Nsf  sur D;

uj —w; =0 sur bD;.
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D’apres le Lemme 4.3 de [28], on a
N =yl < Ol Al oy (36)
Donc en combinant (35) et (36), on obtient finalement pour tout f € £%%(D),
”NSfHW&/f(Dj) < Cllfllez,(my)-

(] Tous les résultats obtenus dans cette partie vont nous permettre de prouver le
Théoreme (0.4).
Preuve (Théoreme (0.4))
1. D’apres le Théoréme (1.3) on a : R(NP7) ¢ D(O27), et NPiOPi = OPiNPi = Id
sur D(0O27).
De l'estimation (30) on a :

||f||LgyS(Dj) < C’|D£jf|’Las(Dj)7 [ e D@).
Soit g € D(NP7). Alors NPig ¢ D(OP7). On a
||Nsng||L(2)73(D]-) < OHDEstngHLg’S(Dj)' (37)
L’inégalité (37) devient
||N3Dj9||Lg’5(Dj) < CHgHLg’S(Dj)v Vg € D(NP9).

Puisque g est quelconque dans D(NP7), donc N# est borné dans L§ ,(D;).

2. D’apres la propriété (3) du Théoreme (1.3) et pour tout f € L§ (D), on a :
f=00"NPif®d ONPif.

3. Les propriétés (4) et (5) du Théoreme (1.3) impliquent

ONDI, = NPi9 sur D(9) et 5*]\7531 = NPig* sur D(9%).
4. Soit f € L§ (D;)N ker(9), existe t-il une solution u telle que du = f,

f = 00"NPif @0 oNPif

O*NPi f & 9" NI O f

= 00*NPif car 0f =0.

Posons -
u=0"NPif.
Donc B
ou = f.
Soit v € ker(9) avec v # 0 , on a :
<uv> = <INPifo>

= < NPifov>=0 car v € ker(9).
Ainsi u € (ker(d))*.

De plus comme L§ ,(D;) Nker(9) C Lj (D;) et du = f, d’apreés le Corollaire (3.1),
il existe C's > 0 telle que

lullrz oy < Csllfllez py)-
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5. Soit f € Lg,(D;), on a :

lON f11Z5

2 o)t Hé*NsDijigvs_le) — < ONPif ONPif > 4 < 9*NPif 9*NPi f >
= <JONPfNPif>+ <00*NPif,NPif >
= < (00" +0*O)NPif NPif >
= <OPINPif,NPif >

< f[,NDif >

112 o) 1N Flliz o

IA

Comme N7 est borné, alors on a :

1fllzz o,y (Clifllez -)
C“f”Lg,S D;) ”f”Lg,s

IONP £ oy + I NP FIs o

Donc
10N Flizs o) + 10N g oy < CIF Nz 0

On sait que f = 8*8NSDJf 4+ 00*NPi f. Donc on a :

Hé*éNsDij%g,s(Dj) = [If - 55*NDij%2 (D;)

< f— OO NPif, f— DO NDI f >
<ff>—<f88*NDﬂf>—<88*Nfof>

< 0'NP f,00'NP f > B

Hf”%gys([)j) — 2Re(< f,00*NPi f >) + Haa*NsDij%gvs(Dj)
1£1Z2 (p,) — 2Re(< O*ONP? f + 09" N f,00" N f >)

1 (|

+ 00N fI n)
= fl%z p,) — 2Re(< 0"OND f 00N f > + < 00"N f, 00N f
+ ”aa*Nspij%g’s(Dj)

= £l () — 2Re(< 8"ONL1f,00° N1 f >)
— 2Re(< D0"ND1f,00°NL [ =) + 100" N f 3 )

De plus on a :
< O*ONPif,00*NPi f >=< ONPi f, 0?°0*NPif >=0

et
2Re(< DO'NP1£,00° NP1 f >) = 2100°NP: £ o

Par conséquent
100N £l (p,) = 1112 (o)) — 2H55*N£jf||igys(13j) + 100" N flizz o,)-
Ce qui nous permet d’affirmer que
1185 o) = 10ONP [0 o) + 100" NP 1122 o

1.14) de [0], on a NPi(£%%(D;)) C £*%(D;).

(3
7. D’apres la propriété (1), on a N 7 est borné. Par suite, d’apres le lemme Rellich
NP3 est compact sur Lg (D).

6. D’apres le Théoreme

O

Comme conséquence de ce théoréme on a le résultat suivant.
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Corollaire 3.2 Sur D;, pour tout k > 0, s > ¢, l'opérateur 9-Neumann N7 : W&S(Dj) —
Wi, (D;) et la projection de Bergman P[)[:g_l . W§_1(D;) — W§,_1(D;) sont tous les
deux continus et satisfont aux estimations suivantes :

HNsDijW(ﬁS(Dj) < Ck”fHngS(Dj);
(38)
D
HPO,SCIfHW’“

0,s—1

(D)) S CkaHW(isfl(Dj)

ou la constante C > 0 ne dépend que de k. De plus les opérateurs de solution canonique
O*NPi NPig* ONPi NPi9, 0*ONPi, et 00* NP7 sont réguliers sur les espaces de Sobolev
correspondants W (D;).

3.2 L’opérateur )-Neumann sur D

Soit D une intersection de domaines uniformément strictement g-convexes. L’objectif
de cette partie est de montrer que le J-Neumann est compact sur D. Pour cela nous
commencons par le théoréme suivant tiré de [5].

Théoréme 3.2 Soit D un domaine pseudoconvexe borné de C". Pour tout f € Lf,’q(D),
avec 0 <p<n,0<g<netdf =0.Alors il existe u € L;,qq(D) telle que du = f et

2 < 2 2
a [ [ufav <es® [ |f1av. (39)

ol d = sup |z — 2| est le diametre de D.

z,z/GD
Preuve
Nous démontrons d’abord le théoréme pour D & bord de classe C?. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que 0 € D. Nous choisirons ¢ = t|z|* avec t > 0. D’apres la
Proposition (4.3.3) de [7], on a pour tout g € D(9) N D(9;),

ta [ lgPPe==av < 9gl3 + 195913 (40)

Puisque 0% =0, on a

R(0) C ker(d) et R(é;;) C ker(a;;). (41)

11 s’ensuit de (40) que pour tout g € D(é;’;) N ker(9),
ta [ lglte " av < |95g)1, (42)
D

car g = 0. ~
D’aprés le Lemme (4.1.1) de [5], R(9) est fermé dans L. (D, ¢). Pour montrer que

R(0) = ker(0), (43)

11 suffit de montrer que pour tout f € L?)’q(D) avec Of = 0, il existe une constante C' > 0
telle que B B
< £,055 | < ClTgles pour tout g € D). (44)

En effet, d’apres le Lemme (4.1.1) de [5], R(é:;) est fermée. De la relation (4.1.1) de [5],
on a

L2 (D, $) = ker(9) @ ker(9)" = ker(0) @ R(9},).
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Pour tout ¢, € D(é;;) Nker(0), la relation (42) nous permet d’avoir

| <>l < flls llgnlle

1 _
< — J; :
= \/E”quﬁ || ¢gl||¢
Si g2 € D(9;) Nker(9)", on a
< f,92 >4=0, cardf = 0.
Pour tout g € D(é;), on écrit g = g1 +g ot g1 € ker(0) et gy € ker(9)* = R(é;) C ker(é(;).
Donc g5 € D(é;‘;) et 5(’;92 = 0. Donc 5;59 = 5(’291. Par conséquent, nous avons pour tout
f e D(9;),
| <f9>e] = ITf,gl>¢|
—=Iflle 110591 1le

Ve
ﬁ||f||¢ Hﬁégllas-

IN

Cela prouve la relation (44). Donc

R(0) = ker().

En utilisant le théoreme de Hahn-Banach et le théoreme de représentation de Riesz appliqué
a la fonctionnelle antilinéaire 939 —< f,g >4, il existe u € L% (D, ¢) telle que pour

- p,g—1
tout g € D(9;),
< f’g >p=< u7a:{;g = b

et 1
ulle < —||flls-
[[ullg \/t—qH s
Ceci implique Ou = f au sens des distributions et u satisfait
q/ lu|?dV < qet‘52/ lul?e =¥ av
D | D
< e [ |fEetHay
f D
< e [ |fPav.
D

62

1
Puisque la fonction —e’" atteint son minimum lorsque ¢t = 62, on a

q/ lu|?dV < 652/ |f|?dV.
D D

Ceci prouve le théoreme lorsque le bord bD est de classe C?. Pour un domaine pseudocon-
vexe en général, d’apres la définition (3.4.9) de [5], on peut approcher D par une suite de
domaines pseudoconvexes D, a bord de classe C*°. On écrit

D:UDU7

r=1

ou chaque D, est un domaine pseudoconvexe borné a bord de classe C* et Vv > 1, on a
D, C D,y C D. Soit ¢, le diametre de D,,.

Sur chaque D, , il existe u, € Lf,’qfl(Dl,) telle que Ou, = f sur D, et

q/ lu [2dV < 653/ 2V < 652/ f[2dV.
D, D, D
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Donc la suite u, est bornée. Alors il existe une sous-suite de u,, notée par v, telle que

v, — u faiblement dans L? (D). De plus u satisfait I'estimation

q/ lu|?dV < liminfe(ﬁ/ If]? < 6(52/ |f2dV,
D Dy D

et Ou = f au sens des distributions. O

Soit D une intersection de domaines uniformément g-convexes dans C". Soit g € L(Q),S(D)

avec Og = 0. Rappelons que D = U D;, oules D; /D sont les domaines construits dans

J
la section précédente. D’apres la relation (28) et la preuve du Théoreme (3.2), on peut

trouver u; € Lo _1(D;) telle que Ju; = g sur D; et

[ o < 126200 [ Jgfdw < 126%7° [ JgPdv < oo,
D; D; D

I existe u € Lo 1(D) telle que u; converge faiblement vers u avec du = g dans D et
/ lul?dv < 12(5266/6/ lg|°dv < .
D D

On peut maintenant démontrer le Théoreme (0.5).
Preuve (Théoreme (0.5))
D’apres le Théoreme (1.1),
5 : Lg.s—l<D) - L(Q)S(D)

et
é* : Lgs(D) — L?).sfl(D)
ont des images fermées pour tout s > ¢. D’apres le Théoreme (1.1.2) de [13] et du fait que
ker(0s) Nker(9:_,) = {0}, on a
1712 oy < CUBFIEs o)+ 10°FIs (1) (15)
pour tout f € D(9) N D(0*) N L2 (D).
On a:
£ oy < ClI9fIZz 0y + ||5*f||%g'sl(D))
< C| <0f,0f >+ <0 f,0f >)
< C| < f,000f >+ < f,00°f >
< o< n@a+00)f>)
< C( < f,0:f >
< OO fllzz oyl fllzz (py-
Ainsi on a

||f||Lg’s(D) < ON0sfllzz vy [ € D(Ls). (46)

Puisque pour tout f € D(Ny), Ny f € D(0,), alors la relation (46) nous permet de montrer
que l'opérateur J-Neumann noté N, est borné dans Lgvs(D).C’est—é—dire

HstHLg,S(D) < Clfllzz iy, | € D(Ns).
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La preuve des quatre premiers énoncés du Théoreme principal de cette partie est identique
a la preuve des quatre premiers propriétés du Théoreme (0.4), il suffit de remplacer le
domaine D; par D.

Montrons maintenant que Ny est compact dans Lg’S(D). Pour cela, on a besoin de prouver
que

1Nl < Oz o0 Y € L3,(D). (47)
Nous allons d’abord montrer que I'opérateur O-Neumann N, et ses opérateurs associés

sont des limites faibles de celles définies sur D;. Soient NP NP f, 0+NYI £, 00* NP f et

5*5N3Djf les extensions de NP7 f, ONPi f 0*NPif 00*NPif et 0*ONP f respectivement
qui sont nulles sur D \ D;. Par les propriétés 1) et 5); du théoreme (0.4) on a :

les extensions sont uniformément bornées pour la norme L?*(D) alors ils existent des
sous-suites encore notées comme ci-dessus telles que :

N f—=hel (D), 0helLi, (D), (48)
ONLIf — hy € L2, (D), (49)
FNDf s hy € 12,1 (D), (50)
55:J\f/S’ij — h3 € Lj (D), (51)
5*/5;\/?1' f— hy€ L (D) (52)

faiblement pour la norme L?(D).

Montrons maintenant que k € D(C;), ¢’est-a-dire que k € D(9) N D(9*), d*h € D(0) et
Oh € D(9%). Partant de la relation (48), on obtient que h € D(d). Pour voir que h € D(9*),
considérons 8 € D(9) N Lj ,_y(D).

On a :

| <h,d8>p| = lim | <N f,08>p, | = lim | <IN f,8>p, |
j—ro0 J—00

IA

0,s—1
th_f)noo HfHLg’S(Dj) ’5HL3’571(DJ-)
CHf”Lg’S(D)HﬁHLQ (D)-

0,s—1

. Yk AD/
jh_r}noo 10" N Fllea . opllBllez, ;)

IN

IA

Ce qui montre que h € D(9%). Par la convergence faible établie en (51), on a 99*h est

la limite faible d’une sous-suite de 55*]\75 7f et pour les méme raisons 0*h € D(d). 1l
ne reste plus qu’a montrer que 0h € D(9"). En effet par la convergence faible établit

en (52), on a 9*0h est la limite faible d'une sous-suite de §*ONL” f. De plus, pour tout
a € DO)NL; (D), on a :

| < 0h,da>p| = lim | <dN'f,da >p, |
J—>00
= lim | <d*ONY f,a >p, |

Jj—00
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——~—

. WAAND;
< jh_ffloo 10*ONs™ fllrz (o llellez (o))

IN

Cll.fzz oylledllzz p)-

D’ott Oh € D(0*). Donc on peut conclure que h € D(0,) et O,h = f. En composant par
Ny, on obtient h = N,f.
Puisque D; est a bord Lipschitzien, alors il existe un opérateur d’extension

S; Wi (D) = Wii(C")  Vm >0,
tel que, pour tout g € Wolf(Dj),
Sjg=yg dans D;

195902 eny < Cllgllwarz -

La constante peut étre choisie indépendamment de j car de tels opérateurs d’extension
existent pour tout domaine & bord Lipschitzien. (voir [3], Théoreme 1.4.3.1 ).
Puisque N2/ (£%%(D;)) C £%(Dy), en appliquant S; sur N2/ f et en utilisant la relation
(1) on a :

D D , '
HSjNS ]fHWOI'/SQ(D) < HS]’NS JfHWOl'éZ((cn) < CHNsDJfHW&éZ(Dj) <C ”fHLg'S(D) (53)

ot les constantes C' et C sont indépendantes de j.

. o . D, , D; .
Ceci implique qu’il existe une sous-suite de S;Ns”’ f encore notée S; N5’ f qui converge

faiblement vers un élément g € W&,QQ(D). Puisque SjNSD 7f converge faiblement vers
N,f € L3 (D), on en déduit que N, f € Wol.éQ(D). Donc

. D
Jliglo HSJNS Jf”wol/j(D) = HNSfHWOUSZ(D)
De plus, en utilisant encore la relation (53), on a l'estimation suivante :

. . /
Jim 155N Fllwarz oy < C'lIf NIz oy
Ainsi, on établit la relation suivante

Par conséquent, d’aprés le Lemme de Rellich N, est compact dans L§ (D). (I'application
W12(D) —s L?*(D) est compact ).

On a 9*N, est un opérateur fermé, définie de L2 (D) & valeurs dans L2, (D), ainsi par
le théoréme du graphe fermé I'opérateur 0* N, est borné. Pour tout f € L (D) on a :

||8*st||%gé(D) = <a*st’a*st >D

< N,f,00*N,f >p

< N.f, f —9*ON.f >p

< N,f,f >p — < N,f,0"0N,f >p
< stﬂf >p — <7§st75st >D
< Nof f >p —[ON 172 (D)
< N,f.f>p. '

IN
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Puisque 'opérateur N, est compact et que
||5*st||%g_s(p) << Nyf, f>p < “NSf”Lg'S(D)||f||L(2)'S(D)
alors 0* N, est compact. En appliquant la formule de Range (voir [23])
N, = (0"N,)* (0" N,) + (0" Nyy1) (0" Noj1)*.

Donc on a aussi 0*N,y1 qui est compact.
L’estimation de l’assertion (7) s’obtient en appliquant ’approche de la limite faible a la
premiere inégalité de (38). En effet

. D. .
lim [|N fllwg o,y < Co B (|l 0,)-

Puisque D; ' D, alors
INsf w0y < Cll fllwe, (-

On sait que 'opérateur N, est continu sur l'espace de Sobolev et qu’il permute avec
les opérateurs 0* et 9, par conséquent les opérateurs 9*N,, N,0%, ON;, N0, et 9*ON,
sont continus sur les espaces de Sobolev respectifs. Les projections de Bergman P, | :=
Id — 0*N,0 et P, := Id — 9*ON, sont continus comme combinaison d’opérateurs continus

sur les espaces de Sobolev.
Soit f € W&S(D), tel que Of =0, on a

f = OONf+0N,f
= O'Nep10f + ON, 10" f
- 8N8_18*f.

Posons u = N,_10" f. Donc Ou = f.
De plus on a :

||U||W§S,1(D) = ||Ns—15*f||W&571(D)'

D’apres l'assertion 7, on a :
Ok /|| Q*
| Ns-10 f|’W({“,371(D) < Cillo f”wgﬁsfl(p)-
On sait que aussi J* est un opérateur continu. Ce qui nous permet d’avoir

IN-10" fllw

0,s—1

(D) = CkaHW(;ﬁS(D)-

D’ou la relation suivante

lullwe (o) < Ck||f||w§s(D)~

0,s—1
D’aprés I'assertion 3 du Théoréme 2.1 de [16], pour tout f € €% Nker(d), on a
f = @@*st + é*éstl
= 00"Nyf + 0" Ne10f
= 00"N,f car f est 0 — fermée .

Donc en posant u = 9* N, f, on a u qui est solution de 1’équation du = f. O
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4 Applications

4.1 Algeébre C*

Définition 4.1 Une algebre sur K, avec K = R ou C, est un K-espace vectoriel A,
muni d’une multiplication associative (a,b) € A x A — ab € A, telle que les applications
r €A — axr et x € A— xa soient des endomorphismes de 'espace vectoriel A pour tout
a € A.

Définition 4.2 Une algebre de Banach unitaire est un espace de Banach A, muni d’une
multiplication pour I'algebre possédant une unité 14 et vérifiant

Va,be A [l ab[|<[[all[[ b [l | 1al=1. (54)

Exemple 4.1 L’algebre des endomorphismes £(X) est une algebre de Banach si X # {0}
est un espace de Banach.

Définition 4.3 (algébre C*)
Une algebre C* unitaire est une algebre de Banach unitaire complexe A, munie d’une
application continue a € A — a* € A, et vérifie

1) (ab)" =b*a* Va,be A;
2) (a")"=a Va,be A;
3 (a+b)*=a"+b" et (\a)"=Xa* Va,bc A; A€ C;
4)
Ya € A, |a*all = |al>

Il en résulte que ||a*|| = ||a]|.

Exemple 4.2 L’espace £(H) des endomorphismes d’un espace de Hilbert complexe H,
ou on prend pour opération étoile 'application T — T* qui associe a chaque T € L(H)
lopérateur adjoint est une algebre C*.

Définition 4.4 Soit A une algebre C*. On dit que a € A est :

1) hermitien si a* = a. De plus si b € A, alors I'élément a = b*b est hermitien.

2) normal si a*a = aa”.

3) unitaire si a*a = aa® = 1. L’algebre £(H) contient des élément qui vérifient ces
propriétés.

Les définitions et le lemme suivants sont tirés de [1].

Définition 4.5 Une algebre de Von Neumann est une algebre C* d’opérateurs bornés
sur un espace de Hilbert, fermés pour la topologie faible et contenant I'opérateur identité.
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Donc en posant H = L(%,s(D) (D définie dans le Théoreme (0.5)), alors £(H) est une
algebre de Von Neumann.

Si (X, ||-]|) est un espace de Banach, alors on note par X, la boule fermée de centre 0 et
de rayon a.

Soit H un espace d'Hilbert, on note par B(H) I'algebre C* de tous les opérateurs linéaires
bornés sur H. Par conséquent on a :

(B(H)) ={xeB(H)/|z| <a}.
Donc si T € B(H) est normal, alors TT* = T*T.

Définition 4.6 Soit E un espace métrique. E est dit précompact si I'une des trois
propriétés équivalentes est vérifiée,

1) Pour tout € > 0, on peut recouvrir £ par un nombre fini de boules de rayon ¢;

2) Pour tout £ > 0, on peut recouvrir £ par un nombre fini de parties de diametre inférieur
ae;

3) Toute suite dans E possede une sous-suite de Cauchy.
Le Lemme suivant est tiré de [!]

Lemme 4.1 Soit H un espace de Hilbert. Soient 1" un opérateur définie sur H et a un
nombre positif. Si 'ensemble T'(B(H)),T est précompact, alors T est compact.

Grace a ce lemme et les propriétés d’une algebre C*, on montre que 'opérateur N, est
compact.

En effet, posons H = Lj (D). Dés lors on a N, € B(H) car N, est borné sur L§ (D). De
plus il est normal car c’est aussi un opérateur auto-adjoint.

Montons que N (B(H))aNs (a € RY) est précompact. Soit (NST”NS)neN une suite d’élé-
ment de NS(B(H)>GNS, donc T,, € (B(H))a, c'est-a dire T,, € B(H) et ||T,,]] < a. Et
puisque Ny et T, sont des éléments de B(H) qui est une C*-algebre, alors N T, Ny est

une suite d’éléments de B(H), donc elle est bornée. D’apres Bolzano-Weierstrass elle
admet une sous-suite N,T,,,)Ns qui converge dans B(H). Ainsi la sous-suite N,Ty,,) N

est de Cauchy avec p(n) € N et strictement croissante. Par conséquent Ny (B (H )) Ny est
précompact. D’aprés le Lemme (4.1), I'opérateur N, est compact dans Lj (D).

En résumé en passant par une algebre C* bien construite, on parvient a compactifier I’
opérateur de Nj.

4.2 Théorie de Fredholm appliquée a 'opérateur de Toeplitz

Etant donné qu’on a déja introduit les outils nécessaires sur la théorie des opérateurs
pour la suite de notre travail, on va montrer que la compacité de N, entraine que tout
opérateur de Toeplitz est de Fredholm et que le commutateur noté [Ps, M| est compact
ou Py et My sont respectivement la projection de Bergman et 'opérateur multiplicatif par

f.

Définition 4.7 Soient X et Y deux espaces de Banach.

Un opérateur linéaire borné T': X — Y est appelé opérateur de Fredholm s’il a un noyau
et un conoyau de dimension finie et si son image est fermé.

L’indice d’un opérateur de Fredholm est défini par :

Ind(T) = dim(kerT) + dim(cokerT).
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Proposition 4.1 Soit 7': X — Y un opérateur linéaire borné, alors T est de Fredholm
si et seulement si, il existe D : Y — X un opérateur linéaire borné tel que (T'D — I) et
(DT — I) soient des opérateurs compacts.

Soit U un domaine borné de C". On rappelle que L*(U, C™) I'espace des fonctions définies
sur U a valeurs dans C™ de carré intégrable. On note par H (U, C™) le sous-espace fermé
des fonctions holomorphe sur L*(U, C™). Nous pouvons voir L?(U,C™) comme le produit
tensoriel L*(U)®@C™. De méme H(U,C™) = H(U)®C™. Nous utiliserons Lj (U, C™) pour
dire I'espace des (0, s)-formes différentielles & coefficient dans L*(U, C™), et Ho (U, C™) le
sous-espace des formes différentielles d-fermé dans L§ (U, C™).

Définition 4.8 (Projection de Bergman).
Soit 2 C C" un domaine borné. On appelle projection de Bergman sur €2 la projection
orthogonale de L*(Q2) sur le sous-espace fermé des fonctions holomorphes de L*().

Définition 4.9 Soit U un domaine borné de C™. Soit f une fonction a valeur matricielle
m x m sur U qui est lisse sur U, alors on note par

My : LaS(U, C™) — Las(U, c™),

l'opérateur multiplicatif par f. L’opérateur de Toeplitz avec symbole f noté T} est la
composition définie comme suit :

TJf 1= Py o My |7'lo,s(U,(Cm): HO,S(U7 Cm) - %075((]7 Cm)7

ou P, est la projection de Bergman.
Donc T7(h) = Py(hf) pour tout h € Ho (U, C™).

Proposition 4.2 Soit D C C" une intersection de domaines uniformément strictement
g-convexes de classe C?. Soient h € Hg (U, C™) avec s > q et f une fonction matricielle
m x m continue sur D, lisse sur D, telle que det f £ 0 sur D. Alors 'opérateur de Toeplitz
associé

T]‘? tHos(D,C™) = Hos(D,C™)
est de Fredholm.

Pour démontrer la Proposition (4.2) nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2 Sous les hypotheses de la Proposition (4.2), le crochet de Lie [Py, My] est
compact sur Ho s(D,C™).

Preuve
Soit h € Ho(U,C™), on a :

[Pe; Mylh = PiMy(h) — MyPy(h)

(Id — 9*ON,)(f Ah) — f A (Id — 9*ON,)(h)
fAh—0ONf ANh— fA(h—0"ON,h)
fAh—0ONfANh—fAh+ fAOINh
—J*ON,f Ah+ f AO*N,10h

= —JIN,fAh car Oh=0.

Donc

[P57 Mf] h = _5*N5+15f A h.

Puisque Of est borné sur (D) et que O*Ny41 est compact, alors d’apres le Théoreme 2.4
de [5], on a la composée qui est compact. Par suite [Ps, M| est compact sur Hg (U, C™).
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Preuve : (Proposition (4.2))
Calculons T7T; — T},
Soit h € Hys(U,C™), on a

(T5T, = T%,)(h) = T{T,(h) —1T},(h)

= T7(PMy(h)) — PsMgy(h)

_ T3(gh) — T3(@ON,(gh)) — fah+O*ON,(fgh)

= Pi(fgh) — T3(0"ON(gh)) — fgh+ 0"ON(fgh)

— fgh—3"ON,(fgh) — T}(@"ON,(gh)) — fgh +0"IN.(fgh)
—T3(0"ONs(gh))
= T§([Ps, Mg]h) d’apres le Lemme (4.2).

Comme

(T3 — T3,)(h) = T3([Ps, My] h)  Vh € Hoo(U,C™).

D’apres le Lemme (4.2), on a
TyT,; = T}, modulo 'opérateur compact T ([Ps, My]),

et aussi que T} est compact si f est nulle sur bD. Il s’en suit que si f est inversible sur
bD, alors T} est inversible modulo un opérateur compact et d’inverse modulo I'opérateur
compact T ou g est une fonction lisse a valeurs matricielles telle que fg = I sur bD, avec
I la matrice unitaire .

Ainsi, d’apres la proposition (4.1), T} est un opérateur de Fredholm. 0]
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5 Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un article de Marie Salomon SAM-
BOU et de Shaban KHIDR intitulé " Compactification de I'opérateur 9-Neumann sur
une intersection de domaines uniformément g-convexes dans C" ". Apres avoir défini les
outils nécessaires et rappeler quelques propriétés, nous avons parler de quelques conditions
suffisantes pour établir la compacité de opérateur 9-Neumann & savoir celles des solutions
canoniques, la propriété P, de Catlin et la propriété Pq de McNeal. Celles de Catlin et
McNeal sont des propriétés qui s’accentuent sur le bord du domaine concerné. Puis nous
avons étudié la compacité de N, en approximant le domaine D qui est une intersection de
domaines uniformément g-convexes dans C" par une suite de sous domaines lisses (D)
uniformément lipschitziens, uniformément strictement g-convexes dans C". C’est-a-dire
le fait que N, soit compact sur D; entraine que N, est compact sur D en utilisant la
limite faible. Ainsi, apres avoir obtenu la compacité de N, nous avons parler de quelques
applications de la compacité de N, qui sont :

o En utilisant une algebre C*, on montre que N, est compact.

o Application de la compacité de N, dans la théorie de Fredholm sur I'opérateur de
Toeplitz.
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