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Résumé

Dans les calculs numériques des tsunamis dus aux séismes sous-marins, il est fréquemment supposé que le
déplacement initial de la surface de ’eau est égal au déplacement permanent du fond marin et que le champ
de vitesse initial est égal a zéro, et les équations de Saint-Venant sont souvent utilisées pour simuler la
propagation des tsunamis. Dans cet exposé, nous donnons une justification mathématiquement rigoureuse de
ce modele de tsunami a partir du probleme complet en comparant les solutions du probléeme complet et celle
du modele de tsunami. On montre aussi que dans certains cas on doit imposer un champ de vitesse initial

non nul, ce qui se produit comme un effet non linéaire.
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Notations
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un multi-indice o est un d-uplet d’entiers : o = (a1,--- ,aq); a; €N
Sa longueur |a| est définie comme la somme des «; et on définit enfin la multi-factorielle : a! =
n
H(aj)! =ay! X X ap!
j=1
8;” : est la dérivée partielle d’ordre a; par rapport a la coordonnée x;
0% : sont les dérivées partielles, d’ordre globale |«|
0
Dj = —28]- = —Zafj

D : sont les opérateurs différentiels, d’ordre globale |«

: est 'opérateur différentiel du premier ordre

D(Q) : est I'espace des fonctions infiniment différentiables sur Q dont le support est compact et inclus
dans 2

D' (Q) : est I'espace des distributions sur

S(R?) : espace de Schwartz

S'(R?) : L’ensemble des distributions tempérées

C(R?) : est I'espace des fonctions continues sur R? & valeur réelle

c* (Rd) - est 'espace des fonctions continues sur R? & valeur réelle avec des dérivées continues jusqu’a
lordre k& U
LP(R%)(1 < p < o0) : est I'espace de Lebesgue sur (R?) associé avec la norme ||f|, = </ |fp)
quand p < oo “

H*(R?) (s € R) : espace de Sobolev fractionnaire

H™(RY) (m € N) : espace de Sobolev

APYN . est lopérateur de Dirichlet-Neumann
ANY : est Popérateur de Neumann-Neumann
APP . est I'opérateur de Dirichlet-Dirichlet
AND - est Vopérateur de Neumann-Dirichlet

F : est la transformée de Fourier

F~1: est 'inverse de la transformée de Fourier

d : est la dimension de I'espace

z € R?: est la variable horizontale

z @ est la variable verticale notée (z441)

V= ((%E,@y)T cquand d =2 et V=0, quand d =1
Az@i—k@i :quand d =2

V.. noté a (d + 1)-dimension sont les gradients respectifs par rapport a x et z
I5 : est la matrice de (d+ 1) x (d+1)

FE, : est la matrice d’unité d x d

Q(t) : est le domaine du fluide occupé par I'eau au temps ¢
I'(t) : est la surface libre

3(t) : est le fond
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Soit f € L°°(R?), le multiplicateur de Fourier f(D) : L*(R?) — L*(R%) est défini par

Vu € L3 (RY), Ve € RY, F(D)u(€) = F(€)a(¢)

» L’opérateur APN(0,0,6) est défini par APN(0,0,0) : H'(RY) — L*(RY)

» On pose 9; =

%7 aij = aiaj et aijk = 6¢3j3k
J

L’opérateur pseudo-différentiel P(D), D = (D1,--- ,Dq) et D; = —i0;, avec le symbole P(§) est défini
par

P(D)u(z) = (2m)~1 o P(&)a(€)e™ d¢

On pose J=1+|D|, de sorte que |lul|s = ||J*u|| et J désigne Popérateur de dérivation d’ordre 1.

» Pour les opérateurs A et B, on note [A, B] = AB — BA le commutateur.

» Si X est un espace de Banach quelconque, et T' > 0, 'espace C([—T, T]; X) est I’ensemble des fonctions

continues de [—T,T] dans X, muni de la norme sup | f||x, avec || - ||x une norme sur X.
T<t<T



INTRODUCTION

Les tsunamis sont parmi les phénomenes les plus désastreux des ondes de surface de l'eau et qui se
caractérisent par une trés grande longueur d’onde. Ils sont principalement générés par une déformation
soudaine du fond marin suite & un tremblement de terre sous-marin. Le mouvement des tsunamis peut
étre modélisé comme un écoulement irrotationnel d’un fluide idéal incompressible délimité au-dessus par
une surface libre et délimité en-dessous par un fond mobile sous le champ gravitationnel. Le modéle est
généralement appelé probleme des ondes de surface de ’eau. En raison de sa complexité, plusieurs modeles
simplifiés ont été proposés et utilisés pour simuler des tsunamis. L'un des modeles les plus courants de
propagation des tsunamis est le modele des eaux peu profondes sous ’hypothese que le déplacement initial de
la surface de I'eau est égale au déplacement permanent du fond marin et que le premier champ de vitesse est
égal & zéro. A savoir, dans les calculs numériques des tsunamis dus aux tremblements de terre sous-marins,

on utilise généralement les équations de Saint-Venant :

o+ V- ((h+n-"b)u)=0,
du+ (u-Viu+gVn=20

avec les conditions initiales particuliéres suivantes :
Nlt=0 = b1 — by, ufs=0 =0, (2)

ou n est ’élévation de la surface de I'eau, u est la vitesse de I'eau dans les directions horizontales, g est
la constante gravitationnelle, h est la profondeur moyenne de ’eau, by est la bathymétrie du fond avant le
séisme sous-marin et by est la bathymétrie du fond apres le séisme. Le but de ce travail est de donner une
justification mathématiquement rigoureuse de ce modele en eau peu profonde a partir du probléme des ondes
de surface de I’eau, en particulier la justification des conditions initiales (2).

Dans ce manuscrit, deux parameétres adimensionnels § et € jouent des roles importants, ou § est le rapport
de la profondeur moyenne de ’eau h a la longueur caractéristique A et ¢ est le rapport de la durée tg du
séisme sous-marin a la période du tsunami N On remarque que \/gilz est la vitesse de propagation des
ondes linéaires en eaux peu profondes et que lga durée de la déformation du fond marin est trés courte par
rapport a la période du tsunami en général. Par conséquent, ¢ devrait étre un petit parametre. On sait que les
équations de Saint-Venant (1) sont dérivées du probléme des ondes de surface de I’eau lorsque la limite 6 — 0.
La dérivation remonte a Airy [1]. Puis, Friedrich [10] a systématiquement dérivé les équations en utilisant
un développement de la solution par rapport & §2 (voir aussi Lamb [17] et Stoker[23][22]). Une justification
mathématiquement rigoureuse de I’approximation des eaux peu profondes pour les ondes de surface de ’eau
bidimensionnelles (d = 1) sur un fond plat a été donné par Ovsjannikov [20][21] sous la condition aux limites
périodique par rapport & la variable spatiale horizontale, puis par Kano et Nishida [15] dans une classe de
fonctions analytiques (voir aussi [15][14]. La justification dans les espaces de Sobolev était donnée par Li [19]
pour les ondes de surface de ’eau bidimensionnelles sur un fond plat, puis les travaux de Alvarez- Samaniego
et Lannes [2] et Iguchi [12] pour les ondes de surface de 'eau dans le cas général (d = 1 ou d = 2) avec un

fond non plat (mais régulier).



Nous montrerons que, avec les conditions sur les données initiales et la bathymétrie du fond, la solution
du probléme complet peut étre approchée par la résolution du modéle de tsunami (1) et (2) quand 6,6 — 0
sous la restriction ; — 0. Cela signifie que si la vitesse de déformation du fond marin est rapide mais pas
trop rapide, alors le modele du tsunami serait une bonne approximation au probleme des ondes de surface.
De plus, nous montrons également que, quand d,e — 0 et ; — o0 avec o une constante positive, les

conditions initiales (2) devraient étre remplacées par

1 [fo
Nlt=o = b1 — by, uft=o =V (2/0 bt('7t)2dt> , (3)

ou b = b(x,t) est la bathymétrie du fond lors de la déformation du fond marin. L’une des parties les plus
difficiles de I'analyse est la dérivation d’une borne uniforme de la solution par rapport aux petits parametres
d et € avec ses dérivées pour le probleme des ondes de surface, et en particulier lorsque la déformation du
fond marin a lieu sur l'intervalle de temps 0 < ¢ < . Enfin, nous adoptons et étendons les techniques utilisées
a Iguchi [12].

Il convient ici de mentionner que 1’équation de Korteweg-de-Vries est également connue comme modele
pour les ondes de surface de ’eau et que I’applicabilité de cette modélisation a la propagation des tsunamis a
été étudiée, par exemple, par Craig [8], Segur [22], Lakshmanan [16], Constantin et Johnson [6], Constantin
[5] et Stuhlmeier [24].

Ce mémoire est organisé comme suit :

» Dans le chapitre 1, on commence d’abord par présenter les éléments d’analyse vectorielle et nous
définissons les distributions et leurs propriétés. Ensuite, nous donnons les espaces de LP et les trans-
formations de Fourier. Et enfin, nous terminons ce chapitre par les espaces de Sobolev.

» Dans le chapitre 2, dans un premier temps nous formulons le probléme, nous réécrivons le probleme
sous une forme sans dimension, nous le transformons en un probléeme équivalent sur la surface libre, et
donnons un des principaux résultats, qui affirme ’existence de la solution avec une bornitude uniformes
dans les espaces de Sobolev. Dans un second temps, nous dérivons les équations en eaux peu profondes
a partir du probléeme des ondes de surface de 1’eau et enfin, nous faisons une analyse sur la condi-
tion de signe de Rayleigh-Taylor et donnons un autre résultat principal, qui justifie rigoureusement
I’approximation en eaux peu profondes.

» Dans le chapitre 3, nous définissons et analysons les opérateurs de Dirichlet-Neumann, Neumann-
Neumann, Dirichlet-Dirichlet et Neumann-Dirichlet pour les équations de Laplace. Dans ’analyse,
nous transformons le probléeme de Laplace dans le domaine fluide Q(¢) en un probléme elliptique posé
sur un domaine fixe €y := R? x [0,1] en utilisant un difféomorphisme convenable © : Q4 — Q(t)
et donnons quelques estimations de la solution. Ensuite, nous donnons les propriétés de base des
opérateurs et dérivons des formes explicites de leurs dérivées de Fréchet par rapport a la variation de
surface 1 et la bathymétrie du fond b. Enfin, nous dérivons des estimations uniformes par rapport a §
dans les espaces de Sobolev pour les opérateurs de APYN, APN et opérateurs associés et des dérivées
au sens de Fréchet par rapport a la fonction qui représente 1’élévation de la surface.

» Dans le chapitre 4, nous linéarisons d’abord les équations, puis nous définissons une fonction d’éner-



gie pour le probleme linéarisé. Ensuite, nous réduisons les équations non-linéaires complétes en un
systeme d’équations quasi-linéaires. Enfin, en appliquant les estimations d’énergie aux équations quasi-

linéaires, nous démontrons les principaux théoremes.



Chapitre

Préliminaires

1.1 Eléments d’analyse vectorielle

1.1.1 Convention de ’indice muet

Tout indice littéral répété deux fois dans un monéme implique que ce monoéme doit étre compris comme
la somme des termes obtenus en donnant successivement a cet indice les valeurs de 1 & d dans ce monome

ou d est la dimension de ’espace de travail.

Remarque 1.1. On écrira (x,2) = z;z;

1.1.2 Opérateurs différentiels

» Divergence : Soit le champ de vecteurs w : R% — R? et 1a matrice d x d donnée par P = (Pij)1gi,jgd
Le produit scalaire de l'opérateur "nabla" V par un vecteur définit la divergence du vecteur. La

divergence d’un vecteur est un scalaire. On appelle divergence de w le réel noté div(w) et donné par

V-w=div(w) = ng = Jw; = Z g;ul

On appelle divergence de la matrice P le vecteur noté div(P) et donné par

_ P, oP;
div(P) Oz Z oz ; b

t

oP OP,
divP = z:: a;j Z 5‘ij € R? est un vecteur.

» Opérateur nabla : Soient u : R — R? et v : R — R et on appelle gradient de u la matrice

donnée par

ouy ouy
FralR
(Vu);; = gzl = est la matrice Jacobienne deu, 1<:<d, 1<j5<d.
/ 8ud 3ud
ErolR



0 0
On a Vv = —U7 e, V) e R? est le gradient de v (un vecteur).
6:01 893(1

8uj

8%—

€ R? est un vecteur.

d
(u-V)u=u;0ju; = Z u;
i=1

» Laplacien : Le laplacien de u est noté Au et est donné par

d
9%u

Au = div(Vu) = 0;0;u; = 522

i=1
» Rotationnel : Le produit vectoriel de 'opérateur "nabla" V par un vecteur définit le rotationnel du

vecteur. Le rotationnel (également noté rot) d’un vecteur est un vecteur. Pour le vecteur u, il s’écrit :

en coordonnées cartésiennes

Vau=rou=det |2 2 2 (0, O Ny (D L Vi (L - D) R
T TN ar oy x| \ayt T e T\ T 92 ) T\ T oyt )

Up Uy Uy

1.1.3 Quelques relations de base
Soient p et ¢ deux fonctions scalaires et u et v deux fonctions vectorielles. On a

V- (pu) = (u-V)p+p(V - u),
V- (VAu) =0 soit div(rotu) =0,

V A (Vp) =0 soit rot(gradp) = 0.

1.2 Distributions

1.2.1 Définitions et propriétés générales

Definition 1.1. (support d’une fonction) Le support d’une fonction f défini d’un espace topologique X a
valeur dans un corps K est le plus petit ensemble fermé de X en dehors duquel la fonction f est identiquement

nulle. C’est donc la fermeture de ’ensemble des points x tels que f(z) # 0.

suppf = {z € X|f(z) # 0}.

Definition 1.2 (sous-ensemble compact). Un sous-ensemble K C R? est un compact de RY muni d'une

norme s’il est fermé et borné par rapport a cette norme.

Ezemple 1.1. Soit la fonction :

z| si ze(—1,1
PR EESCICE

0 ailleurs
a comme support 'intervalle fermé [—1,1] qui est un ensemble compact.
Un ensemble compact A contient donc tous ses points frontieres et de plus, puisqu’il est borné, il existe une

constante M telle que :

AC{z] |zlls < M}



ou ||z||2 désigne la norme euclidienne du vecteur x = (x1, 22, -+ ,xq) :

d 1/2
l[z]l2 = <Z w?) :
i=1

Le compact A est ainsi inclus dans un disque de rayon M, pourvu que M soit suffisamment grand.

Definition 1.3 (Espace D(2)). On appelle D(2) 'espace des fonctions infiniment différentiables sur € et

dont le support est compact et inclus dans €.

Definition 1.4 (Fonctions tests). Soit Q un ouvert et D(2) 'ensemble des fonctions qui sont C* sur R?
de support compact inclus dans €.

On notera D(Q) I'ensemble des restrictions & Q d’éléments de D(R?).
Ezemple 1.2. La fonction 0(x) = e~ #1p+ est C™ sur R donc O () = O(1 — ||z|*) est C°° sur R,

Definition 1.5 (Distributions). On dit que T est une distribution (réelle) dans louvert Q c R? (d > 1) si
T est une forme linéaire sur D(2)

T:peDQ)— (T, )
qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout K compact €2, il existe un entier m et une constante
Ck tels que :

Yo € D(Q) avec supp(p) C K, |(T,p) < Ck w sup  |0%(x)].
al<m,zeK

On note D'(2) I'espace (vectoriel) des distributions dans .

Remarque 1.2. Lorsque I'entier m peut étre choisi de maniere indépendante de K, on dit que la distribution

T est d’ordre fini, et la plus petite valeur de m possible est appelée 'ordre de T.

1.2.2 Dérivation au sens des distributions

0
Definition 1.6. Soit u € D’(2). Pour 1 < i < d, on note 5 la distribution définie par
ou de
D(N2 =- .
Yo € D), (5 m0)=—(u5-)
Pour u € D'(Q), on note
ou Ou ou
Vu=[— 2L ) ep()
Y (81'1 81'2 &rd) ( )

De méme, si a est un multi-entier, on note 9%u la distribution

Vo € D(Q), (0%u,¢) = (—1)1*u,0%).

1.3 Espaces de L? et transformation de Fourier

1.3.1 Espaces de L?

Definition 1.7 (Espace de LP). Soit p € [1,+00[. On note L”(Q)) ensemble des fonctions mesurables &

valeurs réelles, qui sont définies presque-partout (p - p) sur €2, et qui vérifient

/ |f(2)|Pdz < 4o0.
Q



L’espace L”(€)) muni de la norme

1/p
1l = ( /Q If(z)l”dl’> ,

est un espace vectoriel normé complet (i.e un espace de Banach).

Pour p = oo, on note 'espace L™ par
L*> () = {f mesurable et 3 une constante C' telle que : |f(z)] < C p.p sur Q}.

Muni de la norme

[flloe @) = nf{C >0 [f(2)| <C pp}

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder). Soient f, g : Q@ — R des fonctions mesurables et p, ¢ > 1 deux

1 1
nombres réels tels que — + — = 1. Alors, on a :
p q

<(/ f<x>|pda:)l/p (f g(xwx)l/q.

< fllze ) llgllLaco)-

f(@) x g(x)dx
Q

/ f(z) % glx)de
Q

Théoréme 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Siu et v sont des fonctions de L*(Q2), alors

1/2 1/2
‘/uvdm < (/uzdx) </v2dx> .
Q Q Q

1.3.2 Transformation de Fourier

Dans cette sous-section, nous utilisons la transformation de Fourier dans le but de construire un espace
fonctionnel dans lequel nous ferons des estimations uniformes de la solution du probléme des ondes de surface.
La transformation de Fourier d’une fonction u € L'(R?) est la fonction F(u) € L°°(R?) définie par

Fu)(©) = / e u(a)dr, avee | F(u)= < flulz,
R4
Le role majeur que joue la transformation de Fourier dans I’étude des EDP est lié au fait que, lorsque ces

objets sont bien définis,
F(05u)(§) = 1§ F (u) ()

Autrement dit, F transforme l'action d’un opérateur différentiel a coefficients constants en produit par un
polynéme. Ce fait n’aurait aucun intérét sans une formule d’inversion permettant de retrouver la fonction u

connaissant F(u) :
) = gz [ S FE)de

Malheureusement, cette formule n’a de sens que lorsque F(u) € Ll(]Rd)7 et ce n’est en général pas le cas pour
u € L*(R?). On commence donc par introduire une classe de fonctions (suffisamment grande) qui est stable

par F, et pour lesquelles les deux propriétés ci-dessus sont vraies.



1.3.3 Espace S(RY)

Definition 1.8. On dit que ¢ est dans la classe de Schwartz, S, et on note ¢ € S(R?), si ¢ € C°(R?) et si

pour tout n et tous multindices o € N¢ et € N tels que |a| < n et || < n, on ait
|z%10% () — 0 quand ||z|| — +oo.
On exprime aussi ces relations en disant que ¢ et toutes ses dérivées sont "a décroissance rapide'

Alors : S(RY) = {cp € C®(RY) / Y(a, B) € N4, sup |220°p(z)| < +oo}.
zER?

Definition 1.9 (Distribution tempérée). On appelle distribution tempérée toute forme linéaire T' sur
S(R?) continue.

L’ensemble des distributions tempérées est noté S'(R?) sur R?
T c S'(RY) & T est forme linéaire sur S(RY) et Vo € S(RY)

Ja, e N, 3C >0 tels que T, ¢)| < C sup |xa86u(x)|(¢).
rER4

1.3.4 Transformation de Fourier dans S(R?)
1.3.5 Définitions, propriétés
Pour u € S(RY), on a u € L'(R?), donc F(u) est bien défini et appartient & L>°(R?).

Definition 1.10. Pour tout u € S(R?), on note @, F(u) la fonction de L>(R%) définie par

a(€) = Flu)(€) = / e ().

Ouz-&E=a1-& 4 +x4-&q et dx = dxy - dxg Lapplication linéaire u — F(u) est appelée transformation

de Fourier.

Definition 1.11 (Formule d’inversion de Fourier). Soit u € S(R?). Pour tout 2 dans R?, on a 'identité

ua) = g [ e eaterae

On rassemble dans la proposition qui suit quelques propriétés de la transformation de Fourier sur S (Rd).

1.3.6 propriétés

Soit u € S(R?)

i. La fonction JF(u) est C' et 0;F (u)(€) = Fuose(—izju(z))
ii. Pour tout j € {1,---,d}, on a F(9;u)(§) = i&;F (u)(§)
iii. Pour a € R, Fuye(u(x — a)) = e S F(u)(£)

iv. Pour a € RY, F, e(eu(z)) = F(u)(€ — a).



Definition 1.12. On dit que la suite f,, d’éléments de S converge dans S vers 0 si et seulement si pour tous
a, BN
lim sup |z*f)(z)| = 0.

n—oo zERd

Le résultat important sur les fonctions de S est le suivant :

Théoréme 1.3. La transformée de Fourier est un opérateur linéaire et continu de S dans S. En d’autres
termes, si f € S(RY), alors f € S(R?) et si la suite f, tend vers 0 dans S alors f, tend également vers 0
dans S.

Théoréme 1.4. La transformée de Fourier est une application linéaire et bijective et bi-continue, c’est-a-dire
continue ainsi que sa réciproque, de S dans S. Son inverse est F~1 = F (F est la transformée de Fourier

conjuguée).

1.3.7 Transformation de Fourier dans L*(R?)

Proposition 1.1. La transformée de Fourier sur L' et celle sur L? coincident sur L' N L2

En d’autres termes si f est une fonction de carré intégrable et si elle est de plus, intégrable elle-méme

alors sa transformée de Fourier vaut bien

Fif & /f(x)e‘”g‘"”da:.

Proposition 1.2.

1. L’espace S est un sous espace vectoriel dense de 1’espace L.

S—>S

fef est une isométrie.

L’isométrie signifie que pour toutes fonctions f et g de S :

“+oo - oo
[ f(@)g@)de = / GrGLS

La proposition précédente permet de prolonger sur L? l'opérateur transformée de Fourier qui reste linéaire

et continu. On obtient :

Théoréme 1.5 (PARSEVAL-PLANCHEREL). La transformée de Fourier Fi est une isométrie sur

L? :si f et g sont deuz fonctions de L* alors ]? et g le sont aussi et on a

+o0 - oo
/_ f(@)g@)dz = / RGrGL3

De plus, pour tout f € L?, on a f[;m] = F,

i = f presque partout. La transformée de Fourier inverse est
donc donnée par F~'[] = F[].

Definition 1.13 (Transformation de Fourier dans S'(R%)). Soit 7' € S’(R?). Alors la transformée de

Fourier de T, notée T est définie par

VoeSRY (T, )= (T,9).



1.4 Espaces de Sobolev

1.4.1 Espaces de Sobolev sur un ouvert de R?

Dans cette section, Q est un ouvert de R?, sans propriété particuliére de régularité.

Definition 1.14. Soit Q un ouvert de R On dit que u € H*(Q) si u € L?(Q) et si, pour tout i € 1,--- , d,

U
appartient aussi & L*(Q) (ou, de facon équivalente, si la distribution Vu appartient &

al'i

la distribution

L2(Q)).

On considere sur cet espace le produit scalaire

" Oou v
u, V) = [ uvdx + / dx = / uvdx —|—/ Vu - Voudz
(w0)a /Q ; o Ox; Ox; Q Q

et la norme induite

n ou 1/2 1/2
s = (e + 153 ) = (el + 19l )
i=1 ¢

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u,v, Vu et Vo sont dans L? Q).
Théoréme 1.6. L’espace H*(Q) est un espace de Hilbert.

On définit plus généralement les familles d’espaces suivants :

» Les espaces H™ (), définis pour m € N par
H™(Q) = {u € L*(Q) :V a multi-entier tel que || < m, 0% € LQ(Q)}.

Munis du produit scalaire

(u,v)gm = Z 0%u0*vdzx.

la|<m ' $

et de la norme

1/2
| = (2 ||a“u|%2) ,

am
ce sont des espaces de Hilbert.

» Les espaces W™ P(Q), définis pour m € N, 1 < p < 400, par
W™P(Q) = {u € LP(Q) : ¥V « multi-entier tel que |a| <m, 9%u € L”(Q)}

Munis de la norme

Jallwes = 3 10%ulss, pour p < +oc.

a<m
Ou
Jullwrn s = max 0%,
ce sont des espaces de Banach. Dans le cas p = 2, les normes || - |[yym.2 et || - ||g= sont équivalentes.
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Remarque 1.3. Quand Q = R?, on peut définir les espaces de Sobolev en utilisant la transformée de Fourier.
Ainsi, sur Q = R? on dit que u € H™(R?) si et seulement si u € L2(R%) et (14 |£]2)™/2a(¢) € L}(RY),
ou 4(&) = / e~y (x)dx est la transformée de Fourier de u. Remarquer que cette définition a bien un sens

pour m non entier.

Lemme 1.1. Soit f € H™(R?). Alors pour tout multi-indice o avec |a| < m nous avons
F@f) = [g=dlef(g)] -

Lemme 1.2. Il existe des constantes ¢1 et ¢y telles que pour tout z € R,

a(l+ )™ < Y (@) < e+ llz)*)™.

la|<m
Lemme 1.3. Soit u € L?(R?%). Nous avons u € H™(R?) si et seulement si 'application
£ (1+[¢f)"2a
est dans L?(R?) pour tout k < m. Ici |£| est la norme euclidienne de & dans R,
Pour la démonstration de ces trois lemmes ci-dessus voir (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf)

Definition 1.15 (Espace de H*). Soit s > 0 nous définissons I'espaces de Sobolev H*(R%) par
H(RY) = {u € L2(RY) tel que (1+ |€[*)*/%0 € L?(Rd)} .

Notons ainsi que pour s > 0, H® (Rd) cL? (Rd). Ceci n’est plus vrai pour s < 0. Nous y mettons le produit
scalaire

(wohne = [ GETE( + €
Cela a bien un sens car on intégre le produit dans L?(R?) de deux distributions de L?(R?) égales respective-
ment & (1 + |£]2)*/2@ et (1 + |€]?)*/?5. On vérifie facilement que (-,-) g+ est un produit scalaire sur H*(R%).

On désigne par || - || g+ la norme associée, c’est-a-dire

1/2
fullae = ([ BOPQ+1ePyas) . avee we @
R
(u,v) = (u,v)o, |lull = [lullo,
ou u est la transformée de Fourier de w.
Proposition 1.3. [Interpolation] Soit sy < s < s1 trois réels. Pour u € H* (RY) U H*' (RY) on a u € H*(R?)

et

—0 0
lulls < Jull G~ hull?,

ou 0 € [0, 1] est défini par s = (1 — 6)sg + Os;.

Proposition 1.4.

1. Pour tout s € R, S(R?) est dense dans H*(R?)
2. Pour tout s € R, C;°(RY) est dense dans H*(R?)

Pour la preuve de cette proposition se référer a (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf).
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1.4.2 Trace d’une fonction
Considérons d’abord le demi-espace
Q=R% ={(z/,24) e R"! xR, 74 > 0}

pour laquelle nous avons

o0 ={(',0), 2/ e R*1}
qui sera identifié & R471.
Definition 1.16. Nous définissons la trace d’une fonction par
Y : D(RY) — DR 1)
(vov)(z1,- - yxg-1) = v((z1, -+ ,24-1,0).
Definition 1.17. Soit Q un ouvert de classe C*, de frontiére bornée. On note
HY2(00Q) = {v e L*(8Q) : IV € H'(Q) tel que v =V}
I'image de H 1((2) par I’application trace 9. Muni de la norme
v = inf{||V ||z on V € H(Q) est tel que v = vV},
c’est un espace de Banach.
Théoréme 1.7 (Trace). Soit s > % alors vy accepte une unique extension en opérateur linéaire borné
Yo : H*(RY) — H7V2(R),

Pour la preuve voir (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf).

1.4.3 Théoreme de plongement

1
L’objet des théoremes de plongement de Sobolev est de montrer que si s > §d + k alors les éléments de
H? (Rd) possédent des représentants de classe C*. Avant de démontrer le théoréme, pour alléger, nous allons

donner deux lemmes.

Lemme 1.4. Soit (u;) une suite de S(R?) telle que

Lemme 1.5. Soient des fonctions u; € S(R?) telles que

0 pdy ||
; (CO(MI H°°)v

12



Alors nous avons la convergence

/ujgo—>/ v
Rd Rd

1
Théoréme 1.8 (Théoréme de Sobolev avec k = 0). Soit s > id et u € H*(RY). Alors u posséde un

pour tout ¢ € S(RY).

représentant dans CQ(RY) (les fonctions continues et qui s’annulent d Uinfini). Nous écrivons cela H*(R?) C

CO(RY).

Théoréme 1.9 (Théoréme de plongement de Sobolev). Soit k € N et s > %d + k. Alors
H*(R?Y) C CHRY).

Remarque 1.4. L’espace C(’f (Rd) est I'ensemble des fonctions de classe C* qui s’annulent & Dinfini.

Pour la preuve de ce théoréme et des deux lemmes ci-dessus se référer & (https ://laurent.claessens-

donadello.eu/pdf/lefrido.pdf) pour plus de détaille.

Théoréme 1.10 (Lemme de Gronwall : inégalité différentielle). Soit I C R un intervalle non vide et
t € I+ x(t) € R une fonction continue. Soit y : I — R est une application de classe C*.

Si y vérifie l'inégalité différentielle suivante :
Y1) <ayt), ¥ tel,
alors on a
t
y(t) < y(s)exp </ I’(T)dT) , YV t,sel, tgt>s,

et
t
y(t) = y(s)exp </ x(T)dT) , V t,sel, tgt <s.

Un des outils fondamentaux dans la théorie des équations différentielles est le résultat suivant, qui stipule
essentiellement que le résultat du théoréme précédente persiste si 'inégalité différentielle est satisfaite sous
forme intégrale a condition toutefois que la fonction z soit positive. Bien que son nom usuel soit Lemme de

Gronwall, il mérite d’étre présenté comme un théoreme.

Théoréme 1.11 (Lemme de Gronwall : forme intégrale). Soit I un intervalle non vide, t € I — x(t) €
R une fonction positive et C' € R une constante. Sty : I — R est une fonction continue qui vérifie, pour un

certain s € I, la propriété suivante :
t
y(t) <C —|—/ x(r)y(r)dr, ¥V tel, t>s,
S
alors nous avons l’inégalité

t
y(t)gCeXp(/ SL‘(T)dT), Vtel, t>s.

A propos de ce mémoire : Nous avons essayé de comprendre et de détailler quelques calculs dans
Particle intitulé : A mathematical analysis of tsunami generation in shallow water due to seabed deformation.

Nous rappelons que ce papier est écrit par Ighuchi.
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Chapitre

Le probleme des ondes de surface et modele de

tsunami

2.1 Le probleme des ondes de surface

2.1.1 Equations générales

Dans cette section, nous rappellerons les bases de la mécanique des fluides. Ainsi nous partirons des
équations les plus générales puis nous reprendrons les hypothéses qui nous permettent de simplifier ces
équations.

Nous commencerons par écrire ’équation exprimant la loi de conservation de la matiere :

9 . _
% + div(pu) = 0, (2.1)

qui est I’équation de continuité, ¢ représente le temps, p la densité du fluide et u le champ de vitesse.

Ensuite, nous écrivons I'équation décrivant le mouvement d’un fluide visqueux :
ou o .
plgp t (- Viul ==Vp—pg+plut(c+ )V(div()), (2:2)

ol pu et ¢ sont les coefficients de viscosité (p viscosité dynamique en cisaillement et en compression du fluide),
g représente la force de gravité et p la pression.

> pAuet (¢+ %)V(div(u)) : désignent les termes de diffusion visqueuse,

» p(u-V)u : est le terme de convection de quantité de mouvement ;

» Vp : désigne les forces de pression;

> ?9—1; : désigne I'accélération eulérienne du fluide.

Si I'on consideére le fluide comme incompressible, p est alors constant et ces équations deviennent :

div(u) = 0, (2.3)

Ou 1
2T (u-Viu= —;Vp—g—FVAu (2.4)

ou v = pu/p est la viscosité cinématique. Cette équation (2.4) est appelée équation de Navier-Stokes.
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2.1.2 Ecoulements potentiels

Hypothese et équations

Nous supposons maintenant que le fluide est soumis & un mouvement irrotationnel, qu’il est non visqueux,
en plus de 'hypothése d’incompressibilité. Sous ces conditions le champ de vitesse u du fluide est un gradient
car son rotationnel est nul, c’est-a-dire qu’elle dérive d’un potentiel scalaire ® = ®(X,¢) : R*! x [0,7] — R
tel que

u=V,,o, (2.5)

ol V, . désigne le gradient pris par rapport a x et a z.

En introduisant ce potentiel dans I’équation (2.3), on constate que celui-ci est régi par I’équation de Laplace :
Ax® =0 dans Q(t), (2.6)

ot Ax est le Laplacien pris par rapport & X ot X = (z, 2), c’est-a-dire,

d
82
2 2 2
Ax =A+ 02 etA:Z@ =924 ... 402
j=1""3J
Sous les mémes hypotheses, les équations du mouvement se réécrivent :

1
Ve ® V)V, , & =—-Vp—g. 2.7
5 T (Va Ve, SVp=g (2.7)
Elles peuvent étre intégrées en espace :

9¢ Ly, ep— P _ppo —g(z—h) dans Q(t). (2.8)

at 2

Cette équation est appelée équation de Bernoulli.

2.1.3 Conditions aux limites

Pour clore ce systéme d’équations, nous devons donner les conditions aux bords satisfaites par la vitesse
au fond et a la surface ; elles sont obtenues en traduisant ’hypothese physique qu’aucune particule de fluide ne
traverse la surface ni ne péneétre le fond. Le domaine considéré comprend la surface libre et une condition sur
le fond (Figurel). Soit © = (21,9, - ,x4) la variable spatiale horizontale et z la variable spatiale verticale.
Nous notons les variables spatiales par X = (z, z) = (21, -+ , 4, 2). Nous allons prendre en compte une onde
d’eau dans un espace de (d + 1)-dimensions et supposons que le domaine occupé par l'eau au temps ¢ est

Q(t), la surface de l'eau par I'(t) et le fond par ¥(¢) sont données par :

Qt) = {X = (z,2) e R b(x,t) < 2 < h+n(z, 1)},
F(t) = {X = (:L‘,Z) € Rd+1;z =h+ Tl(l’at)}

Y(t) = {X = (z,2) € R¥TL 2 = b(x, 1)}, ot

» K est la profondeur moyenne de l'eau,

» b est la bathymétrie du fond définie par b: R? x [0,7] = R (T > 0).
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» 7 est Pélévation de la surface définie par n: R? x [0,7] = R (T > 0).
Dans ce manuscrit, b est une fonction donnée, tandis que 7 est 'inconnue. En fait, notre principal intérét est

le comportement de cette fonction 7, a savoir la surface de I'eau.

zeR
e

ald

L~ —

2£a

> x = Rd

figure1: domaine du fluide

Un moyen simple d’assurer que le domaine fluide est simplement connexe est de supposer la condition sui-

vante :

3hm,ML > Ov V(t,X) € [OvT] X Rda h+77 -b 2 hmin~

Nous ferons cette hypothese dans toute la suite du manuscrit.

Condition sur la surface libre

Les conditions aux limites a la surface de I’eau sont données par

O+ V-V — 0.0 =0
(2.9)

1
o, + §|VX<I>|2 +gn=0sur I'(¢),

ot V.= (01, ---,09)T et Vx = (0y,---,04,0.)" sont les gradients respectifs par rapport a & = (z1,--- ,q)
et & X = (z,2), et g est la constante gravitationnelle. La premiére équation est la condition cinématique et
la seconde est la restriction de la loi de Bernoulli sur la surface de ’eau.

Condition sur le fond : la condition cinématique sur le fond est donnée par
Ob+ VP -Vb—0,2 =0 sur X(t). (2.10)
Condition initiale : les conditions initiales sont données par
n(z,0) = no(x), ®(x,0) = $o(z) a t =0. (2.11)

Le systeme (2.6), (2.9) et (2.10) est appelé les équations de base pour le probleme des ondes de surface.
Nos inconnues sont maintenant la surface 1 et le potentiel des vitesses ®. Cependant, ® est défini dans le
domaine fluide Q(t) qui dépend de la surface n et qui varie au cours du temps. Cela complique 'analyse

mathématique. Un moyen de fixer le domaine est d’utiliser la reformulation suivante.
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2.1.4 Reformulation des équations

Nous transformons de maniére équivalente le probléme de Cauchy (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) & un

probleme & la surface. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction inconnue définit par
O, 1) = D, h + n(x,1), 1) = B|r (2.12)

qui est la trace du potentiel des vitesses sur la surface libre. Les vitesses verticales et horizontales sur la
frontiere libre, a savoir

Z=0.0 _,, et v=(V®)_,

sont définies par le systéme suivant :

O = (0, + (0-2)0in) |r

Vo = (Vb + 0.0V1) |r (2.13)

azq)‘z:h;f»n - h+ ‘vn|2

La connaissance de la position de la surface, donnée par 7, et de la trace du potentiel a la surface donnée par
(2.12) déterminent les valeurs du potentiel des vitesses dans tout le fluide. En effet, en utilisant les équations
(2.6), (2.10) et (2.12) et en voyant le potentiel ® comme 'unique solution du probléme de Laplace donné par
le systéme suivant :

A® + 92® = 0 dans (,

d=¢surl, (2.14)

-0, +Vb-V® =09;b sur X.

Nous décomposons le potentiel ® en un composant « au fond fixe » et un composant « au fond mobile » de

la fagon suivante :

=/ pim,
Nous obtenons les deux problemes de Laplace suivant :

A®/T + 92®FF =0 dans Q(t)
/' =¢ surT (2.15)
Vo Vb — 0,8/ =0 sur (t).

et
ADI™ + 929I™ =0 dans Q(t)

/M =0 sur T (2.16)
VoI™ . Vb — 9. d/™ = 9;b sur N(t).
Notons ici que n est le vecteur normal qui pointe vers le haut

1

nod V1 +1|V77\2
V14 |Vb|? 8

x (=Vn, )T & la surface

(Vb,—1)"" au fond.
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Nos inconnues sont maintenant la trace du potentiel des vitesses ¢ qui est définie sur R? et 1'élévation de la
surface 7. Il s’agit alors de trouver deux équations d’évolution sur ¢ et 7. Pour décrire cette évolution, nous
introduisons les opérateurs linéaires APY = APN (5, b) et ANY = ANN (5, b) agissant sur ¢ et 3 respectivement
et dépendant de (n,b) et appelé le Dirichlet-Neumann et le Neumann-Neumann associés aux problémes de
Laplace (2.15) et (2.16). Se référer a la définition 3.1 du chapitre 3 pour plus de détails sur la construction des
opérateurs de Dirichlet-Neumann et Neumann-Neumann (2.17) et (2.18). Nous introduisons les opérateurs

suivants : 'opérateur de Dirichlet-Neumann
APN(n,b) ¢+ On® |1, (2.17)
ot &/ satisfait le systeme (2.15), et Popérateur de Neumann-Neumann
ANN(n,b) 1 Ob > OndI ™|, (2.18)

ott ®/™ satisfait le systeme (2.16), avec In® = (9,® — V& - V) |p. D’aprés (2.17) et (2.18) on a la relation
suivante :

APN(n,0)¢ + AN (1,b)8 = (9.9 — V& - V) |r.

Nous pouvons alors reformuler la premiére équation de (2.9) en
din = APN (n, )¢ + AN (1, 0) 8. (2.19)

Pour obtenir une deuxiéme équation d’évolution, on utilise les équations de (2.13) que l'on injecte dans la
deuxiéme équation de (2.9). Nous obtenons alors le systéme d’équations suivant, appelé équations des ondes
de surface de l'eau,

o —APN(n,b)p — e IANN (n,0)3, = 0
in) (n,b)p —¢ (n,0)p (2.20)

1 1 —1 _ 2
0u6 -+ 1+ 51V = 5 (L+ [Va2) ™ (- Vo + APY (3,6)¢ + e~ AN (,)8,)” = 0.
Malgré les hypotheses simplificatrices faites sur la nature du fluide, les équations des ondes de surface (2.20)
ont une structure particulierement riche et admettent des solutions aux comportements radicalement diffé-
rents. Face a cette complexité, une approche intéressante, aussi bien du point de vue de ’analyse mathéma-
tique que de celui de la simulation numérique, consiste a rechercher des modeles plus simples permettant de

décrire le mouvement des ondes de surface. Pour ce faire, on utilise le principe d’adimensionnalison suivant.

2.1.5 Adimensionnalisation

Introduisons tout d’abord les quantités suivantes :
» h et A les dimensions caractéristiques pour 'axe z et x respectivement,
> c= \/g? la vitesse des ondes caractéristiques.

On définit alors le parametre § par § = —.

A
Pour adimensionner les équations (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) on utilise des quantités caractéristiques : soient
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= ¢ pour la vitesse horizontale. On introduit alors les quantités adimensionnées

N>

A
T = — pour le temps, u =
c

de variables dépendantes et indépendantes suivantes :

-~ x - zZ ~ “gh = LiiJ - n ~ b
== =—, t=—t ®=—— =, b=—. 2.21
TN ST ) Wah T w h (2.21)
A/ 2~
>Pourlequat10nA¢>+62 =0. Ona)\l X A X hx(a> +)\Xh729hx%¢>zo

— (1 0? )\ 0% ~
On divise I’équation ci-dessus par \/gh, on a
1 82 ~ N 07~

2
Puis en multipliant par Y on a

2 2
52 <8B~2) o+ %@ = 0. En laissant tomber le tilde on a 6°A® + 92® =

» Pour 'équation 9;n + VP -Vn—0,2=0o0na

Wk o hah 9= 0 Aah 0
T G Em T

En divisant 1’équation par y/gh on a
h d~ 0 A 8
- 7l T@ . iﬂi ——d =0.
A (a?’” AT ’7) hozt
Puis en multipliant I’équation par X on a
0~ 0 0 ~
74+ =0 —=7) — = =0.
(a?” T aa;”) pz? ="
En omettant le tilde on a le résultat

62 (0 +V®-Vn) — 0.0 = 0.

2

> Pourlequatloné}@—&— 0 + = 0 ®| +gn=0.0na
o ' 9z
Vgh ~  Agh )\2 h, 0
im/gha;qw I ‘ 252| _ O + ghij = 0.

En divisant par gh on a

8~<I>+77+ P

2 2
A2 0 ~
+2hz(az‘1’> =0

2 2
170~

1
(atq» +n4+ 3 |V<I>| ) + 5(8Z<I>)2 =0.

‘ aN
h2
En multipliant par 2 on a

1|0
<8~<I>+77+ ‘8~<I>

En omettant le tilde on a le résultat
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» Pour 'équation 9;b + V® - Vb— 9,9 =0. On a
0~ 0 0

hv/gh .+~  ghh 0 ~ 0+ +/ghx 0 +
S W R LA
h ~ 0=~ 0~ 0 ~
En divisant par \/gh et puis en le multipliant arﬁona52 8%4—&&)&5 —gi—O En
Sanh pat Vg ¢f P HHPTARE DAt o ew ) 0z

omettant le tilde on a

62 (04b + V- Vb) — 9g41® = 0.

Apreés adimensionnement des équations (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) on obtient les équations suivantes :

S2AD + 0?® = 0 dans Q(t) (2.22)
52 (Om+Ve-Vn)—0.2=0
(2.23)
2 1 2) , 1 2
0° | 0@+ 1+ 5 IVe|" ) + 3 (0,9)" =0 sur I'(¢)
62 (0¢b + V@ - Vb) — 0,® = 0 sur %(t). (2.24)

n(z,0) = 778(55), ®(z,0) = @g(l‘) ou
Qt) = {X = (z,2) e R*™™; b(x,t) < 2 < 1+1n(2,t)},
L(t)={X = (v,2) e R¥Y; 2 =1+1n(2,t)}

2(t) = {X = (z,2) e R™Y; 2 =b(z,t)}.

r=surface libre

il RN

N=domaine
h=hauteur
I=fond
b
o \ \/ x =R
figure 1: Dy ine du fluide adi i ]
d hmzn
dH i >0, VX € R*) 14+ n—0b2> Huyin, avec Hyip = A = ¢p.

Supposons que le fond marin se déforme seulement sur l'intervalle de temps [0, o] dans la variable dimen-
sionnelle ¢, de sorte que la fonction b = b(x, t), qui représente la bathymétrie du fond, peut étre écrite sous

t t
la forme b(x,t) = (=, t—)7 en posant 7 = —
0 3

bo(z) pour 7<0

Blx,7) = (2.25)
bi(z) pour T > 1,
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dans la variable adimensionnelle, ot € est un parameétre adimensionnel défini par

tov gh
N

(2.26)

Dans cette variable de temps adimensionnelle, nous remarquons que le fond ne se déforme que sur 'intervalle
de temps court 0 < t < € et que by = ¢ ;. Puisque nous sommes intéressés a I’étude du comportement
asymptotique de la solution lorsque §,e — 0, on suppose toujours que 0 < §,¢ < 1, dans ce qui suit.

En utilisant les équations (2.22), (2.24) et (2.12) nous obtenons le probléme de Laplace adimensionné suivant :

S2AD + 0?°® = 0 dans Q,
d=¢surT, (2.27)
—0, 4 6°Vb- VO = sur &
Nous obtenons les deux problemes de Laplace suivant
S2ADTT + 920/ =0 dans Q(t)
o =¢ swrT (2.28)
VeI Vb — 0.0/ =0 sur X(1).

et
S2ADI™ 4 929/™ =0 dans Q(¢)

®Im =0 sur I (2.29)
VO™ . Vb - 9. 0/™ =3 sur X(t).

On peut également définir un opérateur de Dirichlet-Neumann adimensionné
APN(,b,8): ¢+ Ond|p, (2.30)
ott ®f satisfait le systéme (2.28), et Popérateur de Neumann-Neumann adimensionné
ANN(1,b,8) 1 Oyb — OndI ™1, (2.31)
ott /™ satisfait le systéme (2.29). Notons que 9n est ici la dérivée conormale pointant vers le haut
on® =07%(0.2)(-, 1 +n(-)) = Vi - V(®)(-, 1+ ().

ADN(U? b, 5)¢ + ANN(U, b, 5)5 - 572(8z©)('7 1+ 77()) - V- V((D)(v 1+ 77())
AP (0,b,0)¢ + A (0, b,6)8 = 67*(0:® — Vi - V@)
Par contre, il résulte de (2.22), (2.24) et (2.12) que ® satisfait le probléme de Laplace (2.27) avec 8 remplacé

-

par by = e 1,, donc nous avons
APN (1,6,8)¢ + e 'ANN (0,b,6) 8, = (672(0.®) — V@ - V) |rg) (2.32)
11 résulte de la premiére équation en (2.23) et (2.32) que
o — AN (n,b,8)¢ — ' ANN (n,b,6)8, = 0.
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Par adimensionnalisation de la relation (2.13) on a

hy/gh (5 ~ 8 % ~
MWeho - % (;;"‘;5‘I’+5277)
N —

h
en divisant par \/gh et en multipliant par X on a la relation suivante
o\ —1
0 0 ~
i’v ‘ i(p 6 ~” .
) <(‘3xn 0z 9 >

0:®|sm14q = 0%(1+ 82V 2) T (Vi - VO + Opn).

0

~ 0
=0,y =0 <1 +4

£77

En omettant le tilde on a

Le systeme (2.13) devient :
9,®|r = 2(1 + 82|Vn|>) " (Vn - Vo + APNg + 1AV B,)
Ve =V —6*(1+0%Vn|*) " (V- Vo + APV g + e ANN 5 )V (2.33)
0@ = 0y — 82 (L + 6°|V*) "1 (V- Vo + APV g+ LAV (1,0, 6) 8, ) Oyy.

Injectons (2.33) dans la deuxiéme équation de (2.23)
5* (am = 62 (1+ 0% V")~ <<Vn Vo + APN(1,5,8)¢ + e AN (1,0, 0)8;)

% (APN (. b, 8)6 + == ANN (5. b, 5)5»))

(V6 — (1 + ITn) " (V0 Vo APN (1,,6)6 + AV (1,0, 6)5,)9n1?)

2
824 (0 8 ) (V- V6 AP (0, b,6)6 + = AV (0, 0,0)6,))° = 0.

En développant on obtient
P06~ 541+ 2190 (V- Vo APV(1.0,0)0 + 674N (1,0,)5)
< (APY(01.0,0)0 + £ AN (1.0.6)5,)
+ V6 = 81+ 82190f) (V- T APV (0,b.8)6 -+ = AN 3, 5.)3,)
+ §(1 + 8 |Vn) T (V- Vo + AN (n,b,6)¢ + e AN (n,,0)8,) V) + 6°n

4

* %((1 +02|Vn?) TN (Vi Vo + APN (n,b,6)p + e TANY (,0,6) ;)% = 0.

— 8 (L + V)T (V- Vo + APY (0,b,0)¢ + e AV (0, b,6) 5, )
5 52
+ 5 (L0 Vnl) 7 (Vi - Vo + AN (0, 6,0)6 + e AN (0, b,6)8-)? + 6%, + 6" + |Vl = 0.

Ainsi,

2

1 g
0d+n+ SIVOI* — 5 (1+82|Vn|") 7 (V- Vo + APV (0, b,0)¢ + e~ AYY (1,0,6),)* = 0.
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Les équations des ondes de surface s’adimensionnent alors de la facon suivante :

atn - ADN(U? ba 6)¢ - E_lANN(nv b7 6)57’ =0
(2.34)

Qecp +n + %IWP - g (1+82Vn2) " (V- Vé + APN (,b,8)p + e AVN (n,b,6)8,)” = 0.
n=mny, ¢=¢)at=0. (2.35)
Ot la donnée initiale ¢ est déterminée par ¢ = ®3(-,1 + n3(-)). Le systeme (2.34) et (2.35) est appelé le
probléme de Cauchy. C’est avec ce systéme que nous travaillerons dorénavant dans ce mémoire.
D’un point de vue mathématique, ces équations (2.34) sont complétement non linéaires et liées & un probléme
de surface libre, ce qui rend leur étude délicate. Lannes ([18]) montre le premier résultat d’existence locale.
Sa preuve repose sur un schéma de Nash-Moser. Puis, Iguchi ([12]) montre que 'on peut quasi-linéariser et
symétriser ces équations et obtient un temps d’existence indépendant de § dans le cas d’un fond fixe. Dans
([2]), Alvarez-Samaniego et Lannes montrent lexistence locale du systéme (2.34) dans le cas d’une pression
constante a la surface et d’un fond fixe et obtiennent un temps d’existence mais avec un adimensionnement
un peu différent de celui de Iguchi. Tous les résultats donnés précédemment font I’hypotheése d’une pression
a la surface constante et d’un fond fixe.
Pour finir sur cette partie, notons que nous avons réduit les équations d’Euler a surface libre a une équation
a la surface. Nous sommes partis d’une solution d’Euler pour obtenir une solution des équations des ondes

de surface de 'eau sans dimension.

2.2 Modele asymptotique pour les équations des ondes de surface

Le systéme (2.34) est en général trop compliqué pour étudier la propagation des ondes de surface de ’eau.
Nous allons donc le simplifier en supposant que les deux parametres adimensionnelles € et § sont petits. On

parle alors de régime asymptotique.

2.2.1 Approximation en eau peu profonde

Lorsque § est petit, on parle de régime d’eau peu profonde. Ce régime est bien connu des physiciens. Il
revient a supposer que la longueur caractéristique de notre phénomeéne A est tres grande devant la hauteur
d’eau caractéristique h. On peut alors simplifier les équations des ondes de surface de ’eau en ne négligeant
que les termes d’ordre O(5?).

Nous commencons & donner le développement asymptotique des opérateurs APV (n,b,9) et ANN (n,b,d) puis
étudier formellement le comportement asymptotique de la solution (n5*5,¢5’5) au probleme de Cauchy
(2.34) et (2.35) lorsque 0, ¢ — 0. Nous dérivons également les équations d’eau peu profonde avec des conditions
initiales appropriées, dont la solution se rapproche de (776’8, V(;S‘S’E). Enfin, nous analysons ce que ’on appelle

condition de signe de Rayleigh-Taylor qui est importante pour la bonne pose du probléme de Cauchy.

2.2.2 Développement asymptotique de ’opérateur Dirichlet-Neumann(A”")

Dans ce qui suit, nous omettons la dépendance du temps ¢ dans la notation.
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Cas 5, =0

Tout d’abord, nous considérons le cas 3, = 0 ou le fond marin est fixe dans le temps. On sait que
opérateur de Dirichlet-Neumann APY = APN (5,1, 6) peut étre approximé par I'opérateur différentiel du
second ordre jusqu’a l'ordre 0(52). Pour une fonction ¢ donnée sur I, on note ® la solution du probléme de
Laplace

52AD 4+ 9?0 =0 dans Q,

®=¢ surT, (2.36)

—0,® +6°Vb-VO =0 sur X

b: : O20(x,y)dy = (0,P)(x,2) — 0,®(z,b(x))

(0.9)(x. 2) = 0.B(x, b(x)) + b: 20y

or, 0, ®(x,b(x)) = §°Vb(z) - VO (x,b(x)) et 020(x, 2) = —62Ad(z, 2)

0,0 (x,2) = 6° {Vb(x) -V (z,b(x)) — A@(xw)dy] (2.37)

b(x)
ce qui implique que (9,®)(X) = O(6?) et que (VI,®)(X) = O(6?) ceci donne la relation
(VO)(w.2) = (VO)(a 1+ 0+ [ (VO.8)(x.p)dy
1+n(x)
donc,
(Ve)(X) = (V®)(z, 1 +n(z)) + O(6%).

La condition limite de Dirichlet de la deuxiéme équation de (2.33) est donnée par

Vé(z) = (VO)(z,1+n(x)) + (0:®)(z, 1 + n(z)) Vn(z)
Vé(x) = (VO)(z,1+n(z)) + 0(6%),
Vo(z) = (VO)(X) + O(6?).

De fagons similaire on obtient
Ag(x) = AD(X) + O(?).
En injectant ces deux derniéres équations dans (2.37) nous obtenons
14n(z)
0.8(a, 1+ 5(2)) = 8°Vb(x) - Volw,b(a) = 8 [ Ad(a,y)dy+O(3")
b(z)

9:®(x, 1+ n(x)) = =0°(1 +n(2))Ad(z) + 6V - (b(2)Ve(x)) + O(8").
On sait que Vn(x) - Vo(x) =V - (n(z)Vo(x)) — n(x)A¢(z), et par (2.32) avec B, =0, on a

APN(1,6,8)p = —(1 4+ n(2)Ad(x) + V - (b(2)V(x)) = V - (n(2)V(x)) + n(x)Ad(x) + O(5%).
APN(1,b,8)¢p = =V - ((1 4+ 1 —b)Ve) + O(6?).

(2.38)
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2.2.3 Développement asymptotique de ’opérateur Neumann-Neumann (AN N )

Cas (3, #0:

Considérons le cas général ot le fond marin peut se déformer avec le temps. Nous procédons au développement
de 'opérateur de Neumann-Neumann ANV = AVY (n,b,6) par rapport & 6%. Pour une fonction donnée 3 sur

Y, on note & la solution du probleme de Laplace

AP + 92 = 0 dans Q,
®=0surT, (2.39)
—0,® +62Vbh- VO = 528 sur

(8Z(I))(.’L‘,Z) = azq)(x’b(m)) + B )6§©(x,y)dy

or 0,®(z,b(x)) = —6%B(z) + 6°Vb(x) - VO(z,b(z)) et 2P (x, 2) = —5*(AdD(x, 2)

0,®(z,2) = 6% | —B(x) + Vb(z) - VO(z,b(x)) — ’ AD(x,y)dy| . (2.40)
b(x)
ce qui implique que (9,®)(X) = O(6?) et que (V3. ®)(X) = O(4?) ceci donne la relation
(VO)(w.2) = (VO L +n(e)) + [ (VO.8) (o) (241
14+n(x)
donc,
(V)(X) = (V®)(z, 1 +1n(x)) + O(57).
La condition limite de Dirichlet est donnée par ®(z,1+ n(z)) = 0 sur I', donc on a
(Ve)(z,1+n(z)) = —(0:®)(z, 1+ n(x))Vn(z) (2.42)
Par conséquent, on a (V®)(X) = O(6?%) et aussi A®(X) = O(6%). D’apres ces relations on a
(0:2)(X) = —6°(z) + O(2")
lequel on injecte dans (2.42)
(V@) (2,1 +1(x)) = 8*A(x)Vn(z) + O(5).
Ainsi, par (2.41) on obtient
VO(x,2) = 62(x)Vn(x) + 62(1 + n(z) — 2)VA(z) + O(5*) et (2.43)

AD(z,2) = 62V - (B(x)Vn(z)) + 62°Vn(x) - VB(x) + 62V - (1 + n(z) — 2)VB(z) + O(6%).
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Injectons ces deux derniéres équations dans (2.40) on a
(0:®@)(x, 2) = — 62B(x) + 6*Vb(z) - (6°B(x)Vn(x) + 6*(1 + n(x) — b(x)) V()
-0 /b( : (6°V - (B(2) V() + 0°Vn(x) - VB(x) + 6*(1 + n(x) — y) AB) dy + O(&°).

(0.9)(2,2) = — B(z) + 5*Vb(z) - (B(x) V() + (1 + n(z) — b(a))VB())
54 (= — b(@))(V - (B(@)Vin(a) + Vi(a) - V()
- 5850) | T (14 n() — y)dy + O(8°)
b(x)
1

OL/[):»-)(I +n(x) —y)dy = — % [(1 +n(z) — y)Q]Z(x) — -5 [(1 +n(z) — 2)2 — (14 () — b(x))2]
donc, on a finalement

(0.9)(z.2) = - 8(z) + 3'Vb(a) - [3x) V(@) + (1 + n(a) — b(e)) VA()]
— 5z = @)V - (B(@)Vn(a) + Vala) - V)
+ 2 [0+ 0(w) = 92 = (1 4 1(e) = (e))?) ABLa) + O(8°).
On sait que
Vb-V& =V (bVD) — bV - V& et Vi) - VO = V - (V&) — 5V - V.

D’apres la relation (2.32) avec ¢ =0 on a

AN (1,b,6)8 = — B+ 6°V - (V) — 670V - (BVn) — 6*(1 +n — b)V - (BVn)
2

0 (1+n—b)2A8+ 05

= 8*V - (nBVn) + 80V - (BVn) = o

ANY(9,b,8)8 = — B+ 8V - (b= m)Vad) — 5 - (8) — SV - (145 — b2V 5 + O(s").

1
AN (,0,6)8 = =B =6V - (1 +1—b)(Vn)B + S(L+n— b)?Vp) +0(8"). (2.44)
Remarque 2.1. ANN(1,b,6)3 = = + O(6?).
En remplacant (2.38) et (2.44) dans (2.34) on obtient :

o+ (14~ B)V) ~ =

50 =6V (40 = (T + 5140 0PT5) + 0 ) | =0

00+ 1+ (V07 = 01+ RV (V- Vo - T+ (L= 0)V0)

| (Y (=08 + 1400 + 0(52>)]>2 0.

Nous scindons les équations (2.34) en deux parties :
D’une part, les équations (2.34) peuvent étre approximées par les équations différentielles ordinaires. En

1
posant 8 = —[f;, et la condition sur la surface de ’eau avec ¢ = 0, on obtient
€
1 1
O =—Br+-0(e + 6%
€ €
(2.45)

LN 2, Loa, s
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En résolvant ces équations dans les conditions initiales de (2.35), nous obtenons

t t/e
/@ndt ( Br + Oa+52))
0

t t/E 1
/&t(bdt (2 - 52+ O(e +64)>
0

1z, 6) = m0(2) + Bz, ) - <>+0<a+62>

(2.46)
d(x,t) = ¢o(z) + 9 ﬁT(g; T)dr + 0(6 +64).
En particulier, sur 'intervalle de temps 0 < t < ¢, on obtient
n(x,e) = no(x) + (b1(x) — bo(x)) + O(e + 67)
(2.47)

2 1
.) = bule) + 5 [ ol )Pdr + 20+

Passage a la limite
Nous considérons le comportement asymptotique d’une solution (n‘s’e,d)‘s’s) au probléme de Cauchy

(2.34) et (2.35) avec la limite
2

5
d,e — 0, - o (2.48)

D’autre part, notant que S, = 0 et b = by pour ¢ > &, on voit que les équations de (2.34) peuvent étre

estimées par les équations différentielles partielles suivantes :

O+ V- (1 +n—b1)Ve) = 0(5%),

) (2.49)
Q$ +n+ 5Vel* = 0(8%)

Par conséquent, en prenant la limite (2.48) de (2.49) et (2.47) pour ¢ > &, nous obtenons
O’ + V- ((L+n° = 01)Ve®) =0
1
09" + 0"+ 5[V’ =0
avec les conditions initiales

n° =m0+ (b1 —bo), ¢° = o+ = /BT, Y2dr at = 0.

Enfin, en posant u’ := V¢ et en prenant le gradient de la deuxiéme équation du systéme ci-dessus, on a les

équations de Saint-Venant (Shallow water equation)

o’ +V - (14 n’ — bl)uo) =0

(2.50)
o’ 4 (u” - V)u’ + v’ =0,
avec les conditions initiales
1 =mno+ (b1 — bo),
s [ (2.51)
u’ = Ve, + V(Q/ ﬂT('7T)2dT) a t=0.
0
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De plus, u' satisfait la condition irrotationnelle
rotu® = 0, (2.52)

ot rot(u) est le rotationnel du vecteur u = (uy, up, uz)’.
Ici nous notons que dans le cas ol (19, ¢g) = 0, et en réécrivant (2.50) et (2.51) dans les variables dimension-
nelles et en utilisant la relation (2.21), on obtient les équations (1) et (3) :

» Pour la premiére équation de (2.50) on a

\ﬁ &m—i—)\x\/tThV (<1+h—h)u):0.

A 1
ﬁxﬁam—i—v-((h—l—n—bl)u):o.

A 1
En divisant cette équation par — x — ona 9+ V- ((h+n—b1)u) = 0.

Vgh b

» la deuxieme équation de (2.50) on a

A

1
0
N

A 1
— #Vu u+ Vn =0.
m
A= (@t (- Vyu) +
ah ,u + (u ) + Vi)
En divisant cette équation par A et puis en le multipliant par gh on a dyu + (u- V)u+ gVn = 0.
om+V-((h+n—=>b)u)=0

ou+ (u-Viu+gVn=20

1 1
» l’équation de (2.51) on a 7= f(bl —bp) en multipliant par h on a 1 = by — by. On sait que b(-,1)? =

B(, L2 X b(-, 1) = s B(., ) STt e b(-, )2, or, T = t/e donc d At
5 =)7, o —o(-, R , T = T = .
e’’’ h2/gh e2\/gh € h? evgh
1 o [!e? A
—u=\V-(- [ = b(-,t)%dt ).
=V (5 [ sy a)
h? g2 A
En multipliant cette équation par \/gh on a u = AV - (2)\26 / 7z X 6b(~,t)2dt>. On obtient les
0

conditions initiales suivantes

1t
=V (/ b(',t)th>, Uzbl—bo.
2 0

Ainsi, dans les variables dimensionnelles on obtient les équations de Saint-Venant données par le

systeme suivant :
on+V-((h+n—->b)u)=0
u+ (u-V)u+gVn=0.
La dérivation remonte a Airy [1]. Puis, Friedrich [10] a systématiquement dérivé les équations en utilisant

un développement de la solution par rapport a 62 (voir aussi Lamb [17] et Stoker[23][22]). Une justification
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mathématiquement rigoureuse de I’approximation des eaux peu profondes pour les ondes de surface de ’eau
bidimensionnelles (d = 1) sur un fond plat a été donné par Ovsjannikov [20][21] sous la condition aux limites
périodique par rapport & la variable spatiale horizontale, puis par Kano et Nishida [15] dans une classe de
fonctions analytiques (voir aussi [15][14]. La justification dans les espaces de Sobolev était donnée par Li [19]
pour les ondes de surface de ’eau bidimensionnelles sur un fond plat, puis les travaux de Alvarez- Samaniego
et Lannes [2] et Iguchi [12] pour les ondes de surface de I'eau dans le cas général (d = 1 ou d = 2) avec un

fond non plat (mais régulier).

2.3 Condition de signe de Rayleigh-Taylor généralisée

Avant de donner notre principal résultat, nous devons analyser une condition de signe de Rayleigh—Taylor
généralisée. On sait que la bonne pose du probléme de Cauchy (2.34)-(2.35) pour les ondes de surface de
I’eau peut étre rompue & moins qu'une condition de signe de Rayleigh—Taylor généralisée f% >c>0a
la surface de 'eau ait satisfaite, ou p est la pression et N est le vecteur normal dirigé vers I'extérieur a la
surface de l'eau.

Wu [25][26] a montré que cette condition est toujours valable pour toute surface lisse non auto-sécante dans le
cas de profondeur infinie. Dans le cas a fond variable, Lannes [18] a donné une relation entre cette condition
et la bathymétrie du fond. Constantin et Strauss [7] ont étudié sur la pression des ondes de Stokes sur un fond
plat et ont également prouver que cette condition est valable pour les ondes de Stokes. On mentionne aussi
le résultat d’Ebin [9], olt un mouvement proche & une rotation rigide d’un fluide idéal incompressible entouré
d’une surface libre a été pris en considération. Il a été montré que le probléme de Cauchy correspondant
est mal posé. Dans ce cas, un signe de Rayleigh-Taylor généralisé n’est pas satisfait. On peut penser que
le tourbillon brise la condition, méme dans le cas irrotationnel, la condition ne tient pas dans une certaine
situation. En fait, Iguchi [11] considérait un écoulement irrotationnel d’un fluide idéal incompressible circulant
autour d’un obstacle rigide et a montré que si la circulation est plus étrange que la gravité, alors le signe de
Rayleigh-Taylor généralisé n’est pas satisfait et le probleme est mal posé. Dans ce qui suit, nous considérons

cette condition importante dans la limite (2.48).

2.3.1 Equation de Bernoulli

» Dans les variables dimensionnelles, nous avons
1 9 1 5 1
0P + §|V<I>| + §|8Z<I>| + ;(p —po) +g(z—h) =0dans Q(t) (2.53)

ou p est une densité constante et py est une pression atmosphérique constante. Cette équation est

obtenue en intégrant la conservation de mouvement, c’est-a-dire I’équation d’Euler
p(Ow + (v-Vx)v)+Vxp+ pge, =0

1 1 1
Vs (0104 5IV0P + 5008 + 1 (p- )+~ 1)) =0
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ouv = Vx® est la vitesse et e, est le vecteur unitaire dans la direction verticale.

On redimensionne la pression p par p = pg + pghp.

h 9 Ngh O ~ _
A\/ Wb + L2 82 + 292 Z8)2 4 ghp+ g(hFaps —h) =0

2 0% iz (53
h 8~<I>+ <I>|2 )‘2(g?{3)2+~+(5—1) =0
g 207 n2\ oz p -

En divisant par gh et en laissant tomber le tilde dans la notation, on obtient

2
O + = \WP + 5—(8 D)2+ (z—1) = —p. (2.54)

» De plus, dans les variables adimensionnelles, le signe de Rayleigh-Taylor généralisé peut étre écrite

sous la forme a > ¢y > 0, ou
a:=—(146Vn*)" (8.p — 6*°Vn- Vp)lr
= —(9:p)lre)

14 {a (at¢>+ (Ve + 6~ (82<I>)2)>} O

otl, nous avons utilisé la relation (VQ)|ru) = V(Qlrw)) — (0:Q)|r)Vn , sur la condition au bord de

la surface de 'eau (2.23) et I’équation de Laplace (2.22).

2.3.2 Comportement asymptotique

Considérons maintenant le comportement asymptotique de cette fonction a dans la limite (2.48), de sorte
que nous pouvons supposer 6> = O(g). On note que ® satisfait (2.22), (2.24) et (2.12), et que nous avons
(2.25). D’aprés la relation (2.43) et en posant B(z) = '3,

52 52
VO =V - —pVn— —(L+n-2)VB +0(5),

et que

52 52 52 52 52
azq) :?BT + 52Vb ' (V(b - ;@Vn - ?(1 +n - b)v/BT) - 52(2 - b) < (v¢ - *BTVU) - 7V77 vﬁr)

52 52
— 5 (=27 = (L -0)’A8) + 0.

11 résulte que (2.45) devient
3t77 - 75‘1’ + O( )

3t¢:;€5> B2 +0(1)

Vath — ?BTV&W = O(].),
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0P| at{ — V- (14+n—-bVeé+p+6°V- <(1 +n—=b)(Vn)B+ %(1 +n— b)QVﬂ> + 0%V - vn}

o 52
==V (140 =)V — 8V - (9 = Ob)Ve + (2)*Brr + —V - (9 — 0:b)3, Vi
5t 3>\ 1 /6%

5t 5?2 5t
+ ;V (0 — 0b)(1+n = b)VB- + 6>V - (V¢ — ?ﬂTvn) - ;BTV@U -V

52 52
+ 62(vat¢ - ?@V@m - gﬂ‘m’vn) ' VTI~

64
Or, ~V- (1+n—b)VOnB, =8*V - (1+n—0b)Veé, +O(1), 9dn— b= 0(1)

st 62\
?BTV@n -Vn = (€> B:VBr - Vn+ O(1). Donc,
52

0 o
9 9

2 52 (52 2
azatq)h"(t) = < ) (]‘ - 52|Vn‘2)ﬂ7'7' + ?V ' ﬂ'r ((VQi) - 857V77)> - < ) 5TV77 ! vﬁ‘r
+

2 2
(5) v. ((1 = BB V4 (4 - 6)2V5w> L o(@). or,

e
52 52
Ve .-Vo. e :;(v¢ - ;@Vﬁ) -V,

52 52 52\ 2
0.2AD :?ﬂrv : (V¢ - ?ﬂ‘rvn) - <€> /BTVTI : VBT

52
B

52
B

52 52 52 52

En mettant ces équations dans (2.55), on obtient

52 52

2
a=1+<5) (1= V)b, + 2% (V6 — &3, Vn) - V6,

N c (2.56)

2\ 2
+ <6€) V- ((1 + n— b)B‘r‘rvn + %(1 /e b)2VﬂTT> + 0(62)

t
D’autre part, compte tenu de (2.46) et (2.48), nous définissons une solution approchée (n(o)7 qﬁ(o)) avec 7 = -
par
77(0) (:L’, 7_) = 770(@ + ﬁ(xa T) - B(xv 0)7

g (2.57)
69 (2, 7) = do(x) + la/ B, (z, 7)2d7.
2 0

Alors, pour tout (z,t) € R x [0,¢], on a la relation suivante :
_ 0t O(e): _ 40 L o1
n(xvt)_n ($,€)+ (5)7 ¢($,t>—¢ (Ia€)+ ( )
Prenant ceci et (2.56) en compte, nous définissons une fonction al® =a® (z,7) par
1
a¥ =oV- ((1 +1 = B) (V1) + 5 (10— WWBTT) +2(Vel” — o8, Vi) - V5., (258)

ol (n(o),qﬁ(o)) est la solution approchée définie dans (2.57). Nous notons que cette fonction a®) est écrite

explicitement en fonction des données initiales (79, ¢ ), la bathymétrie du fond S et la constante o dans la
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limite (2.58). Alors, par (2.56), on voit que

a(@,t) =1+ <i>2 (1 G (‘Vn(o)(x, é) g c)) Brr (z Z)
+o (a<0> (;E z> + Cobyr (m z>) Lo,

ou C > 0 est une constante arbitraire. Par conséquent, la condition de signe de Rayleight-Taylor est satisfaite

(2.59)

si les conditions suivantes sont remplies. Ces conditions dépendent des relations entre J et e.

Hypothése 2.1. 1l existe des constantes C, ¢ > 0 telles que, pour tout (z,7) € R%x]0,1[, les conditions
suivantes sont satisfaites :

)
1. dans le cas o — — 0, aucune condition n’est satisfaite
€

%)
2. dans le casou — —» v, 1+ Vzﬁrr(xﬂ') Zc
€
) 52
3. dans le cas ot — -+ o0 et — — 0, Brr(z,7) =0
€ €
) 52
4. dans le cas olt — = 00 et — — 0, Brr(2,7) =0, 1+ 0(a'® + CoBrr)(z,7) > .
€ €

D’un point de vue technique, nous imposons également la condition suivante.
)

Hypothése 2.2. Pour tout (z,7) € R%x]0,1], les conditions suivantes sont satisfaites :

1)
1. dans le cas ou — — v, aucune condition n’est satisfaite
€

5
2. dans le cas ou — — 00, Brrr(z,7) < 0.
€

Le théoréme suivant est I'un des principaux résultats de ce mémoire et affirme 'existence de la solution
du probléme de Cauchy pour le probleme des ondes de surface avec des bornes uniformes de la solution

indépendantes de ¢ et € sur l'intervalle de temps [0, £].

d 1
Théoréme 2.1. Soit My, co > 0, r > 5 ets > §(d+9). Sous les hypothéses 2.1 et 2.2, il existe des constantes
52
Co, 0o, €0, Yo > 0, telles que, pour tout § €]0,dg], € €]0, eol, (M0, o) € H** et b satisfait |— — 0| < o et
€

”6(7)“5-&-% + ”ﬁT(T)HerS + ||ﬂ77—(7')Hs+1 +|Brrr (T)|lr2 < Mo,

IV@ollss + llmolls+a < Mo, 1+ 10(z) = bo() > co pour (z,7) € R?x]0,1],

le probléme de Cauchy (2.34)-(2.35) a une solution unique (1,¢) = (1>, ¢%) sur Uintervalle de temps

).

pour (z,7) € R x [0, €],

[0, €] satisfaisant
t 62
breto-u0 (4 -
5 5

"

o) -0 (1)

I3

<00<€+

s+2

IV% (1) |42 + 107 (8) [l s+3 < Co,
Co
2

s+2

1+ 775’5(33,15) - b(il?,t) P

t
ou (n(o), (b(o)) est la solution approchée dans la variable de temps T = — défini par (2.57).
€

Le théoréeme suivant est un autre résultat principal de ce mémoire et donne une justification mathémati-

quement rigoureuse de I'approximation en eaux peu profondes pour le probleme des ondes de surface.
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Une fois que nous avons obtenu ce type de théoréeme d’existence pour la solution avec des bornes uniformes,
en combinant ce résultat d’existence obtenu dans [12] ot le cas d’un fond fixe a été donné, on peut facilement

considérer la solution (7>, ¢%®) lorsque les limites d, — 0.

Théoréme 2.2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 2.1, il existe un temps T > 0 indépendamment

de § €]0,30] et e €]0,e0] telle que la solution (n°°,6%°) obtenue dans le théoréme 2.1 peut étre étendu sur
Vintervalle de temps [0, T et satisfait

7)) = n° @], + [[Ve*=(2) — u’(B)]|

S

62
1<CO<E+‘—O'
- £

) poure <t < T,

oty (n°, u?) est une solution unique des équations de Saint-Venant (2.50) sous les conditions initiales (2.51)

et u° satisfait la condition irrotationnelle (2.52).
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Chapitre

Définition et analyse des opérateurs APN ,

ANN : APD o A\ND pour l'équation de

Laplace dans les espaces de Sobolev

Dans ce chapitre, nous définissons et analysons les opérateurs de Dirichlet-Neumann, Neumann-Neumann
et opérateurs associés APP et ANP par les équations de Laplace. Nous donnons une définition précise de ces
opérateurs et leurs propriétés. Nous étudions la forme des dérivées des opérateurs (c’est a dire des dérivées par
rapport a 7 & la surface). Nous donnons ensuite quelques résultats techniques (estimations de commutateurs)
qui serons nécessaire a la résolution des équations des ondes de surface. On donne alors enfin, des estimations
des normes des opérateurs, qui sont nettes par rapport a la régularité de I’élévation de la surface par rapport
anetd.

Tout au long de cette section, le temps t est fixé arbitrairement, de sorte que Q(t), T'(¢), X(¢), n(x,t) et b(z,t)

sont simplement désignés respectivement par Q, ', ¥, n(x) et b(z).

3.1 Définition

3.1.1 L’équation de Laplace dans le domaine fluide
Le domaine fluide 2 est donné par
Q:={(z,2) e R xR, b(z) <z < 1+n(z)}.
Introduisons une matrice Iy de (d + 1) x (d + 1) par :

E 0
LS = d ) 7V5 — I(SVX,z = (ax’(s—laz>T7 Aé — vé . Vﬁ _ a?x + 5_2622 pour d— 1,
0 6
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ou Ey est la matrice d'unité d x d, nous transformons le probléme de Laplace (2.27) sous la forme suivante :

Vx - IZVx® =0 dans Q A°® =0 dans Q
b=¢ sur =y &=¢ sur I (3.1)
(Vo, )T - I2Vx® = B sur omd = sur ¥

Notons ici que n est le vecteur normal qui pointe vers le haut

1

nod VI+IVnP
1
JIFIVOE

Notons que In® est ici la dérivée conormale pointant vers le haut On®|,_y,) = I - V5<D|z:b(w).

x (=Vn,1)T, a la surface

(Vb,—1)T, au fond

3.1.2 Existence et unicité de la solution

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses appropriées sur n et b, pour toute fonction ¢ sur la surface de l’eau T’

et B sur le fond marin X, il existe une unique solution ® du probléme de Laplace donné par

Vx - IZVx®=0 dans
d=¢ , surl (3.2)

(Vo, )T - IEVx® = 3, sur X.

Démonstration. On cherche une solution au probléme de Dirichlet avec conditions aux limites non homogenes,

ot ¢ € HY2(8Q) ¢ L*(99) sont des fonctions données. On rappelle que
HY2(00) = {¢ € L*(09) : 3® € H'(Q) telle que ¥(®) = ¢, dans L*(9Q)} .

On montre que ce probléme admet une unique solution (faible) ® € H*(Q). Notons d’abord qu’en raisonnant
comme dans le cas homogene, on multiplie 'équation aux dérivées partielles (3.2) par une fonction ¢ € Ha ()

(pour annuler le terme sur le bord), on obtient
/ VoD - VopdX = | PBedS,
Q oQ
via la formule de Green. La formulation variationnelle est
Trouver ® € W, VYo € H}(Q), / V°d - VipdX = / BpdS
Q Q

W={®eH(Q):7(®) =¢ec L*(00)}

et o est 'application trace. Comme ’espace des solutions n’est pas le méme que celui des fonctions ¢, alors
pour pouvoir utiliser le théoreme de Lax-Milgram, on va "symétriser" le probleme. Comme 2 est un ouvert

borné de classe C* et ¢ € H/?(99), alors Papplication trace vo sur dQ de H(Q) dans L?(9Q) est telle que :

Yow) =6, we  HY(Q).
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En posant ¢ = & — w, le probléme ci-dessus se ramene a celui-ci

A% = —A% dans Q
Y=0 sur T’

—0pY = Opw sur X.

Pour établir la formulation variationnelle de ce probléme et appliquer les résultats obtenus précédemment,
on va raisonner un peu différemment (il faut noter que pour w € H*(Q), on a Vw € L*(Q) et donc Aw =
div(Vw) € H1(Q) d’ott Aw € D'(Q) ot D'(Q) est I'espace des distributions). Pour toute fonction ¢ € D(Q),
on a
(A%, ) = ~(A%w, )
c’est-a-dire (en tenant compte de la dérivation au sens des distributions),
Lo dp. n B Dy
Ve D)= (55,0 =2 {5 gy) — (0w )

i=1 i=1

ou encore (les termes dans les crochets appartiennent a L?(9)),

/v%-v%dxz—/ v%-v%dXJr/(ﬁ)godS Voe W.
Q Q b

La formulation variationnelle retenue consiste donc & trouver ¥ € W telle que a(v, ) = L(p) pour tout

p e W, ou
alv.0) = [ Vo0 Vipdx
Q
L(p) = / ﬁ(pde/ Vow  VPpdX.
b Q

» Montrons que a est continue

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

o< (o) ()

la(, )] < V292 V0% 2
(¢, o) < |9l 1@l
la(¥, o)l < [l el
d’oti la continuité.
» Montrons que la forme a est coercive V. ¢ € W

alip, ) = /Q Voo = [Vopl3

a(e,¢) = llelli,
d’ou la coercitivité. D’apres 1 et 2 a est bilinéaire.

» Montrons que L est continue
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Lo =| [ (815 - [ -9 pix]
b Q
IL(o)| < (I1Bll20m) 9l 220y + IV w22 @) [V @llz2) < (Iwllar @) + 1Bl r2c00)) llellm 9)-
Mais, I'application trace étant continue de H*(Q) dans L*(99), il existe C, ne dépendant que de © telle que
wllz @) < ClldllL2a0)

et ainsi
IL(9)| < (Cll9llLzo0) + 18l L209)) el ()-

Ce qui montre bien la continuité de L.
D’apres le théoreme de Lax-Milgramm on peut conclure que I’équation admet une unique solution. Comme
® =) + w, alors @ est une solution (faible) du probléme proposé. En outre, cette solution est unique

En effet, si @1,y € H'(Q) avec 70(P1) = 70(P2) = ¢ € L*(99) et Vo € HA (),
/ Vo®, - VopdX = | VP®, - VopdX = / BedsS,
Q Q )

alors, ®; — &y € Hy(Q) et on a

Yo € H&(QL/ Vo(P) — ®y) - VOpdX = / BedS.
Q )

Le théoreme de Lax-Milgram affirme que ce probleme posséde une solution unique et comme 0 est solution,

alors ®; — &5 = 0. O

Definition 3.1. La solution ® du probleme (3.1) sera notée (¢, 3)". Utilisons cette solution ® pour définir les
opérateurs linéaires APYN = APN (5. b, 5), ANN = ANN(5,0,6), APP = APP(1,b,6) et ANP = ANP (5, b,6).
L’application Dirichlet-Neumann associée au probléme de Laplace (2.36) est Papplication
APN  HY2(00) — H™Y2(5Q)
¢ on /| avec In, ®|p = (—Vn, )T - I}Vxd = 0.9 — §°Vn- V.
APN(n,b,8)p = (—=Vn, )T - [ZVx® = 0,0 — §°Vn - V.
L’application Neumann-Neumann associée au probléeme de Laplace (2.39) est I'application
ANN  L2(09Q) — HY2(09)
B On &M |p = (=Vn, )T - IZVx® = 0,® — 6*°Vn - VO
AN (1,0,8)8 = (=Vn, )T - IEVx® = 9,8 — 62V - VO.
ADN(U? bv 6)¢ + ANN(V% bv 6)5 = (_vnv 1)T ! I(?(VX(I))(v 1+ 77())
APP(1,b,8)6 + AVP (n,0,0)8 = (-, b())
qui sont respectivement appelés Dirichlet-Neumann (DN), Neumann-Neumann (NN), Neumann-Dirichlet

(ND) et Dirichlet-Dirichlet (DD).

Dans ce qui suit, nous écrivons

APY = APN(0,0,6), AYYN = ANN(0,0,8), APP = APP(0,0,8) et AYP = ANP(0,0,0).
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Remarque 3.1. L’espace H™'/? (09) est le dual topologique de H'/? (09), i.e. 'espace vectoriel des formes

linéaires continues sur H/2(99).

3.1.3 Propriétés des opérateurs

Proposition 3.1. Nous avons

A9y = Bl iaunoipp; ay® = |g|tanh(5|D|); CAYN = APP =

1
cosh(d|D|
Démonstration. Dans le cas (1, ¢) = 0, la solution de (3.1) peut s’écrire explicitement en termes de multipli-

cateurs de Fourier comme
cosh(d|D|z) 0 sinh(§|D|(1 — 2))
®(-,2) =

2) = oD © T DlcoshID])

afin d’obtenir facilement les expressions souhaitées. O

B,

Proposition 3.2. Les opérateurs APY et ANP sont symétriques pour le produit scalaire dans L? et 'opérateur

adjoint de AN dans L? est égale & —APP . Pour tout ¢, 1y € H' et pour tout 8,7 € L?, on a

(APN g, ) = (6, APN), (ANPB,y) = (B,ANPy), (ANVB,4) = —(B,APPy).

Démonstration. soient ® = (¢, )" et ¥ = (3, ~)". En utilisant les équations (3.1) et en multipliant par une

fonction W. Selon la formule de Green, nous avons
/Q(VX BV x®)WdX :/Q (Vx - I3Vx®)¥ — &(Vx - [;Vx¥))dX
0= /m((N CI2Vx®)U — &(N.IZVV))dS
0 =(APN+ ANV B ) — (¢, APNop + AVN)
+ (B, APPY + AVPy) — (APP o + AP, 7)
(6, APN9) = (B, APP9) + (6, APP) + (ANPB,7) =(APV g, ) + (APPB, ) + (B, AVP9) — (APP ¢, 7).
ou N est 'unité normale dirigée vers extérieure a la frontiere 0€2. Dans le calcul ci-dessus, nous avons

utilisé la condition aux limites sur le fond ¥. Puisque ® = ¢, ¥ = 1p, /1 + |Vn2N - [ZVx® = APNg,
VI+ VAN - IBVx U = APVep et dS = /1 + |Vn|2dz sur T. En fixant (3,7) = 0, (¢,9) =0 et (¢,7) =0

dans I’égalité ci-dessus, nous obtenons respectivement les identités souhaitées. O

Lemme 3.1. Pour ¢ € H' et B € L?, il suit que (APV¢,¢) = ||I5VXfI)H%2(Q) avec ® = (¢,0)" et que
(ANDﬂ7ﬁ) = HIJVX\IIH%Q(Q) avec W = (Ovﬁ)h

Démonstration. En prenant ® dans H' et en utilisant la formule de Green et la définition 3.1, nous voyons

que

/(VX-I§VX¢) ®dX = [ (N -I;Vx®) @dS—/L;VXcI)-L;VX@dX
Q Q

o0
/ (N-IjVx®) q)dsz/ |I;V x ®2dX
o0 Q

(APN g, ¢) =[[I5V x P72 (q-
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En prenant ¥ dans H' et en utilisant la formule de Green et la définition 3.1, nous voyons que

/(VX~I§VX\1/) VdX = [ (N-I3VxV¥) \I/de/L;VX\ILL;VX\I/dX
Q

[219] Q

/ (N-I3Vx VD) \I/dS:/ |I;Vx U 2dX
oN Q

(APNB,B8) =[[1sV x V|72 (q)-

3.1.4 Dérivées de formes des opérateurs

La linéarisation des équations (2.34) requiert entre autres la linéarisation de APYN et ANN. En d’autres
termes, nous aurons besoin d’une formule explicite des dérivées de formes des opérateurs APY et ANY par

rapport & 7. La dérivée de forme APV a été donnée dans [18] et nous généralisons la formule comme suit :

Théoréme 3.2. Les dérivées au sens de Fréchet de APN (n,b,6) et ANN(5,b,68) par rapport a n sont de la

forme suivante
DyAPY (1,0, 8)[7)¢ + Dy AN (1, b,8)[7] 8 = —6*APN (1,0, 8)(27) — V - (7).

Z = (1+8*Vn|*) " (APN(n,b,6)¢ + ANN(n,b,0)8 + V- Vo) 3.3)
v="VNo¢—62ZVn. .

Démonstration. Prenons ¢, 1 et f € C3°(R?) et soient & = (¢, 5)" et W = (1, 0)" les solutions des problemes

de Laplace suivants :
Vx - I}Vx® =0 dans Q Vx - I}VxV¥ =0 dans 0
P=¢sur I =19 sur I (3.4)
(Vh, -1)T - IZVx® =4 sur ¥ (Vh, -1)T - IZVxT =0 sur ¥

Ces solutions dépendent non seulement de X mais aussi de 7, de sorte que nous les notons également solutions

par ® = ®(X) = ®(X,n) et ¥ = ¥(X) = ¥(X,n). Ici, nous notons que

(DyAPY (1,5, [0, ¥) = - (DAPY (1 + 1 b,8)6, ) (35)

h=0

Par la formule de Green et la proposition 3.2, nous voyons que
/ IsVx® I;VxVdX = — / (Vx - I}Vx®)WdX +/ (N - I}V x®)WdS
Q Q aQ

= (AP + ANN B y) + (B, APPy)
= (AP, 4) + (AYNB,9) + (B, APPy)

Or, (ANNB,9) + (B,APPy) =0

/ I;Vx® - [;VxWdX = (APN g, ). (3.6)
Q
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De sorte que

(APN (1) + hif, b, ), 1)) = /

Rd

1+n(z)+hn(x)
/ IsVx®(X,n+ hi) - IV x¥(X,n+ hi)dz | dz.
b()

Nous élargissons formellement les solutions ®(X,n + k1) et ¥ = (X, n+ hij) par

O(X,n+ hip) = &(X,n) + &,(X)h + O(h?)

U(X,n+hi) =9 (X,n) + 9 (X)h+O(h?). &0
Alors
d%z (DADN(n + hi,b,0)o, ¢) o :/Q (IsVx®y - IsVxU 4+ [5Vx® - I[5Vx¥;)dX
+ /Rd (IsVx® - I;Vx¥) |pijde (3.8)
=J1 + Jo.
11 en résulte de la condition aux limites sur la surface de I’eau et du développement (3.7) que
¢(x) =®(z, 1+ n(x) + hij(x); n + hi)
=®(z,1+n(x);n) + h{(0:®)(z, 1+ n(@);n)i(z) + P1(z, 1+ n(x))} + O(h?).
Ce qui implique que ®1]r = —(9,®)|rn. De méme nous avons ¥i|p = —(9,¥|r7 (voir annexe pour la

justification de (3.7)).
En revanche, en prenant la trace du développement de (3.7) sur le fond X et en utilisant la définition de

I'opérateur AP nous obtenons :
APP (4 hif, b, 6 = APP (0, b,8) + hly |5 + O(h?).

En dérivant ceci par rapport a h et en utilisant la proposition 2 on voit que

U1y = DyAPP [l = — Dy ANN[]4p.
Par conséquent, par la formule de Green, nous avons

J=— /Q (@1(Vx - I3VxV) + (Vx - [;Vx®)V;)) dX+/aQ (®1(N - I3VxV) + (N - I3V x @)Uy ) dS
== [ (@B)Ir(APY6)+ (PN + ANV B)0.9)lr) ids — (DAL, ).
En revanche compte tenu des résultats
(VQ)[r = V(QIr) = (9:Q)[rVn &
Jz = /R (VO VY = (0.9)[0Vn - Vi = (9:9)[rVn - Vo + 672 (1 + 6°|Vn|*) (0:00-D)|r) 7jda.

Ainsi, par les relations

(0:@)|r =0°(1 + 0*|Vn|*) THAPN ¢ + ANV B 4 Vi - Vo) = 8227

(0:0)[r =82(1+ 8*[V*) " (APNy + Vi - Vi)
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Ona (DyAPN [iflp + Dy ANV [i]8,0) = /52 20PN+ [ Vo vui- [ 529y Vi
Rd R
= [ B R AP+ Vi DAY + AV B
]Rd

= [ P+ 8 Vn)THAPN Y + Vi - Vo) Vi - Vi
R

+ 02 Z(APNy + V- V)i
(DAPY o+ DAY B, ) = [ (V6 Vi = 2PN G+ V- V)ida.

D’apreés la relation (3.3) on a le résultat
(DAPN 6 + DAY IS0 ) = ~ APV (20 + 9 - (). v).

ott nous avons utilisé la propriété symétrique de AP donnée dans la proposition 3.8. Pour tout ¢ € Cg°(R?),

nous obtenons la formule souhaitée. O

Théoréme 3.3. Les dérivées au sens de Fréchet de AP (n,b,8) et ANN (n,b,8) par rapport d b sont de la

forme

DyAPN (1,0, 8) (b + DyANN (1,0, 6)[B]8 = —ANN (1,0, 6)(V - (wb))

ou

W:(1+52|Vb|2)‘1<—5+Vb-V(ADD¢+ANDB)> 59)
3.9

V(APPy 4+ ANPBY — 5°W Vb

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoréme, nous nous référons sur la preuve du théoréme précé-
dent. Nous prenons ¢, 8,9 € C§° (Rd) et soient ® et U les solutions limites du probléme (3.4). Puisque nous

considérons une variation des applications par rapport a b, nous notons les solutions par
O=P(X)=P(X;b) et ¥ =0U(X)=U(X;d)

et les étendre
(X, b+ hb) = B(X,b) + ®1(X)h + O(h?)

N (3.10)
U = (X,b+ hb) = U(X,b) + ¥y (X)h + O(h?)
Ensuite, & la place de (3.8), nous avons
~ 1+n(x) - ~
(APN (1, b+ hb, 8)¢, ) :/ (/  LiVx®(X,b+hb) - IsVxU(X, b+ hb)dz) dx
b(z)+hb(x)
(ADN(n,b+hb )6, V)], _o /(L;VX<I>1 IV x4+ IV x® - I5Vx¥,)dX
- / (IsVx® - I;V x U)|sbdx (3.11)
]Rd

=J1+ J2
En prenant la trace du développement de (3.10) sur la surface de 'eau I' et en utilisant la condition limite,

nous obtenons ®1|r = ¥;|r = 0. En prenant la trace de (3.10) sur le fond ¥ et en utilisant la définition de
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lopérateur APP | on voit que
(APP (0, b+ hb, 6)0)(x) =¥ (x,b(x) + hb(x): b+ hb)
=(APP (n,b,8)9) () + h((9-0)(, b(x); )b(x) + W1(x,b())) + O(h?)  dodbe
On dérive cette relation par h puis on I'applique sur le fond
d%(ADD(n, b+ hb, 6))(x) =((9-9)(x, b(x); b)b(x) + Wi (z, b(x)))
DyAPP By =0, 0 |sb + U5

DyAPP[blyp — 0.W|5b =0, |5, or DyAPP[b]y) = —(DyAVN [b])1).
D’apres la proposition (3. 3) on a
Uylg = —(DyANN b)) — 8. W|sb.
Donc, par la formule de Green on a
J=— /Q O (Vx - IEVxU) + (Vx - [3Vx®)W)dX + /(%Z(él(N CI3VxU) 4+ (N - I3Vx®)¥,)dS
En remplacant ¥, |y dans J; on a
B= (DAY I8 ) — [ 8(0.9)|shda.
D’autre part, on utilise la relation & pour calculer Jy
Jo=— [ (V@) V(s — @.0)sT: V() - 0.9)}5Tb- V(@)
+672(1 + 62| Vb|?) (8.9, V) |5 )bda.
Au vu des relations U|y, = APPy, ®|g = APP o+ ANPS et
(0.9)|s = (1 + 2|VbA) " H =B+ Vb V(APP ¢+ ANPB)) = 5*W
(0:9)|s) = 6°(1+ 6°|V0[*) "1 (Vb - V(APPy))
Jy=— 5 V(APP g+ ANPB) . V(APPy)b + 5 §2WVb- V(APPy)b
+ /R §2(1 + 2|Vb>) "1 (Vb - V(APPY) Vb - (APP g+ ANPB)b — §>W (Vb - V(APPy))b
(DyAPN [, ) = J1 + o = — (DyANN BB, ) — /R HOWshdr— [ VAPPG+ ANP8)- T(APPy)h
+ [, S+ Vb TH(Tb VAPPY)Th- (APPG + AN BYD
(DyAPN Bl + (DyANN BB, 4p)) = — | V(APPe 4+ ANPg). V(APPY)b — 6°W (Vb - (APPe)))bda.

Or, V(APP ¢ + ANPB) = w + 5°W Vb et APPep = —ANNy)

Ainsi, on a le résultat

(DyAPN B + (DyANN BB, 40)) = —(ANN(V - (wb)), 1))
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Théoréme 3.4. Les dérivées au sens de Fréchet de APP(n,b,68) et ANP(n,b,0) par rapport a n sont de la
forme suivantes

Do APP (1,6,0)[)¢ + DuANP (0, b,0)[7]8 = —0*APP (n, b, 6)(Z7)

ot Z est donné par la relation (3.3).

Démonstration. Nous prenons ¢,3,v € Cgo(Rd) et soient ® = (¢, )" et W = (0,7)". Alors, & la place de (3.

5), nous avons d’apres la formule de Green

/L;VX@'L;VX\IJCZX = —/
Q

<I>(VX~I§VX\I/)dX+/ O(N - I}VxV)dS
Q

o
/ IVx® - L;VxWdX = —(6, ANV ) + (APPg+ ANP B, 7) = (ANP 5, ) (3.12)
Q

De sorte que

L) +hn() B B
/ IiVx®(X,n+ hn) - I;VxY(X,n+ hp)d, | dz
b

(ANP (g + hil, b, 6)5,7) = /
(x)

R4
nous élargissons formellement les solutions ®(X,n + h7y) et ¥ = (X, n + h7) par la relation (3.7) on a alors
%(AND(n + hi1,0,0)8,7)|h=0 = /Q(L;VX@l IsVxU 4+ I5Vx® - I5VxU)dX

+/Rd(L;VX<I>~I5VX\II)|p77dx
=J1 + Ja.
Il résulte de la condition aux limites de la surface de I’eau et de l'expression (3.7) que

o(x) =@ (x, 1+ n(x) + hij(x); n + hi)
=®(x,1+ n(x);n) + h((0:®)(x, 1+ n(x);n)7(z) + 1 (x, 1+ n(x))) + O(h?)

Ce qui implique que

®1[r = —(0:®)|rn.

De méme nous avons

Uy |p = —(0,9|r7.

En revanche, en prenant la trace de I'expression (3.7) sur le fond ¥ et en utilisant la définition de application

DD de APP . nous obtenons
AN () + hig, b, 8)y = AP (1,0, 8)y + h¥ |5 + O(h?)

(APP(n+ hij,b,8)¢ + APP (0 + hif,b,6)8,7)) = @1]s + APP(n,b,8)¢ + APP(n,b,6)8 + O(h?)

En dérivant ceci par rapport a h et la proposition 2 on voit que
Uiy = DnAND[m’%

®1|y = D,APP[7]¢ + D,ANP ()8
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Par conséquent, par la formule de Green, nous avons
J=— /Q O (Vx - I3VxU) + (Vx - I}Vx®)V,)dX
+ /8 (@N Y0 + (V- VxS
== [ @A)+ APV + ANV B O + Bl + Wil i
En revanche compte tenu des résultats &
Jy = /R (V8- V= (0:9)[rVn - Vy = (0:9)[c V- Vo + 672 (1 + 0% [V[*) (990 @) |r )id.
Ainsi que les relations
(0:®)|r = (1 + 62| Vn|*) " (APN G + AYV B + V- Vo) = 5°Z

(0:9)|r = 8°(1+ &8°|Vn>) " H(APNy + Vi - Vi)

(DyANPL]B, ) = ilsy — Ui[nf = - /Rd((aﬂ)Ir(ANN’V) +(APN g+ ANV B) (8. 0)[r)7] + S

(DyAPP[7)¢ + Dy ANP[7)B, ) = /Rd ((0:@)[r (AN ) + (APN ¢ + ANV B)(8. ) [r)7] — J
(DyAPP (6 + Dy ANP B, 7) =82 Z(ANNy)i + (APN ¢+ AVNB) 62(1 + 6% V)~ (ANNy + V- V) 77
—8Z (A" Ny + V- V)0) + 6°ZVn - Vi
+ 02 (1+ 62|Vn?) " ANy + V- V)V - Vil — (Vo - V)i
(DyAPP[]¢ + Dy ANP 1] B,7) =6 Z(ANN )i+ 6% Z(Vn - V)i — (Vo - V)i
D’aprés cette relation , on pose v = 0 donc on a §°Z(Vn) = V¢, or ANN — _APD Ainsi,
(DyAPP[]6 + Dy ANP] B, v) = —6*(APP(Z7),7)
Pour tout v € C5°(R?) nous avons le résultat souhaité. O

Théoréme 3.5. Les dérivées au sens de Fréchet de APP (n,b,8) et ANP(n,b,8) par rapport a b sont de la

forme suivantes :
DyAPP (1,0,8)[b 6 + DoAY (0, b, 6) D)3 = 8°Wb — ANP(5,0,8)(V - (wb)).
Ou W et w sont donnés par la relation (3.9).

Démonstration. Nous prenons ¢, 3,7 € C5°(RY) et soient ® = (¢,3)" et ¥ = (0,7)". Nous élargissons
formellement les solutions ®(X, b+ hb) et W(X, b+ hb). En utilisant les relations (3.10) et (3.12) et avec le
méme raisonnement que le théoreme précédent.
(ANP(n, b+ hb, 8)y)(x) =¥ (z, b(z) + hb(z); b+ hb)
(AN (5,5,8)7) (&) + h{(0:9) (z, b(w); B)b(x) + W (2, b(2)) + O(h2)
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On dérive cette relation par h puis on I'applique sur le fond
d

(AP (0, + b, 6)7) () =((0:9) (2, b(); b)b() + 1 (x, b(x)))

DyANP[b]y =0,9|sb + Ty |5,
DyANP by — 0, |5b =0, |5,
De facon analogue on aura la solution pour ®
DyAPP[b]¢ + DyANP [b] 8 =0.®|5b + Py
®1|5 =Dy APP[bl¢p + D ANP (D)3 — 8.8|5b

Sur la surface libre I" on a ®1|r = ¥4 |p = 0. En utilisant la relation (3.11)

d ~
25 WYP (b + hb,6)B,7)|n=0 = / (I5Vx @1 - IVx W+ [;Vx® - 15V x 01)dX
Q
- /d(LSVX(I) : IgVX\I/)h'*ﬁdx
R
=J1+ Jo

Par conséquent, par la formule de Green, nous avons
J=— /Q O (Vx - IEVxU) + (Vx - [3Vx®)W)dX + /m(@l(zv CI3VxU) + (N - I3Vx®)¥,)dS
== /Rd(ﬁz@)IF(ANDV) + (APP6 + AVPB)(0.9)|r + 1|5y + V1| 8) bz
En revanche compte tenu des résultats &
Ja= [ (V(@ls) - V(¥ls) ~ @0)sVa - V(¥ls) ~ 0.9)|sVn- V(@)

+072(1+ 6%V (8,10, 9) s )bdx

Au vu des relations U|y, = ANPy, &y, = APP o+ ANPS et
(0.9)]x = (14 62|VH) "L (=B + Vb - V(APP o + ANPB)) = 52°W

(0:9)|x) = 6%(1 + 0% Vb*) "1 (Vb - V(AN )

(DbAND[E]B,V)—<I>1\z”y—\l'1|z:b’:—/ ((0:2)[r(AYNy) + (APY ) + AVPB)(0.9)|r)in + Ja
Rd

(DyAPP Bl + DyANP BB, 7) = /R J(@:2)]s7) + (80:9) )b — T,
Tt [ (@) + (G0 0)ib= [ V(APPo+ A5 VANPE - [ EWVb- VAN
R Rd Rd
- / (1 + 82[Vb]®) " (Vb - V(ANP4))Vb - (APPg
Rd
+ ANPBY + 82W (Vb - V(ANPA))b
- / (8Wry + B62(1 + 82|Vb[>) " Vb - V(ANPy))b
Rd
Jat [ (@:0)) + (80.0)|)b =~ *W Vb VANP)E
Rd

(APP g + ANPB) — 52W'Vb) - V(ANP)b =wV (ANPA)b
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Ainsi

(DyAPP[b]¢p + DyANP[b]8,7) = (6°Wb — ANP (V(wb)), ) pour tout v € C3°(RY).
]

En réduisant les équations non linéaires complétes (2.34) & un systéme d’équations quasi-linéaires, nous
aurons également besoin de formules explicites des dérivées du second ordre des opérateurs AN et ANV

suivants :

Théoréme 3.6. Les dérivées au sens de Fréchet du second ordre de ADN(n, b,d) et ANN(n, b,6) par rapport

a n sont de la forme suivante :
DEAPN (n,b,8) [, 72 + DEANN (n, b, 6) (771, 772] 8
=0%((APN (n,b,6)(1 + 8*[Vn|*) = (A) T 12)

= V- ((1+ 8|Vi*) " (Ad)ini) + A(Zins))
+ 01 (AP (0, b,8) (1 + 6%[V?) (7 APN (0, b, 6)(Z7n)
+ AP (0,b,8)(Z72) + ZVn -V (n72) — i ZA
= V(1 + 8 |Vn) " ((APY (0,0,6)(Zi) + AP (1,0, 6)(Z712)))
+ ZNn - V(i) — mieZAn)Vn)))

0i Z est donné par la relation (3.3)

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.2 on a
Dy AN )¢ + Dy AYY ] = — 2 APV (14 6% Val*) TH(APV 6 + AV B + V.V )in)
-V {(w — 81+ 8*Vnl)"HAPN g + ANV B+ V.V ¢) Vi) 1)
En prenant la dérivée au sens de Fréchet de (3.13) par rapport a 7, nous obtenons encore
DEAPN [y, 2] + DAY (171, 12] 8 = — 6 Dy APN [17)(Z1)
— §2ADN [(—252(1 +0%|Vn|?) Tt Z (Vi - Vi)
+(1+ 82V T - PAPN (Z7)
—V (V¢ —8>ZVn)ij + Vi - Vo] ﬁl}
-V [254(1 + 6%|Vn|?) " Z(Vn - Vi) Vi
= 021+ 0| Vn*) T (=0* AP (Zip)
=V (Vo —6>ZVn)ia + Vi - Vé) Vi — 5QZV772%71} or,
Viniz - Vo =V - (V) — miplA¢, avec Vo =62V

Vit - Vo = 8* ZinaAn + 6°ZNn - V (ii72) — il Ad
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Ici, nous utilisons a nouveau le théoreme 3.2.
Dy APN ) (Z1) = = 8 APN (1 + 62Vn|*) (1 APY (Z1)) + Vi - V Zinie)
— A(Zip) + 6°V - (1 + 6%|Vnl?) " ([ APN (Z) Vi + Vi - V(Zih72) V).
O

Ensuite, un simple calcul donne l’identité souhaitée.

Théoréme 3.7. Les dérivées au sens de Fréchet du second ordre de APN (n,b,8) et ANN (n,b,8) par rapport

amn etb sont de la forme :
Dy DyAPN (1,5, 6)[77, bl + Dy DuANN (1,5, 6)[77,b]5
=62ANN (1, b,6)V - {E(V(ADD(zm)

—6%(1 + 82| VoA H(Vb- VADD(Zm))Vb)}
+ 82 APN (@(1 + 62| Vn|?) TTANN Y - (wb)
=02V (1 + 6%V ) T ANNY - (wb) V),

ot Z et w sont donnés respectivement par (3.3) et (3.9).

Démonstration. En prenant la dérivée de (3.13) par rapport & b, on a :

Dy DyAPN (n,b,6)[71, Bl + Dy DyAN™ (1,5, 6)[77,0]8
= = Dy APV [p)(Z7]) = SPAPN (L + 8% Vnl*) 7t x (DyAPN B¢ + Dy AN [b]5)77)

=9 {84 2T DA o + DAY BT
D’aprés le théoréme 3.5 et en remplacant ¢ par Z7j et =0 on a,
w = V(APP(Z7)) — 6%(1 4 63| Vb]2) "1 (Vb - V(APP (Z7))) VDb
DyAPN [b](277) = —ANN(V - (wb))
Dy DyAPN (1, b, 6)[7,8)¢ + Dy DyAN™ (n, b, ) [77,b] 3
= +0°ANNY . {W(ADD(Zm) —0%(1 4 6% Vb2 (Vb - V(ADD(Zﬁ)))Vb}
+ AP (14 8% V)T ANN(V - (wh))if)

— 5%V {5(1 + 84 VbA)THANN(V - (wE)))vn}.

3.2 Analyse des opérateurs

Dans cette section, nous préparons des estimations elliptiques de la solution, en notant en particulier
la dépendance de § et la régularité de n. Pour cela, il conviendrait de transformer le probléme (3.1) sur la
région d’eau © dans un probléme de domaine simple fixe Qg := R%x]0, 1[ en utilisant un difféomorphisme

O =(01,---,604,0,): Qs — Q, qui est conforme aux directions tangentielles et normales sur la frontiere.
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3.2.1 Transformation de I’équation de Laplace

Nous définirons un tel difféomorphisme comme suit. On prend les fonctions 8 = (01, - - - , 64, 6,) satisfaisant

les conditions suivantes :
9]‘(3?,0) = Hj(l‘, 1) = O,

0.0,(x,0) = —=Vb(z),0,0;(x,1) = =Vn(z) pour 1<j<d
0.(z,0) = b(z), 0.(z,1)=rn(z)

0.0,(x,0) = 0,0,(x,1) =0

et le difféomorphisme est défini par

0;(X) = x; +6%0;(X) pour 1<j<d,

0.(X) =z2+0,(X)

90 ELH_(;QW 52@(917"' )gd)T
= T1, - Tq)
(Vo))" 1+ 0.0,
9(3370) = (m,b(m)), @(.”L‘, 1) = ($71+77($))a
E —5%Vb(z
g*?((%@ _ d (z)
(Vb(x)" 1
E —62Vn(z
ST(?(”’ D= d n(z)
(Vn(x))" 1

Nous posons d=%00
00 00\ ! 00\ 1\
00 00 \T/ 00 \\
= det <a)() ((IélaXI(S) (Iéla)(lé)>

(61, ,0
,1591_ Ed+52 (1 d) 682(917"’79d)T

0wy, ,xq)
5(ve )T 1+0.0.

001, ,04)
T [Eg+ 68— 6(V6.)"
(17 %900) =" d e "

100
0x 50.(01,--- 00T 1+0.0,

s ax =

00
1 face lib =1 det
Sur la surface libre z ,on a de (8X>

P4 v E;, &V B, —svg) )
B T\ om0 ) w1
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(3.16)



-1

Eq+8*(Vn)" (Vn) 0

P =1+6|Vnl*
0 1+ 6%|Vn?
B 1+ 62|Vn|? 1+ 0% Vn|? 0
(14 62[Vnl?)(Ea + 62(V)T(Vn)) 0 Eq+ 82 (V) T (Vn)
Sur le fond z =0, on a
* 0 * 0
P(x,0) = P(x,1) = (3.17)
0 1 0 1

Ce qui signifie que le difféomorphisme © est conforme dans la direction tangentielle et normale sur la frontiere,
de sorte que la condition aux limites de Neumann sur le fond est a nouveau transformée avec un vecteur
normal trés simple N = (0,---,0,—1)%.

En introduisant ® = ®o O, il est facile de voire que le probléme de Laplace (3.1) satisfait par ® se transforme

en un probléme elliptique sur g pour P :

V- IsPI;Vx® =0 dans Qo
&) = (b sur Iy (318)
—5729.0 =f sur 3,

ou P est une matrice symétrique définie positive ne dépendant que du difféomorphisme choisi et 'y et g

sont les bords a la surface libre et la bathymétrie du fond de £2y. De plus, on a

APN (0, b, 6 ANN (1, b,8)3 = §720,8(-, 1
(n,b,0)¢ + (n,b,0)p (1) (3.19)

APP (n,b,8)p + ANP (,b,8)8 = &(-,0).

Qo = {X = (z,2) eR¥%]0,1[;0 < z < 1},
To={X = (z,2) e R'%]0,1[;z = 1},

Yo ={X = (z,2) e R'%]0,1[;z =0} .

0 \____ x SRAd

Figure 3: Domaine du
fluide redressé par
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Nous imposerons les conditions suivantes a la surface de ’eau et au fond.

Hypothese 3.1.
(A1) : 1l existe un C'-difféomorphisme © : Qo — Q satisfaisant (3.14), (3.15) et les conditions

det <§§(X)) Zc>0 et [Vx0(X)| <M pour X €.

(A2) 1 ||Vx0(-,2)]lq < M pour 0 < z < 1.
(A3) : JT2Vx 0] 12y < M.
~ 7 54+ 41 ~ 77 ~ r
(A4) + [IVx (Dnpy) 010, 0D (-, 2)lls + 17572 Vx (D, 0)0[1, B]) | L2y < M (I[7flls1 + [[0]ls+1)
pour 0 < z < 1, § € R et 0 dépend linéairement de (n,b).
La construction d’un difféomorphisme O satisfaisant les conditions ci-dessus a été donnée dans [12]. Plus

précisément, on a la proposition suivante :

1
Proposition 3.3. Soient r > id et ¢1, M, et on suppose que 1,b € HT" satisfait les conditions
[nll4r + 1614 < My, 14n(2) —b(z) > 1 pour @ € RY.

Alors, il existe une constante d; = d1(Mj,c1,7) > 0 pour tout & € (0,d1), nous pouvons construire un

difféomorphisme O satisfaisant les conditions dans (A1). De plus, pour tout s € R et k € N, nous avons :

17V x 0]l 200y < Culllnllas s+ 1Blls41)

(3.20)
sup [|050(., 2)lls < Callnlls+x + 1] s+x)
ouCy = 01(01) et Cy = 02(61,]1') > 0.
Dans le cas o 1 et b dépendent aussi du temps, pour tout [ € N, nous avons
179 x086(1) | 2(eny < O (1000(0) s 5 + 10300 3) a1

sup [|02040(., 2, ) s < Ca (10n(t) |41 + 1050 (¢ | sk -

Nous allons donner des estimations elliptiques pour (3.18) dans les espaces de Sobolev. Bien que la théorie
des équations elliptiques pourrait fournir une estimation de la solution, par exemple ’estimation de la solution
dépend fortement du parametre § et ne donne pas une borne uniforme de la solution par rapport au petit
parametre §. Par conséquent, nous allons effectuer une estimation de la solution avec un soin particulier sur la
dépendance du parametre ¢ et sur la régularité de 7. Les six lemmes suivants étaient de légeres modifications

de ceux donnés dans [12].

Lemme 3.2. Sous 'hypothése (A1), il existe une constante C' = C(M,c) > 1 indépendante de ¢ telle que
CHILVx®| 120y < 1I5Vx P r2(00) < ClIsVXP| 1200,

oud=>000.

Le lemme suivant est I'une des parties cruciales de ce mémoire et conduit a des estimations uniformes de

lopérateur APV,
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Lemme 3.3. Sous 'hypothese (Al), il existe une constante C' = C(M,c) > 1 indépendante de § telle que,
pour tout ¢ € H', on a
CTHAPN) 2 ¢l < (APN g, 0) < CJI(AFN) 2 o)

Remarque 3.2. Le point le plus important du lemme ci-dessus est que (AP ¢, ¢) est équivalent 2 || (A(I)DN)%¢||2

uniformément par rapport a 4.

1
Lemme 3.4. Soit r > §d’ il existe une constante C' = C(r) > 0 indépendante de ¢ telle que

|[a8™)2.a)ul| < CIval, ull ; |[[A5)E.a]u| <clval, ful,.
Lemme 3.5. Soit s € R, nous avons
I(AEN)26lls < min{||Vells, 62 |0l sy}, [VOlls < V20 +3)(ATN) 2G| 4y
Lemme 3.6. Pour tout s € Ret r > §d, il existe une constante C' = C(s,r) > 0 indépendante de § telle que

1492 @)l <C (Il 1A 3wl + 181 IAE™ b + I AFY)Ell Nl + (AT 2l

1
Lemme 3.7. Pour tout s € R et r > §d’ il existe une constante C' = C(s,r) > 0 indépendante de J telle

que

IAEM AT, 0Vl < C (I8l APV ol + ||w||s||<A£’N>%¢||r+l) :

Lemme 3.8. Pour toute fonction ® définie sur € on a H(A(?N)%<1>( H

Qo)
cosh(5|D|(1 —2))
cosh(d|D])

(4

Démonstration. Nous prenons 1) € H® arbitrairement et U défini par \Tl(, z) =

Vx - IZVxU =0 dans Q
32\5 =0 sur Iy
U= P sur X
Alors, on a
—6729,0(-,0) = APV
D’apres la formule de Green nous voyons que

(AP ®,v)| = | (8.0, A7V

/ (vX-IgvX(ff)%dX’: —/ L;VX%-L;VX(IV'dX’—i-
Qo Qo

B(N - I3VxW)dS| =0
0

‘(A(?N(i(-,O),w)‘ - /Q L;VX&L;VX\TJCIX'
0

< H(A(?N)%BVX‘T’HLQ(QO)||(A(?N)7%15VX‘T’||L2(QO)

= 5V x (ADPY)2 )| 12 ) |10

1~

ATV, 0)| < 15V (AFN)2 )| 2 (0)-

Si nous remplagons (Aéj N )%&) par ® dans cette inégalité on obtient le résultat. O
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3.2.2 Préliminaires

Dans cette sous-section, nous donnons quelques lemmes utiles pour prouver des estimations elliptiques de
la solution.

Nous considérons le probléme elliptique suivant :

Vx - L;PL;VX(B =Vx - IsF + f dans o,
®=0 sur T, (3.22)

—6720,0 =B + (A(I)DN)%W sur X,
ou P est la matrice donnée par (3.16).

Lemme 3.9. Sous 'hypothése (A1), il existe une constante C' = C(M, ¢) > 0 indépendante de ¢ telle que la
solution ® de (3.22) avec Fyy1(-,0) = 0 satisfait

115V x @ L2(00) < CUIF I L2(00) + 177 Fllz2(00) + I8N+ [I71D)-

Démonstration. Prenons le produit scalaire de la premiére équation dans (3.22) avec ® comme solution et

en utilisant la formule de Green et la limite au bord, nous obtenons

C_1||I5VXCAI;HL2(QO) <Vx- L;PL;VXE) =Vx -IsF+f

/ (Vx - IsPIsVx®)®dX = | (Vx - IsF + f)®dX

Qo Qo

- PIgVX<f>-15VX<I>dX+/ (N-Pfévxci)cidsz—/ F-LiVx®dX + [ fo@dX
Q() 20 Q(] QO

/ PLSVXEIS-L;VXédX:/ F-IsVx®dX — f<f>dX+/ (B + (APN)37)D(-, 0)da

Q0 Qo Qo Rd

C IV P32, = /Q F-IVx®dX — | fodX + /R (BHAFY)EB(, 0)d.
0

Qo

— = = — = = 1=
C IV x @122y SIFIlL2(00) sV x @l L2 (00) + 1777 F@llz2(00) + IBIIRC, 0)II + [II(ATY)Z@(-, 0)]

— = = — = = 1
CTHIVx P22y <IFllz200) 115V @lLz (o) + 117" Fll2(00) [T @l z2(00) + IB112C, 0)[ + [V III(ATY) 2@ (-, 0)]]-

Ici, nous obtenons facilement

o0 =]

/ 325('z)dyH <46 H[(;VX&)’

TP L2(00) < ®ll22(00) + VR L2(00) < (14 )15V xP[[2(020)-

Par conséquent, en appliquant le lemme 3.8 au dernier terme de l’estimation ci-dessus, nous obtenons le

résultat. O

1
Lemme 3.10. Soit s > §d + 1. Sous les hypotheses (Al) et (A2) avec ¢ = s, il existe une constante
C = C(M,¢,s) > 0 indépendante de & telle que la solution ® de (3.22) avec Fyy1(-,0) = 0 satisfait

17515V x @[ £2(g) < CUII*Fllz2g) + [17°7 fllz2(0g) + 8118lls + [171]s)-
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Démonstration. 11 est facile de voir que J ® satisfait

Vi - IsPIsVx J°® = Vx - Is(J°F — [J®, P]I;Vx®) 4+ J°f dans o,
J*® =0 sur Iy,

—6720,J°0 = J°B 4+ (APN)2 J% sur 5
et que N - [J?, P]L;VX<E = 0 sur 99y. Par conséquent, en se basant sur la démonstration précédente on a

Vx - IsPIsJ*® = </ JFIsVx® — [J°, P][;V x® — J“Jf%) dX + (J°B+ (APNM)2J59)d
Q() QO

17515V x @ 12(020) SCNIT*FllL2(00) 15V x @l £2(000) + [17° 7 fll 2020 [T @] + 18151l
1= o ~
+ ATz @y[ls + I[7%, P15V x || 12(00)-
Le dernier terme a droite peut étre évalué par une estimation de commutateur
I[7°, alu]l < C||Valls—1||u|ls—1 et une inégalité d’interpolation |ju|ls—1 < e|lul| + Celju|| pour € > 0, et le

lemme 3.8, nous obtenons le résultat. O

1
Lemme 3.11. Soit s > §d' Sous les hypotheses (Al) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que la solution ® de (3.22) avec Fyy1(-,0) =0, on ait

175 (A ™) 2 15V x B 12(00) SCUIT*(AFN)2 Fll1200) + 17°7 (AFN)2 fll22(00) (3.23)
R ) .
H1Blls + 1AM 2Vl + I1Fll2(00) + 17 Fllz2(020) + IV1)-

Démonstration. 11 est facile de voir que (APN)2® satisfait

Vy - LPIVx(APN)3d = Vi - I (APN)2 F — [(APN)2, PII;Vx @) + (APN)2 f =0 dans Q
(A(’JDN)%@:O sur I'g

—0720.(APN) @ = (APM)2 (B + (APN)29) sur B
et que N - [(AODN)%,P]L;VX;I; = 0 sur 09. En appliquant le lemme 3.10 on obtient
175 (AP N) 2 1,V x Bl 12 <0(||JS<A%?N>%Fmo)nfavxémo) + T AFN)?, PV x @] 120

+ 17 AT 2 L2 0o TR 22 o)
+ 18111 (AT ™) 2]l + ||<A5N>%<T>|||<A£’N>%w||s).
Ici, 'inégalité d’interpolation et le lemme 3.5 impliquent que
lulls < ellVull,_y + Cellull < 2|(APN) 2 ulls + Cellull.
Grace a cela et le lemme 3.4, le deuxieme terme a droite de ’estimation ci-dessus peut étre évalué comme
||JS[(A(I)7N)%7P}LSVX‘EHL?(QO) < EHJS(AODN)%IévX(T)HLz(QO) + Cs||16VXEI;HL2(QO)~
Ces estimations et le lemme 3.9, nous obtenons le résultat. O
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Lemme 3.12. Pour tout s € R, la solution ® de (3.22) avec Fyy1(-,0) = Fyi1(-,1) = v = 0 vérifie

§720.9(, 1)l < T (APN)EPLV x®|1200) + [T (ADN)2 Fl|1200) + 175 fll22(000) + 18]l s-

~ ~ h(d|D
Démonstration. Nous prenons 1) € H° arbitrairement et ¥ défini par ¥(-, z) = Ww qui est une
solution au probleme des limites
Vx - IZVxU =0 dans Q
U = ¥ sur Ty
8z{17 =0 sur Xy
nous avons aussi que
I(AG™) 72 L5V x| 2(00) = 9]l L2(00) €t 1¥]] 2200y < [¥]]-
En utilisant les relations (3.18) et (3.19), on a d’apres la formule de Green
/ (J°Vx - IsPI;Vx®)WdX = [ J*(Vx - IsF + f)WdX
Qo Qo
— | JPIsVx® - I;VxUdX +/ (d- J°IsPIsVx®)0dS = — | J°F - I;VxW + J° fUdX
Qo 3o Qo
/ JPI;Vx® - 5VxWdX = | J°F-I;VxW — J°fUdX + (6 2J°0,D(-,1),¢) + (J°8, AP Pp)
Qo QO

Par conséquent, en utilisant les propositions 3.1 et 3.2, nous obtenons
(5720°0.8(,1),0)| = |(F AP PLV xS — F) - (AFY) 1,950 4+ ° fB)dX + (JAFP B, 0)

_9 150 X s 1 =~
|5727°0.8(,1),0)| I AE™)H (PLsV x®l 120y + 1B]I1¥]
S 1 S -1 o~ S T
1 (AR P o) I T (A Y) VT + 177 20 1]

— = s 1 = s 1 s
5720:@(-, 1)lls <(J*(AFN) 2 PIsV x @| 120 + IT°(AFN)2 Fll12(00) + 1° Fll2(20) + 18]l5)-
O

1
Lemme 3.13. Soit s > id' Sous les hypotheses (A1) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante C' =
C(M, ¢, s) > 0 indépendante de & telle que la solution @ de (3.22) avec f = 0 et Fyy1(-,0) = Fyyi(-,1) =7 =0
satisfait

572110 2(, Vs < U (ATN)Z Fll 20y + 1B]ls + 1F | 22(00))-

Démonstration. Par le lemme 3.6 nous avons

|75 (APN)E PV x || 12(00) SC(|T5(AEN) IV x B 12(00) + 17515V x | 12020 -

Ceci et les lemmes 3.10-3.12 donnent I'estimation souhaitée. O
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3.2.3 Estimations de la solution du probleme elliptique

Nous donnons maintenant des estimations de la solution du probléme elliptique (3.18).

Proposition 3.4. Sous ’hypothése (A1), il existe une constante C' = C(M, ¢) > 0 indépendante de ¢ telle que
la solution @ de (3.18) vérifie

1159 x @l 12 (00) < CUIATN)2 8] + 61B11).

Démonstration. Soient ®1 = (¢, 0)h, Py = (0, B)h, EIv)l =P, 00 et EI;Q = ®, 0 O, alors les solutions peuvent

étre décomposer par P = &)1 + 52. En utilisant le lemme 3.9, on a
115V x @2l 2020y < C3|8]|
Il découle des lemmes 3.2 et 3.3 que
15V x@1l12(00) < ClE5Vx®illr2(@) = CAPV 6, 6)% < ClIATN) 3¢l
O

1
Proposition 3.5. Soit s > §d + 1. Sous les hypotheéses (Al) et (A2) avec ¢ = s, il existe une constante
C = C(M,¢,s) > 0 indépendante de ¢ telle que la solution ® de (3.18) vérifie

17159 x @ 200 < € (IAPM)E gl + 811811 ) (3.24)
Démonstration. Soit ®, := (J%¢,0)" et d, =P, 00. Alors, nous obtenons
Vx - IsPIsV x (J°® — &,) = —Vx - I;[J°, P]I;Vx® dans Qg
(J°® —d,) =0 sur Iy
—6720,(J*® — @) = J°B sur 2
Par conséquent, par le lemme 3.9 et par une inégalité d’interpolation, nous obtenons

M5V x (7 = @)12(00) <C (1%, PUsV x| 1200 + 31181l ) .
<el| I 15V x| 2(0) + C=(115V x| 12(0) + OIBll5)-

Par contre, par la proposition 3.4, on a || I;V x @ lL2(00) < C||(ADN) ¢||s. Ces estimations et la proposition

3.4 donnent 'estimation souhaitée. O

1
Proposition 3.6. Soit s > §d + 1. Sous les hypothéses (Al) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C = C(M,¢,s) > 0 indépendante de & telle que la solution ® de (3.18) vérifie

175 (AF™N) 2 IV x @ 2 (00) < CUIAT™M)S]ls + (AT 2 6lls + [18]ls)-
Démonstration. Soit &1 = ((AODN)%é,O)h et ®; = ®; 0 ©. Alors, nous avons
Vx - IsPIsV x ((A N3 —61) — V- [(A(?N)%,P] IsVx® dans
((ADN =0 sur Iy

5720, ((A )% _ 1):(A§N)%5 sur 3
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En multipliant la relation ci-dessus par J *® et en utilisant la formule de Green et par les lemmes 3.10 et 3.4

nous obtenons

1

|7 L5V x (AFY)E® = &1) 1200, <C (I1° |(AF™)3, P| IV x Bl 20 + 18s)
D’apres la proposition 3.5 et le lemme 3.4 on a
17 [(AB™)3, P| 159 x®I| < CI 15V x Bl 120y et 11719 xBillnz(q) < CHAFY)6ls

175 (APN) 2 15V x B || 12(600) <C (175 15V x P 12020y + [(ADM)]ls + [15]]5)
175 (APNM)E LV x @ 12(00) <C([(APM)ols + (AN 2615 + [1B]]5)-

3.2.4 Estimations de décroissance de la norme L

On va donner une L®-estimation de V X;I; afin d’obtenir un ordre correct de § et I’estimation sous une
hypothese plus faible sur la surface de I'eau et le fond.
RE) 06 r
A= L=L') (L==I;') =A +3%4
( 55X S ) ( 68X Py ) 1+ 2

ol Ay est une matrice dont les éléments sont des polynoémes de Vx6 avec des coefficients qui sont aussi

E; dal
polynémes de 62, et A;= ¢ ou
da b

a=0.0+ (1+0.0,)V0,

b= (1+03.0,)%

5? <a(?)) 1220 4 (van)T 5205,

Ay — A(;) 8(935%‘) d(x;)
§—120.0, 8.0;)?
6($J) J ( J)
O\ '+ .~
Par définition, on a P = (det <8X>> A, ou A est la matrice adjointe de A qui s’écrit de la forme

A=A + 62 As, oli Az est une matrice dont les éléments sont des polynémes de V x6. De plus, on voit que

~ (b —&%a*)E; + 6%a’a  —da’
A =
—da 1

90\ 1
det 87 = .
1+ 0.0, + 8 ((1 +0.0.) 512 — (V@)T@z(ﬁj)>

Par ces relations ci-dessus on voit que la matrice P est donnée sous la forme suivante :

[+ 0:0:)Es+ §°Pyy ) o
0Py (140.0.)"" +5°pay
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ol P11, pP1y €t Py sont des matrices d X d, 1 x d et 1 x 1 dont les éléments sont des fonctions rationnelles de
Vx0 et dont les dénominateurs sont définis positifs sous ’hypotheése (A;1). De plus, p;, peut s’écrire sous la

forme pyy, = Py + 6°Pyy, 0l chaque élément de Py, est aussi une fonction rationnelle de Vx6 et
plo = —(1+0.0.) 7 (0:(61, -+ ,0,)" + (1+0.0.)V0.). (3.26)
Nous notons qu’il résulte de (3.17) que
P12(2,0) = P1y(2,1) =0, Pya(z,0) = pyo(z,1) = 0. (3.27)

En utilisant cette notation, nous pouvons réécrire la premiere équation de (3.18) comme

8. (072(1 4 0.0.) " 4+ Pgy) .0 = — V- (14 8.0.)Eq + 62P11) VO — V - (puazci — 9.(Pyy v%) .

En intégrant ceci par rapport & z et en utilisant (3.14), (3.27) et une condition aux limites dans (3.18), on
voit que
0.3 :/ 0. ((1+0.0:)71 + 6%pyy) 0.Bdly
0 . . (3.28)
=—6p- 52/ V- ((1+0.0.)Eq + 6°P11)V®)dy — 52/ V - (p120.®)dy — 6°py, - V.
0 0

On a aussi

1
Vo =Ve— / V. ddy. (3.29)

1
Corollaire 3.1. Soit s > §d + 1. Sous les hypothéses (A1) et (A2) avec ¢ = s, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que la solution ® de (3.18) avec ¢ = 0 satisfait

17°0-@(| 2(0) + 75V 120y < C81B]ls-
Démonstration. Il découle de la proposition 3.5 que
17°0:®]| 2(0) < CO|B]-
Ceci et (3.29) montrent que
17571V @ 12() < [17°0:@ ] 12(2) < OB
O

1
Corollaire 3.2. Soit s > §d + 1. Sous les hypothéses (A1) et (A2) avec ¢ = s, il existe une constante
C = C(M,c,s) > 0 indépendante de § telle que la solution ® de (3.18) avec 3 = 0 satisfait

~ 1 _ ~ 1
175V ]| 2(00) < CIAPY)ZGlls, (175710, @] 1202y < CO*[[(APY)Z 5.
Démonstration. La premiére estimation vient directement de la proposition 3.5. Donc,

175V ®|| 20y < CIIAPY)2 6.
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11 découle de la relation (3.28) que ||J871825||L2(QO) < 052|\JSVX<'1~3||L2(QO). Ceci et la proposition 3.5 donnent
la seconde estimation d’ou

175720, @ 12(0) < CE2[|(APN)Z g,
O

1
Proposition 3.7. Soit r > §d' Sous les hypotheses (A1) et (A2) avec ¢ = r + 1, il existe une constante
C =C(M,c,r) > 0 indépendante de d telle que la solution ® de (3.18) satisfait

9@~ 0) < € (IV6lr +SNAPY) 2611 + 0218141

10-®ll = () < €8 (J(APY) 2641 + 1Blls1)

Démonstration. Notons que ces hypotheses impliquent la délimitation uniforme de Pii, Py, P1o €t leurs

premiers dérivés par rapport a x. Il découle de (3.29) et I'inégalité de Sobolev que
IVl L= 00) < CUVSIr + 81T IV x @ 20y

Ceci, avec la proposition 3.5 donne la premiére estimation de cette proposition. De méme, il résulte de (3.28)
que

10 @ | < () < C* (Hﬂ||r+1 T IV x Bl 20 + IIV‘T’HLOO(QO)) :

La proposition 3.5 et le lemme 3.5, donne la deuxiéme estimation. D’ot le résultat. O

1 1
Corollaire 3.3. Soit s > i(d + 3). Sous les hypothéses (A1)-(A3) avec ¢ = s — 3 il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que la solution ® de (3.18) satisfait (3.24).

Démonstration. La preuve est la méme que celle de la proposition 3.5, sauf que le premier terme sur le c6té

droit de (3.25) est évalué comme :
117, P15V x @] 12(0) <C (llVPIILoo(Qo)||Js*115VX‘AI;HL2(Qo) + ||JSP||L2(QO)||I§VX(£||L°°(QO)>
1, P15V x ®|| 12 () <ll T IV x @[ 12(620) + C- (”LSVX&)”LQ(QD) + HLSVXCBHLoo(QO)) :

Le dernier terme peut étre évaluée par la proposition 3.7 et le lemme 3.5. D’ou le résultat. O

3.2.5 Estimations de la solution ® par rapport a (n,b)

La solution ® du probléme elliptique (3.18) dépend de (), b) coefficient de la matrice P.

1
Proposition 3.8. Soit s > §d+ 1 et m € N. Sous les hypotheses (A1) — (A44) avec g = s, il existe une constante
C =C(M,c,s,m) > 0 indépendante de § telle que la solution ® de (3.18) satisfait

| 7159 (D@l il )|

~ ~ DN\ &
sy S CWllary - il (APNE6] +6181,)

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.
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Démonstration. Nous ne montrons 'estimation que dans le cas m = 1, et le cas général peut étre prouvé
de la méme maniére. Pour simplifier, nous écrivons EI;,, = Dni[ﬁ] et P, = D, P[n]. En prenant la dérivée de

Fréchet de (3.18), nous obtenons

Vx - IsPI;Vx®, = —Vx - IsP,Is5Vx® dans Q
57, =0 sur Iy

_5_2625n =0 sur X
Par conséquent, par les lemmes 3.10 et 3.5 et les propositions 3.5 et 3.7, nous voyons que

17215V x @y || 2 () SCIIT*PylsV x| 120y

17159 x Byl 12(20) <C (1Pl (20) 17715V xBll () + 17" Pyl 200) | 5V @ 1< ) )
Or, [Pyl Lo o) + 117 PyllL2(00) < Clinllsy 2
17° 159 5By ) < Cllillry (142201, + 11811,
ce qui donne ’estimation souhaitée. O

1
Corollaire 3.4. Soit s > §d + 1 et m € N. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s, il existe une constante
C = C(M,¢,s,m) > 0 indépendante de & telle que la solution ® de (3.18) avec ¢ = 0 satisfait

150Dy &7, - ) 2000y + 1T V(DR B, T2 < OOty [m L3 18-
Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.

Démonstration. Le premier terme de ’estimation vient directement de la proposition 3.8. D’autre part, il
découle de la relation (3.29) que
1
VD,® = —/ Vo.D,®dy.
z

Donc,
17571V Dy @]l 12(0g) SCNI°0:Dy @] £2(02) < O[]l oy 1 1Bl
0

1
Corollaire 3.5. Soit s > §d et m € N. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C =C(M,c,s,m)> 0 indépendante de J telle que la solution ® de (3.18) avec 8 = 0 satisfait

= ~ _ =~ ~ ~ ~ 1
| J°0-(D @771, -+ )| 22 (020) 15 V(D @, -+ s i) L2 (020) < C6 1M llss3 - Tl s 2 1(AGY) 2 541
Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.

. on. . . —1 Y Seriv _
Démonstration. Nous ne montrons 'estimation que dans le cas m = 1. Pour simplifier, nous écrivons @,

Dn:f)[ﬁ]. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.28) d’une part et les propositions 3.5, 3.7 et 3.8 et le lemme
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3.5, nous voyons que

17°0: || 2 (0y) <C8 (IIJSHVXEI;nIIL?(Qo) + |7V x (Dbl | 22 (020) |V x @ Lo (20)
+ ||vx<Dnem>|Lw<go>|ﬁ+lvx&>||mo))

Or, |75V x (Dyfl) 22 (o) + IV x (Dnf[]) 2= (20) < Cllllsr s

sa T ~ 1
17°0: @4 | L2020y < C8[1ll 1.3 1(AT™) 2 bl s
~ 1 ~
D’autre part, par la relation (3.29) on a V®, = —/ V0,®, et aussi
z
17571V, L2 () < N17°0:Py L2 (0)-

Ce qui donne l'estimation souhaitée. O

3.3 Estimations uniformes des opérateurs

ADN, ANN7 ADD et AND

Dans cette section, nous donnerons les normes des opérateurs et ses commuta-

teurs dans les espaces de Sobolev. Nous analysons surtout la dépendance du petit parametre § pour obtenir
des estimations uniformes par rapport a J. De plus, ces opérateurs dépendent de la fonction inconnue 7, nous

devons également examiner avec précision la dépendance a la régularité de 7.

3.3.1 Norme de l'opérateur APV

Les quatre propositions suivantes sur Popérateur APY = APN (n,b,8) ont été données dans [12].
1
Proposition 3.9. Soit s > §d + 1. Sous les hypotheéses (A1) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C =C(M,c,s) >0 indépendante de ¢ telle que
1
IAPM)ells < CUAFM)lls + 1(AFY)Z6]ls).-
En particulier, on a
IAPY lls < CO™ [l 1-
1
Proposition 3.10. Soit s > §d + 2. Sous les hypothéses (A1) et (A2) avec ¢ = s, nous supposons que
1(m,b)]|s+1 < M, alors il existe une constante C' = C(M, ¢, s) > 0 indépendante de § telle que
1 1
[APY gl < Ca 2 (AFY)2 | oy
La proposition suivante est une justification mathématiquement rigoureuse du développement de l'opéra-
teur APY par rapport a 2.

, il existe une constante

N | Ot

1
Proposition 3.11. Soit s > §d. Sous les hypothéses (A1)-(A3) avec ¢ = s +
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

APV 649 - (140 - B V)|, < Cs? (H<A5N>%¢HS+3 + ||v¢||s) :
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Démonstration. Soit ® := ¢ et ® := ® 0 ©. On utilise la relation (3.18) et puisque
9.®(-,0) =0 et 6720,0(-,1) = APNg.
On voit que
1 ~
APN g = / A ((6*2(1 +0.0.)"" + pao) az<1>) dy
0
1 _ 1 _
== [V (0.0 B+ 2P0) Ty — [V (010:8))s
0 0
Ot nous avons utilisé (3.27) et (3.28). Par (3.26) nous avons

1 1
O(-,2) =¢ — / 0.9(-,y)dy et / (140,0,)dy =1+ n—b et aussi
z 0

APNG+ V- ((1+n—-bVe) = /01 V- ((1+0.6.) /1 V@Z$(~,y)dy)dy

1 - 1 -
e / V- (P V&dy - / V- (pr1o0-))dy.

Par conséquent, on a
IAPNG 5 - (141 = 5)VO)lls <C (82T 2V p2(ay) + 17208 2 ) -
En utilisant la relation (3.28) on obtient

175420, ® | 12(600) < CO*[| T T3V P 1202

Proposition 3.12. ‘ (ADN¢7 V) ‘ < \/(ADN¢7 ®) \/(ADN’L/J, ).
Proposition 3.13. Sous '’hypothese (Al), il existe une constante C' = C(M,c) > 0 indépendante de 4 telle
que

IAPY ¢ 1 < C V.

Démonstration. Soit ® = (¢,0)" et & = 0 ©. Alors, ® satisfait (3.18) avec 8 =0 et 6 20,8(-,1) = APV .

Par conséquent, d’apres des lemmes 3.12 et 3.5 que
APl < 172 (APY) PV x @ 12 ().
Pour s=—-1ona
IAPY] 1 < 1 THAPY)E PLVx Bl 120y < IPLVx® 20 < CIVE.

Par les lemmes 3.2, 3.1 et 3.3 on obtient 'estimation souhaitée. O
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3.3.2 Estimations sur les commutateurs

Pour obtenir des estimations d’énergie sur le linéarisé des équations (2.34), il faudra controler plusieurs

commutateurs.

1
Proposition 3.14. Soit r > §d' Sous les hypotheses (A1) et (A2) avec ¢ = r + 1, il existe une constante
C =C(M,c,r) > 0 indépendante de ¢ telle que

[V, APY] ¢, <C V9.
Démonstration. Soit ® = (¢,0))", &; = (0:0, 0)", d=>do O, o, =P,00. Alors,

Vx - IsPIsVx(8;® — ®;)) = -V - I5(8; P)[s;Vx® dans Qo
(8;® — ®;) =0, 620,(0;® — ®;) = [0;, APN]p sur T (3.30)
—(5_262(@-&) — 51) =0 sur X

En utilisant la formule de Green on a

—/ JHAPNYIPIsV x (0;® — ;) I,V x DdX + [0;, APN]¢
Qo

= / J Y APNY2 (0;P) 5V x ® - I;V x DdX.
Qo

10, A2¥) o], < |77 (A8)} PLY (03 - B)

+ H‘]_l(A(l))N)%(az’P)LSVXa)‘

L2(Q0) L2(Q0)

D’apres les lemmes 3.12 et 3.5, nous avons

|77 )PV x (0,8 - B:)

<C Hfévx(a@ -3,

L2(Q0) L2(0)

HJ‘l(A(?N)%(aiP)L;VX&)HL <CH(8Z-P)L;VX§>‘

2(Q0) L2(Q0)

D’autre part, par le lemme 3.9, nous avons

Hfévx(a@ ~ )

< CH(&»P)INX%H < CHL;VXE)‘

L2(Q0) L2(Q0) L2(Q0)

D’ou d’apres les lemmes 3.2, 3.1 et 3.3 nous obtenons

|6 APY] ]|, < |[19xd| | <c)vel.

L2(Q0)

O

1
Proposition 3.15. Soit r > §d' Sous les hypotheses (A1) et (A2) avec ¢ = r + 1, il existe une constante
C =C(M,c,r) > 0 indépendante de § telle que

1[AP, 2] 6], < C | Vall, ., ]
Démonstration. Soit ® = (¢,0)", A= (a,0)", &, = (as,0)", ©=000, A=A00et Ef)é = 05 00. Alors,

Vx - sPI;Vx (D, — AD) = —2PI;Vx A- I;Vx® dans Q
(Da — AD) =0, 6720,(Dy — AD) = [APN a]p — pAPNa sur T

—5_282(&)g — AWCI;) =0 sur Xy
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Par conséquent, d’apres les lemmes 3.12 et 3.5 nous avons
I[APY, alé — oAPNa|| <|(AF™)2 PIsVx (Ba — AD)| 120y +20|PLVx A~ 5V xP| 2 ()
IIAPY )¢ — oAV al| <C (/15V x (Ba = A8) |12y + 11V x A+ LV xBll12(01))
Par le lemme 3.9 nous avons
115V x (B — AB)||12(00) < ClIsVx A - 15V x B 12 (020
En outre, notons que aussi
Vx - I;PIsVxJ(®, — AD) = —2JPIsVx A - I;Vx® — V - I5[J, P)I;Vx(®a — AD) dans
J(&Dé — A®) =0, sur Iy
—5_282J(<T>§ —AD) =0 sur %
le lemme 3.9 nous donne aussi

[TI5V x (B — A®)|| 12 (0y) SC|[J, PlIsV x (P — A®)|| 12100 + |PIsVx A - IV x®| 12(020))
|TI5V x (Bg — AD)[|2(0) <C (HL;VX(ZI;é — A®)| L2(g) + |15V x A L;VX%HLQ(QU)) :

Ainsi, en utilisant les propositions 3.9, 3.7 et les lemmes 3.2, 3.1, 3.3 et 3.5, nous obtenons

[[APN, 2l < [6APNal| + CllI;Vx A [V x| 1200y
< (J9IAP N all, + 115V x Al ) 115V x Bl 2200
< ClVallrsaldlh.

O

1
Proposition 3.16. Soit s > §d + 1. Sous les hypotheses (Al) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C =C(M,c,s) >0 indépendante de ¢ telle que

|75, A2 o < ¢ | (a8¥)* ]| -

1
Proposition 3.17. Soit r > §d. Sous I'hypothese (A1), il existe une constante C = C'(M, ¢, r) > 0 indépendante
de ¢ telle que

‘ [6t7ADN] (ba ¢| < C ||(77t’ bt)HrJrl (ADNd)? ¢) .

1
Proposition 3.18. Soit r > §d' Sous 'hypothese (A1) et [[(n,0)]lr+2 < M, il existe une constante C' =
C(M,e¢,r) > 0 indépendante de § telle que

|(APN g, v- V)| < C vl (APN o, 0).

La preuve de ces trois propositions ci-dessus sur 'opérateur A" ont été données dans [12].
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3.3.3 Normes sur les opérateurs AVY, ANP et APP

Nous donnons maintenant les estimations des opérateurs.

1
Proposition 3.19. Soit s > §d. Sous les hypotheéses (A1) et (A2) avec ¢ = s + 1, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

IANN Bl < ClIBIs-

Démonstration. Soit ® = (0,3)" et ® = ® 0 ©. Alors,  satisfait (3.18) avec ¢ = 0 et §29,0(-,1) = ANV 3.
Ainsi, par le lemme 3.13 on a

5720.9(-, 1)[ls = [ANVB]s < C|IB]s-

Le lemme suivant nous permet d’obtenir les normes des opérateurs associés.
Lemme 3.14. Pour toute fonction ¢ définie dans g, on a

Hé(-,O)H < H(A{)VD)%LgvxiH . HA(?%(.,1)H.

L? (Qo

~ 0 sinh(d6|D|(1 —
Démonstration. Prenons v € H? arbitrairement et soit ¥(-, z) = 0 sinh(9|DI(1 — 2))

N |D| Cosh(5|D|) v qui est une solution

du probléeme de Laplace suivant

Vx - I3VxW =0 dans Q,
U =0 sur Ty,
—6720.0 = v sur X

||(AéVD)_%I6VX‘AI;||L2(QO) = ||v||. Par la formule de Green, on voit que

/ (Vx - IsVxU)®dX = | I;VxU-[;Vx®dX = (N - I3V xW)dS.
QQ Qo aQO

Qo
~ N ~ ~
12(,0), 7]l <II(AGP) 2 L5V x @l 2(00) 17| = 1B(-, 1), AgN]].
Or, d’apres la proposition 3.3
Ainsi,

oo < g

APPG(.,1 H
L2(Q) + H o 20 1)
O

1
Proposition 3.20. Soit s > §(d + 5). Sous les hypotheses (A1)-(A3) avec ¢ = s — 1, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

IVAPP]ls1 < CI Vol et [APPG], < Cllé]le
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Démonstration. Soit ® = (¢,0)" et ® = ® 0 O. Alors, ® satisfait(3.18) avec 8 = 0, B(-,1) = ¢ et (-,0) =

APP ¢ Par conséquent, en utilisant le lemme 3.14 et la proposition 3.1, nous obtenons

18 APP |l —1 < |5 HAYP) 2 15V x 0B L2 (00) + AP i) 51

10:APP g1 < 25%||JS_%I¢SVX61‘;I;”L2(QO) + 10l s—1-

Ici, on pose aussi ®; := (9;¢,0)" et d, = P, 00. Alors, (3.30) est vérifié. Par conséquent, par le lemme 3.10,

on voit que

[T~ 2 15V x (8;@ — 8,)|| 12 (00) <CIT* 2 (0 P)I5V x| 12620

|J°~2 15V x (8, — B;)]| 72 () <C<||JSg(31P)||L2(Qo)||15VX‘5||L00(90) + ”(aiP)HL“’(QD)”JSgLSVX(T)”L?(QO))
Or [|(:P)l| o= 20) + 1772 (8:P) | 22020y < C

Ot nous avons utilisé les propositions 3.5 et 3.7 et le lemme 3.5. En outre, on obtient aussi

T35V x (a@ — @)

<OVl .

L2(Q0)

03| IR 15V x B4 120y < CO2[[(AFN)20i0] 3 < C10i6]s-1-
Ainsi,
18:APL|l—1 < Cl10:lls—1.

On déduit du résultat ci-dessus que

[APP 3|5 < C|1)s.

O

1
Proposition 3.21. Soit s > §d + 2. Sous les hypotheses (Al) et (A2) avec ¢ = s, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

IAMP 8|5 < € min {62]|]s, 01l Blls—1} -

Démonstration. Soit ® = (0,3)" et ® = ® 0 ©. Alors, ¢ satisfait (3.18) avec ¢ = 0 et B(-,0) = ANP 3. Par

conséquent, en utilisant le lemme 3.14 et les propositions 3.1 et 3.5, nous obtenons
IANPBlls < [177(AGP) 2 15V x|l 2(0) < COIIT* IV x @ 12(05) < 8Bl
D’apres le lemme 3.14 et les propositions 3.1, 3.4 et 3.6, nous voyons que
IANPBlls <1 7*(AGP) 2 15V x|l 120y
IAYPB], <C (1757 DIAYP) 15V ] gy + (A P) 5V x 20
IANPB]l, <C6 (17 APM) LV x Bl 1) + 115V x Bl 220 )

IANP s <C8|B|s-1-

O, nous avons utilisé la relation

ID]PAYP = 62ALN.
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Les deux propositions suivantes sont des justifications mathématiquement rigoureuses du développement

asymptotique de (2.38).

1
Proposition 3.22. Soit s > §d — 1. Sous les hypotheéses (A1) et (A2) avec ¢ = s + 2, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de J telle que

IANYB + Blls < C8%||Blls-+2-

Démonstration. Soit ® = (0,8)" et & = ® o O. Alors, ® satisfait (3.17) et ANNB = §720.8(-,1). Par

conséquent, en utilisant les relations (3.14) et (3.27), nous avons
1 ~ ~ ~
AVNB=-B-V. / (14 0,0,)V® + p150.® + 6P, VO)dy . (3.31)
0

D’aprés (3.31) et le corollaire 3.1, on a [|[ANY 3 + B|s < C6%||8]|ss2- O

1
Proposition 3.23. Soit s > §d — 2. Sous les hypothéses (A1) et (A2) avec ¢ = s + 4, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

1
IAYY B+ 8 462V - (L+n = b)(Vm)B+ 51+ =) VB)|ls < C8"[1B]l 514
Démonstration. Soit ® := (0, )" et ® := ® 0 ©. Il résulte de (3.17) que

0,0 + 6%(1 4 0.0.)8 = — 6°(1 + 9.6.,) x {pQQazEIS +p1o- Vx®

z (3.32)
0
Pour que
17552(0:® + 6*(1 + 0.02)8) 12 (020) < O[TV x @ 120 -

Au vu de la relation

B4 02240, —1—n)B = / (0.8 + 62(1 + 0.0.)8)dy. (3.33)

1
on a
|75V (@ +6%(2 + 6. — 1= 0)B) 120y < CO° TV x D L2(qy).

Par conséquent, par le corollaire 3.1, on a

1TV (@ 4 6% (2 + 62 — 1 = 1)B) | L2(00) < C8*[1Bllo44. (3.34)

Par contre, par (3.14) et (3.26) on voit que
1
/ {(1 +0.0.)V (=2 —0.+1+n)p) — ply(l + &Jk)ﬂ}dy
0

1
:/ 32{(z+92)V(1+7]),8);(ZJer)zVﬂJr(91,~~~6d)TB}dy
0

=(Ut = D)V + (147~ b)?VB.
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Par conséquent, nous réécrivons (3.31) comme
1 Lo~ ~
ANNB =B -5V - ((1 +n-=0)(Vn)B+ 5(1 +n - b)2V6> —0°V - / (P120.® + P11 V®)dy
0
1
—V'/ {(1+3202)V(<I>+52(z+0z —1-n)p) (3.35)
0
X L

D’aprés (3.35), le corollaire 3.1 et la relation (3.34), on obtient I’estimation souhaitée. O

3.3.4 Estimations sur les dérivées de formes des opérateurs

Nous donnons les estimations des dérivées au sens de Fréchet des opérateurs de APYN et ANV,

1
Proposition 3.24. Soit s > §d et m € N. Sous les hypotheéses (A1), (A2) et (A4) avec ¢ = s+ 1, il existe une
constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de ¢ telle que

HD;nADN[ﬁla T ’ﬁm](bHs <C ||ﬁ1||s+% e ”ﬁmHer%

ADN%H .
(Ao )¢s+1

ADN

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de par rapport a b.

Démonstration. Nous ne montrons 1’estimation que dans le cas m = 1. Soit ® = (¢, O)Fl et ®=do0O. Alors,

on a

V- IsPI;Vx® =0 dans Qp
(1) =0, 620.0(-,1) = APN¢ sur T
—(5_2@21;(-,0):0 sur Y.

Posons Af? No = D,APN[7]¢, &)n = D,,&)[?ﬂ et P, = D, P[7]. En prenant la dérivée de Fréchet de 1'équation

ci-dessus, nous obtenons

Vx - I;PI;Vx®, = —Vx - 5P, [5Vx® dans Q
B,(-,1) = 0,6720,8,(, 1) = APVo  swr Ty
—6729,9,(-,0) =0 sur - Yo (a)

_ o—9IDI(1-2

Nous prenons ¢ € H° arbitrairement et U définie par \TI(, 2) )w. En prenant le produit scalaire

de Déquation et J°U € L () et en utilisant la formule de Green, nous avons

(JPADN G, ) = /

J P I;Vx® - [5VxWdX + / J*PI;Vx®, - IsVxUdX.
Qo

Qo

Au vu de [|(APM) "2 IV x 0| 1200y < CllY]|L2(00), O a

IAPN g|| <C(T5(APN)2 Py IsV x @[ 12(0) + [I(APN) 2 J° PLsV x By 12(0))

AN 9]l <C (11 Py sV x Bl + 17 PLVx®y12(0y) ()
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En prenant le produit scalaire de la premiére équation dans (a) et J2(S+1)5n € L*(Q) et en utilisant la

formule de Green

/ PJS+1I(SVXE)77 . JS+1LSVX&)7]CZX — / [Jerl’ P]LSVXEDW . JS+II5VXE)ndX
Q0 o

~ / JHP VX ® - S V@, dX.
Qo
Ou [J*TY, Plu= J*T' Pu— PJ* "y = JT Py = [J°TY, Plu+ PJ*u

Ce qui implique que

[T 5V x @y || 22 (600) < CUITHY, PIV x®y || 2(0) + 75T Py IsV x | 12 (0))

1T 15V x| 2 (0) < CUIT L5V x Byl 20020 + 177 Py IsV x| L20))- (€)
En prenant cette fois ci EI;n € L*(Q) dans (a)on a

115V x®y |l 12 (00) < 1Py L5V x @l 2 (020

Par 'inégalité d’interpolation on obtient

175 15V x @y | 200y SCIT* TPy IsV x| 12000

[T L5V x @y | 2(020) SCIT* TPyl 12(00) 5V x Pyl o0 (520) + [V Pyl oo (20) |75 L5V x @y | 2262
, - - 1

17 15V x @yl 2 (0) <CTllo43 1(ATY) 2 &l

Ot nous avons utilisé les lemmes 3.5 et la proposition 3.7.

1
Proposition 3.25. Soit s > (d + 1) et m € N. Sous les hypotheses (A1), (A2) et (A4) avec ¢ = s + 2

existe une constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de ¢ telle que
DN~ ~ -1~ ~ DNy
125NN i o], < O8Il il | (A8 ]|,
Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.

Démonstration. En utilisant la relation (b) on a

[APN 6|l <CIT*HPIsV x®y | 12 (00) + 1T Py IsVx @] 12 (620))

IAPN $ll, <CO™2 (| I3 PV x Pyl 2(0) + 17772 L5V x @l 12(0)

il

Par conséquent, par les mémes argument de la preuve de la proposition précédente, nous obtenons ’estimation

souhaitée.

O

La proposition suivante est une modification de I’estimation de la proposition 3.24. Plus précisément, on

améliore la norme de (71, - ,7m) et Phypothese sur la régularité de la surface de Ieau et le fond.

1 1
Proposition 3.26. Soit s > §d+2 et m € N. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s+§ et [|nlls+1+[blls1z <

M, il existe une constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de ¢ telle que

| APN i alll, < C il - Wil [(AP™) R0

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.
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Démonstration. Nous montrons seulement I'estimation dans le cas m = 1. Il suffit d’évaluer || D, AP [7]$]|s—1

et |V(DyAPN[7]$)||s—1. Par la proposition 3.24 on a
1Dy AP [l a1 < Clliflloy 1 I(ATY)2 6.
Soit T}Z un opérateur de translation par rapport a la variable spatiale, qui s’écrit
(TZ(“))@) =u(r1, 01,25 + h,xjq1,0 0, 2a).

Alors, il est claire que

TIAPN (n,b,8) = APN (T, T)b,6)T}
et que

VAPN ¢ = APNV ¢ + D, APN[Vn]¢ + DyAPN [Vb] .
Par conséquent, nous voyons que
V(D,APYN[)¢) = D,,(VAPN ¢)[7].
0;(Dy AN [i)¢) = DyAPN[]0; + Dy (D APN (9] ) 0] + Dy DeAP™ [17, ;0]
Ici, par la proposition 3.24 nous avons
1Dy Dy AN (77, 03810 |51 < Cllilll s 1 1950552 1(ATY) 5.
| Dy APN0; 151 < O8] 41105 (AFN)2 6.
Il découle du théoreme 3.2 que
DyAPN[m]¢ = — S*APN{(1+ 0%Vl ) TN AN 6+ Vi - V) (9m)}
=V A(Vo— 1+ 6%V ) THAPN ¢ + Vi - Vo) V) (9;m)}
Dy(Dy APN[0;m]0)[7] = — 62Dy APN[]{(1 + 62|V *) " (APN ¢ + Vi - V) (9m) }

— AP+ 82[Vnl?) T AP § + Vi - V) (9;7)

+(1+ 82V ) "Dy AP ] + Vi - V) (91)

—20%(1+ 8%|V|*)~2(Vn - Vi (APN ¢ + Vi - Vo) (9;m)}

~VA{(Vo— (1 +8%|Vn*) " (APN ¢ + Vi - V) Vi) (9;7)

— 621+ 6*[Vnl*) " (Dy AP )6 + VT - V) (9;m) V7

— 82 (1+8[Vn*)"HAPN ¢ + Vi - Vo) (9;m) VT

+284 (14 6% Vn*) "2 (V- V) (AN § + Vi - V) (9m) Vin}-
Par conséquent, par les propositions 3.25, 3.9 et 3.10 et le lemme 3.5 nous voyons que

1D (D APY[81]0) [} |51 <C {|[77lls11 (GIAPT ol + [V lls) + 8| Dy APN (7] }

1Dy (Dy APN [05m]) [l s—1 <Clflls 1 [I(AF™)2 0l 1-
Donc, on obtient

IV (D APN 10 51 < Clllls 1l (ATY)2 61

Ou nous avons utilisé les propositions 3.24 et 3.9 et le lemme 3.5. D’out le résultat. O
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Nous allons donner les estimations des dérivées au sens de Fréchet de Papplication ANY = ANY (n,b,0).

1
Proposition 3.27. Soit s > i(d + 1) et m € N. Sous les hypotheses (Al)-(A4) avec ¢ = s + 1 et il existe une
constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de § telle que

~ ~ 1o ~
’|D7TANN[7717 T 777m]»3||8 S CLER (77} ||nm||s+1||ﬁ||s+%~
Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.

Démonstration. Nous montrons seulement l'estimation dans le cas m = 1 et le cas général peut étre prouver
de la méme maniére. Soit ® = (0, 3)", ® = ®oO. Alors,  satisfait (3.18) avec ¢ = 0 et 6~ 20,8(-,1) = ANV g.
Pour simplifier, on écrit
ANNB = D,ANN[FB, @, = D, @[] et P, = D, P[i.

Prenant la dérivée de Fréchet de (3.18) par rapport & 7, on obtient

Vx - I;PIsVx®, = —Vx - IsP,Is5Vx® dans Q

B, =0, 6720,9,(,1) = ANY3 sur Ty

—6_26z<5n(-, 0)=0 sur X
Par conséquent, par les lemmes 3.13 et 3.5, on obtient

IAYY 81, <C (I7°(AE™)E PIs 0 x® 120 + 1Py 15V B 120

. . N (3.36)
IAY Y Blls C2(|T542 Py L5V x @] £2() -
Comme dans la preuve de la proposition 3.2, on a
17542 Py 5V x ®| 12 (00) <CIPy Il (00 17 sV x 22 (00) + 175 Pyl 22(020) | 15V x @ | 2520
|74 Py 15V x Bl 26y <Cillss1]lBllos - Done
IANNBll, < C2 [l 1181y 5
O

Afin d’obtenir I’estimation de opérateur ANVY dans la proposition 3.19 sous une hypothése plus faible

sur la surface de I’eau et le fond, on donne le corollaire de la proposition précédente.

1
Corollaire 3.6. Soit s > §(d + 3). En plus des hypothéses (A1)-(A4) avec ¢ = s, nous supposons que
l(n,0)]ls+1 < M. Alors, il existe une constante C' = C'(M, ¢, s) > 0 indépendante de § telle que

IANYY Bl < ClIBIs-

Démonstration. 11 suffit d’évaluer [|[ANNB|,_1 et ||[VAVYB|[s_1. Nous avons dans la proposition 3.19 que
IANNBlls—1 < C|Bls—1. Soit Ti un opérateur de translation par rapport a la variable spatiale. Alors, il est

claire que TgANN(n, b,9) = ANN(T;{U, T,{ZL J)Tg et que
;ANN B = ANN9, 8 + D, ANN[9;n]8 + Dy ANN [9,]8. (3.37)
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Par conséquent, par les propositions 3.19 et 3.27, nous obtenons

IAY8), - < C (IVBllss + 1(T9, T8)sl18ll.—y ) < CIB

Ainsi on obtient ’estimation souhaitée. O

1
Proposition 3.28. Soit s > id et m € N. Sous les hypothéses (A1)-(A4) avec g = s+ 1, il existe une constante
C =C(M,c,s,m)> 0 indépendante de § telle que

1D AN 71, ] Blls < COllTllsrs - lmllor 2 1Bl s41-

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport a b.

Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons ’estimation que dans le cas m = 1 et utilisons la méme

notation que dans la preuve de la proposition 3.27. Il découle de la relation (3.36) et le lemme 3.5 que

IANN Blls SCUIT*H P IsV x| 120y
IANNBlls <CIT*F Py | 2(0) | 15V x @l 2 (20) + 1Pyl oo (20) 15T L5V x @[ L2y )

Ceci avec les propositions 3.5 et 3.7 donnent 1’estimation souhaitée. O

1
Proposition 3.29. Soit s > id — 1 et m € N. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s + 2, il existe une
constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de ¢ telle que

1D AN i1, ] Blls < CO [Tl g s - mll g 5 1Blls-v2-

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de ANY par rapport & b.

Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons ’estimation que dans le cas m = 1 et utilisons la méme

notation que dans la preuve de la proposition 3.27. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.31) nous voyons

que
Dy ANN 7185 <CIT Y x @yl L2 (20) + IV (Do) [ Lo 00) 17T VX @l 220y
D, ANN (71815 O[] o35 118l s2-

Ou nous avons utilisé les corollaires 3.1 et 3.4. D’ou le résultat. O

La proposition suivante est une modification de ’estimation de la proposition ci-dessus. En particulier,

nous améliorons la norme de (771, - - -, 7,n) et Uhypothése sur la régularité de la surface de 1'eau et du fond.

1
Proposition 3.30. Soit s > §d+2 et m € N. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s+1 et ||[n[s2+[bl[ 13 <
M, il existe une constante C' = C(M, ¢, s,m) > 0 indépendante de ¢ telle que

IDFANN [, ] Blls < CE [T llswz - 17m | s+2]|Blls+2-

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de ANY par rapport a b.
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Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons I'estimation que dans le cas m = 1. Il suffit d’évaluer
Dy A )8l s—1 et [V (Dy ANN [1]B) -1

Par la proposition 3.29 on a
DR AN 7)) 51 < C([7fll s 3118 s41-
Au vu de (3.37), on voit que
V(DyAYY)B) = Dy (VAT 3) 5]
V(DAY [7)8) = Dy(Dy AYN [V B)[7) + Dy DyAYN [17, V0] 3 + Dy ANV ]V .
1Dy Dy AN N7, V)8 a1 < CO|ll 1319043 18] o1 Bt
DR AN [V Bs-1 < C8|[7fll s3IV B 541
Il découle du théoreme 3.2 que
DyAMN [V = =6 APN{(1 + 82|V 2) THVmANY B} + 67V - {(1 + 82|V *) TH (V) AN B) V)
Dy(DyAMN V] B)[] = — 6% Dy APN [ {(1 + 82|V |*) T (Vi) AV 5}
— S2APN{(L + 6% VnI?) T (VAN B + (Vi) Dy AN [7]6)
= 26%(1+ 8|V [*) (V- Vi) (Vi) AV 5}
+ 7V - {(1+ 0% V)T (VAN B + (V) Dy ANY [7]8) Vi
—26%(1+ 82V [*)~2(Vn - Vi) (Vi) (AYY B) Vi
+ (14 0% Vn) T (V) (AN B) V).
Par conséquent, par les propositions 3.24, 3.9 et 3.28, le lemme 3.5 et le corollaire 3.6, on voit que
1Dy (Dy AN [V B) ] 5—1 <C (82 [7lls2l AN Bllst1 + 8| Dy AN N [7]B]]5)

1Dy (DyAPP V] B) )| s—1 <CO*[lflls-s2llBlls1-

De sorte que nous obtenons
IV (Dy AN B [ls—1 < CO*[l] 521 B|s+2- Dot le résultat.

O

En corollaire de cette proposition, on peut obtenir Pestimation de I'opérateur ANV dans la proposition

3.22 sous une hypothese plus faible sur la surface de 1’eau et le fond.

1
Corollaire 3.7. Soit s > §d + 3. En plus les hypotheses (A1)-(A4) avec ¢ = s + 1, nous supposons que
(n,b)]|s4+2 < M. Alors, il existe une constante C' = C'(M, ¢, s) > 0 indépendante de § telle que

IANYB + Blls < C82|Blls+2-
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Démonstration. 11 suffit d’évaluer |[ANYN3 + Blls_1 et |[V(AYNB + B)||s_1. Par la proposition 3.22 on a
IANN B + Bls—1 < C6?||B]|s41. Donc, par (3.36) et les propositions 3.22 et 3.30, nous obtenons
10;(AYN B+ B)ls—1 <IAYT0; 8 + 0;Blls—1 + 1Dy AV [0m] Blls—1 + | Dy AN [0;b] 851
10;(ANN B+ B)ls—1 <C82 (10;8]l5+1 + (1057, 0;8) 51118l s+1) -

Par conséquent, nous obtenons ’estimation souhaitée. O

Nous terminons cette section en donnant des développements des dérivées au sens de Fréchet des opéra-
teurs APYN et AMYN avec des estimations des termes d’erreur.
Proposition 3.31. Soit s > %d — 1. Sous les hypotheses (A1)-(A4) avecq = s + 3, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

|PaAP¥ (@6 + DAPY g+ v - ((7-0) ¥o) (A8Y)* o

<o)

s+3 s+3

Démonstration. Nous montrons seulement 1’estimation pour DnAD N L’estimation de DyAPY peut étre prou-

vée de la méme maniere. Soit ® = (¢,0)" et ®=®00. On a alors (3.18) avec 8 =0, et a la place (3.31),
1 1
APNg + V. (1+n—-0bVep)=V- / {(1 + az@Z)V/ 0,P(-,y)dy — P50, P — (52P11V‘1)} dy.
0 z

Pour simplifier, on écrit (57, = Dn&)[?ﬂ. Prenant la dérivée de Fréchet de I’équation ci-dessus par rapport a 7,

on obtient
| Dy APN 6 + V- (V) s SO 20.y | L2(00) + 017 8y 120
+ Cllls2 (14209 2(0) + 0% |/ VB 2(0))
1D, APN [+ V - (V)5 <CO il oy 3 [ (ATN) 7 6515
Ou nous avons utilisé les corollaires 3.2 et 3.5. D’ou le résultat. O

1
Proposition 3.32. Soit s > §d — 1. Sous les hypotheéses (Al)-(A4) avec ¢ = s + 4, il existe une constante
C =C(M,c,s) > 0 indépendante de ¢ telle que

| Dy ANN )3 + DyANN B + 62V - (141 = b)(V)B + (7 = B) (V)8
+(L+1=b) 7 = 0)(VA) s < CO(1,0)[|sx2 18544
Démonstration. Nous ne montrons que ’estimation pour DnAN N L’estimation pour DyANY peut étre prou-

vée de la méme maniére. On pose ® = (0, 3)" et ® = ® 0 ©. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.35) par

rapport a i on obtient
1Dy ANN[F)B + 62V - (L +n = 0)(Vi)B + (V)8 + (L +n = b)(@) (V)5
<O (PUTFTx By | z2qay) + 177V x (@ + (Db 1] ) | 220
+ Cll7lls+2 (52||JS+1VXE)”L2(QO) SV (D + 0% (240, — 1 - U)ﬁ)“L?(Q@) :
Ici, en prenant la dérivée de Fréchet de (3.32) et (3.33) par rapport & 7, on voit que
175V x (@ + 62 (D[] = 1)B) | 2(20) <C8 (17" V Byl ) + lloall VB 20 -

Par les estimations ci-dessus, (3.34) et les corollaires 3.1 et 3.4, nous obtenons l’estimation souhaitée. O
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Chapitre

Le caractere bien posé du probleme de Cauchy

Dans ce chapitre, nous montrons le bien posé du probleme de Cauchy associé aux équations des
ondes de surface. D’abord, nous transformons les équations non linéaires en un systeme d’équations quasi-
linéaires.Ensuite, nous linéarisons les équations des ondes de surface et donnons une estimation d’énergie.

Enfin, nous terminons par prouver les principaux théorémes.

4.1 Equations quasi-linéaires

Réduisons les équations non-linéaires complétes (2.34) & un systéme d’équations quasi-linéaires. Supposons

(1, @) une solution de (2.34). Au vu du théoréme 3.2, on définit Z et v par

Z =1+ 8|V H(APN (0,b,0)p + e TANN (1,6,6) B, + V- Vo)

v="VN¢—562ZVn.

On dérive la deuxiéme équation de (2.34) par rapport a x;, on obtient

G+ %lwﬁ - %(1 + 87| Vnl*) T AP G+ eTIANY B + Vi V) =0,
Dips +0im + N0 - Vo + 6*VomVnZ? — 52 Z0;(APN g+ e T ANNB) — 52 Z(VOm - Vo) — 82 Z(Vn - V;¢) = 0.
Dipy + O + (VO;p — 622V 0;m) - N — 82 Z(N0;p — 62ZN0in) - Vi — 62 Z0;(APN g + e TANNB) = 0.
Dipy + Om +v - (VO — 622NV 0in) — 62 Z0;(APNp + e ANV 3,) = 0.

En dérivant cette derniere équation ci-dessus par rapport a z; et xy, on a
Oijk®t + Oijem + v - {V@ijkqb — 62(ZNV0ijkn + (01.2)V 0 + (8; Z)V Opim + (akZ>Vaij77)}
+ djv - {vam — 6%(ZNV 0pin + (akZ)vam)} + (D) - {Vaij¢ A (8jZ)vam)}
T (O5kv)- {WW - 522V8m} - 52{Zaijk<ADN¢ + e AN ) 4 (0, 2) (0 (APN ¢+ eI ANN 1)

+ (O 2)0ij(APN ¢ 4+ eTTANN B) + (0;1.2)0i(APN ¢ + 51ANNBT)} =0.
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Par la définition (4.5) de Z et v nous avons v = V¢ — §2ZVn = V¢ = v + 622V,
(APNg+ e 'ANN ) = Z(1 4 6°|Vn|?) — Vi - V¢
(APNp+ e ANNB Y =Z —v - V.
Par conséquent, on a
i APN g+ e PANNB ) = 03, Z — v - VOrin — (Oriv) - V) — (Opv) - VO — (03v) - V.
Dij(APN g+ e PAVNB) = 0,7 — v - VO — (0iv) - Vi — (Ov) - VO — (0jv) - VIin.
Dj(APNG + e IANNB ) = 0,17 — v - VOjn — (0j3v) - Vi — (9;0) - VO — (Ov) - V.
Pour que

(Oigd = 0°Z0igum)e + v - V(Dijnd—6"Zigem) + (L + 8°Zy + 80 - VZ)ijnny (4.2)
= 02((8;2) (ki Z) + (06 Z)(03;Z) + (8: 2)(0;1.2)) + fiT* on

FF = — (950) - (Vi — 82°ZVpin) — (Ov) - (Vi — 62 ZV dijn)
— (Ov) - (V01 — 6°ZN O;m) — 52{(3]-2) ((&ﬂvv) -V + (0;v) - V@kn)
+ (0 2) ((81‘]"0) -Vn+ (Ov) - V@ﬂy) + (0;1Z)(0) - Vn}.

Nous écrivons maintenant u = (1,b) et notons par APY et ANY les m ieme dérivées de Fréchet de DN de

lapplication AP et NN de Papplication ANY par rapport & u respectivement. Alors
Oiji(APN g — e TANN B ) = ik 4 APNO 1t — e ANV O, 1By + AP [0u] ¢ — e P AN N [9;5u] By
+ APN[0:u] 05 ¢ + APN [0;u)0hi ¢ + APN [04ulDi; ¢
- e (M0, + ATV By, + ATV Dl )
+ ADN [0 u, ) + APV 00, Bu)d + AP [Driu, Oju)¢
—e! (AQN[aiju, o) Br + AN [0, 0pu) By + AY N[Ok, aju]/37>, ol
ik = gt (A{V N0u)0j1B, + ANN[0;u)0n: B + AVN [aku}aijm) + APN[9u)0np + APN[0;,u] i
+ APN [Ohu) 00 + ADN [05u, 0jul Ok + AN [0;u, Oyl 0;6 + AP N [0y u, 9;u)0;0
— ¢! <A§V N10su, 0ul0k By + AYN [0ju, Oxu)0; 8, + AYN [Dyu, aiu]aj@)
+ APN[05u, Bju, Opuld — e LAY N [D5u, D5u, Oyu) By

En utilisant le théoréeme 3.2, on obtient

APN O+ APN [0ijxulp — e AN [0u) Br = APN (0ij1p — 02 Z0ijxm) — V - (vIijkm) + for,
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e ANN0,ul0k By = —e L2APN (ANNOLB,)0im) + [,
e ANN0;,u)0;8, = —e L 2APN (ANN 0, 8,)050m) + fIF,
e AN [Okiu)0; B, = —e FOPAPN (ANN O 8,)0kim) + f57, o

% = DyAPN[9;55b] ¢ — e~ Dy ANN[8;540] B,
¢ = AP (14 6% |Vn?) T IV (9im) (ANN 1. 8-))
+ 7182V - (14 6%Vn)2) 71 (0:m) (AN 0B, ) V) + e Dy ANN [9;,;6]01.8, -
ST =T AP (1 4+ 82|V MV (95m) (ANN 9,8;))
+ 7102V - (14 82 |1Vn>) 71 (0;um) (AN 0,8, )Vn) + e~ Dy AN [0,4010; 3, -
fe =S APN (1 + 8 (Vnl”) T IVl (Okim) (AN 9, ;)
+e7 10V - (14 0% Vnl?) " (Brem) (AN 0;8,) V) + e Dy AP P [04:0)0; ;.
Par les théorémes 3.2, 3.3, 3.6 et 3.7, nous voyons que
APN (0,u)8550 + APV [055u, ) — e LAY N[Di5u, Opul B, = fEF
APN[9;u)010 + APV [0;5u, Ou)d — e T ADP 855, 8,u) B = 1M
APN[0,u)0ip + APV [Oriu, Oju)p — e AYN [Opiu, D;u]B- = f27, on
% =D, DyAPN [0n), 8;;b]¢ — e 1Dy DyANN [94n), 8;;6] 8- + DEAPN (8,5, b ¢
— e DAY (035, 0] B + AN [04ul (D150 — 67 Z0iym)
+ 2APN((1 4 6%V [*) ™ (9kn) (9im) Ad)
+ 0%V - ((8ym) ZN k) — 8*V - (1 + 6%[Vn|*) (k) (8ijn) Ad) V)
#8214 #IT02) @) x (AP (2001) + 2V V0w - (Ou)V - (29}
=589 { (14 R  0un) % (AN (Z0ua) + 290 90k~ (Oui)V - (Z9)V )

— S2APN (1 + 6%|Vn|*) = (93m) (DyAPN [0kbl — e~ Dy AN N [04b] 37 ))
+ 82V - (L4 8 Vn*) " (0in) (DyAPN [0kb]p — e~ Dy ANN[04,b] ;) V).

g ot fk” s’obtiennent de la méme facon que f7 . Donc, on a

B (APN ¢ — e TANN B) =APN (93510 — 62 Z0;5m) — v - VOijrn — L%y + 71008, + 7" (4.3)
ot L% est un opérateur linéaire ne dépendent que de (n,b, 4, et Br) défini par
Lk = e S2APN (ANN 9, 8,:) 0351 + (ANN 0:8:) 0111 + (AN 9,8, )04t )
;’jk _ i’jk *571(ANNaijkﬁ‘r +aijkﬂ~r) (V ”U) 1jk7]+f”k ’ij ]kz fémg +fz]k f]kz fk”.
Ainsi, nous introduisons deux nouvelles fonctions ;i et 15,5 par
Cz]k ukn,
wz‘jk = 3¢jk¢ - 52Z8ijk77~

76



D’apres les relations (4.2), (4.3) et (4.4) nous obtenons le systéme d’équations quasi-linéaires suivant :

B:Cijr + v - Vijr — APV + LFy = e719,,.8, + fi7*F

- - (4.5)
Bybiji +v - Vi +aCijn = 1gd" + £,
ou a, fil F et g5 * sont données par
a=1+0°Z,+6%0-VZ (4.6)
7 =1+ 52{(33'2)5%2-(2 — e Br) +05(Z — 71 Br)e T Onilr + (06 Z)0i5(Z — 71 Br)
+ (9k(Z - 871ﬂ7)67181jﬁ7— + (81Z)(8jk(Z — 871,87—) + al(Z - 5167—)516]%67'},
" =20 ((0,0)(00i5) + (0u5,)06,) + (B6:) (O ).
ijk

Nous allons donner quelques estimations uniformes des coeflicients v et a, et le reste des termes f; = f;’" et
fo= f;j ¥ Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante
0 = 0,0, 0°¢ = 050, ¢ = Oijre, ¢ — 6°20°n = Oyju¢ — 6 Z(Dijim)
1
E = |[nlls43 + [Vllst2 + [I(ATY)Z (%6 — 6220°n) |
et on posera d2 = d1(My,a, s + 1) la constante apparaissant dans la proposition 3.3.

1
Lemme 4.1. Soit s > §d+ 3, M1,c1 > 0 et supposons que

[Mlls+2 + [VOllst1 < M, [[blls+s + [|Brlls+5 < My (4.7)
1+n(z) —b(z) > ¢ pour =€ R

Alors, il existe une constante C' = C(Mi,c1,8) > 0 telle que pour tout 6 €]0,0d2] et e €]0,1] vérifiant
e16%2 € My, on a

[fills < C(E + 1+ 6% Z]|s+2)-
Démonstration. Par la proposition 3.1, pour tout § €]0, 2] on peut construire un difféomorphisme © vérifiant
les hypotheses (A1) — (A4) avec ¢ = s+ 1 et une constante M indépendante de §. On peut donc directement

évaluer f5 et fg par les propositions 3.9, 3.24, 3.30, le lemme 3.5 et le corollaire 3.6, de sorte que

1(fs> fo)lls < ClInllsts + [1VAlls41 +1).

On peut réécrire symboliquement f, comme
fa = — e YBANN[0u)8? B, + 3AYN[u, 0u)8B, + AYN [Ou, du, OulB;)
+ 3APN[0?u]0¢ 4 3ALN [0u, du)0p + ALY [Ou, du, Du]o,
pour que nous ayons
Ofy = — e HBANN[0u)8 B, + 3ANN[62u)8? B, + 6AY N [Ou, Ou)6? 5,

+ 6AY N[00, 0u)0B, + ANY N [Ou, du, du)dB, + 3AYN [0, du, Hu) B,

+ AYN[Ou, Ou, Ou, U B, ) + 3APN [0%u)0* ¢ + 3AP N [9%u)0¢

+ 3ADPN[0%u, 0u)0p + O(BALN [Ou, du)dp + APN[Ou, du, du)p).
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Par conséquent, par les propositions 3.26 et 3.30 et le lemme 3.5, on obtient

[ falls < ([ falls—1 + IV falls—1 < Clnlls+3 + IVSlls42 + 1).
Concernant, f7, on utilise la proposition 3.26 et le lemme 3.5, on voit que
ALY [0 (D359 — 62 Z0ijnlls

< CIAT™)E (0456 — 622011 41

< C (1AM (D150 — 8220 m) | + V(D156 — 82 Z03;m)] )

<C (1AM (Vo0 — 822V 0m) s + 21 (VZ)Dymlsss + [ Volsra + 021 Z0iml s )
Ici, il découle que

3*[VZ0ijn|ls41 < CO* (IV Z )| ss1ll0snlls—1 + IV ZI|s—1]10s5lls+1)
< CP (| Z)|s42 + 12 snlls+3) -

De méme, on a

62||Zaij77”s+1 < 06 I Zls41 + N Z1Islnlls+3) -

De plus, par la définition (4.1) de Z et les propositions 3.9 et 3.19, le lemme 3.5 et le corollaire 3.7, on a

1Z =& Brlls < CUIVPlls+1 + 1),
ce qui donne aussi
3IZ]ls < CUIVSllspr +1).

Par conséquent, on obtient
IAPN [0 (356 — 62 Zm]|s < C(E + 14 62| Z]s42).

Les autres termes de f7; peuvent étre évalués par les propositions 3.10, 3.24 et 3.30 et le lemme 3.5. Par

exemple, par la proposition 3.10 et le lemme 3.5, on a
SHAPN (1 + 82Vnl*) " (@ym) APN (Zokm) s

< C8° (1(@imAPY (Z0kn)||s+1)
< CF (0ills1 IAPN ZOjn||s—1 + [IAPN (Z0kn) || 541)
< C (|Inlls+31Z0knlls + |20k s+2)
<C (Inllsss + 02112 lo12)

et par la proposition 3.24 on a

16 AP 0] 541 <[ DpAPN 0401V 8]l + Dy APV [VORDIGs + | Du DoAY [V, Obll|s + [[ DAY [O1bl s

SC(Inlls+3 + [IVOlst2)-

Par conséquent, on obtient

I£7]ls < C(E +1+ 8[| Z]|s12).

Ces estimations, ainsi que le corollaire 3.7, on obtient I’estimation souhaitée. O
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1
Proposition 4.1. Soit s > §(d + 7),My,c1 > 0 et supposons les conditions dans (4.7). Alors, il existe une
constante C' = C'(Mj, c1, s) > 0 telle que, pour tout & €]0, ds] et e €]0, 1] vérifiant e~ 16% < M, on a

1Z = e Br Lo + SIAPN)H(Z — 728, ss2 < C(E + 1),
[v]|s42 + [ (ADN) 2 0]|s12 < CE.

Démonstration. Notons que nous avons le difféomorphisme © satisfaisant les hypotheéses (A1)-(A4) avec

q = s+ 1 et l'estimation

1Z = e B ls + 021 Z]|s < C(IVls41 + 1)
Afin d’évaluer les dérivées supérieurs de Z — e~ 1f,, nous allons dériver une expression de Z.
(1482 VnH)Z = APNg — e IANN B, + V- Vo
et en utilisant (4.2) et la définition (4.1) de v, on voit que
(14 82(Vn*)0ijnZ =(APN + V- V) (9ijr¢ — 62 Z0ijam) — L0+ e~ 0ijn 57
— 52 (QZ(V@U -VOrn 4+ VO;n - Vogin + VOogn - Vaijn)
+ (8 2)05|Vn* + (8; 2)0ki |Vl + (06 2) 0351V |* + (8;1.2)8i | V|
+ (0ri Z2)05| V) + (aijZ)akWnF) +VOin - VOjip + V0 - Vb + Voyn - Vb
+ Vajkn Vi + VOrin - V8J¢ + V@ijn -Voro + 52(V77 . VZ)aijk’I] + flijk.
Donc, par les propositions 3.9 et 3.19, les lemmes 3.5, 3.6 et 4.1 et une inégalité d’interpolation, on obtient
_ 1 _
10ij1(Z = &7 B)ls—1+0(AGN) 203 (Z — e B7) |51
<C(E+1+40(AF™N)2 2511+ 02 fill—1)
<C(E+1+40(AF™N)2 21511 + 0% Zl|443)
< e(H(Aé)N)%(Z —e '8 lss2 + |1 Z — €71 B7)||s42) + Co(E + 1) pour tout € > 0.
Cela donne les estimations souhaitées pour Z — e~ 13;, de sorte que nous avons également
P11 Z]ls42 + SINAFN)2 Zllsr2 < C(E +1).
Puisque v = V¢ — 62ZV1n, on obtient ||v||s42 < CE. De plus, d’apres le lemme 3.6 on a
[AFN)20%0s < I(AFN)2 (8% — 82 n)|s + 8 (I (ATN) 2 ((9° Z2) (@) + 21 (AFN)* ((92)(&n)s
1
< E+CE(IATN)2 Zllsr2 + 121|512 + 12010l s43)-
Par conséquent, nous obtenons ’estimation souhaitée pour v. O

1
Proposition 4.2. Soit s > §(d +7), My, c1 > 0 et supposons tenir la condition dans (4.7). Alors il existe une
constante C' = C'(Mj, 1, s) > 0 telle que, pour tout & €]0, ds] et e €]0, 1] vérifiant ¢~ 16% < M, on a

Ifills < CE + 1), [[(AFV)? falls < O 6(E +1).

79



Démonstration. L’estimation de f; est une conséquence directe du lemme 4.1 et de la proposition 4.1. 11
découle des lemmes 3.5 et 3.6 et de la proposition 4.1 que ||(A0DN)%]“3||S < CE. Ceci et la proposition 4.1

donnent 'estimation souhaitée pour fa. O

1
Proposition 4.3. Soit s > §(d+ 7), My,c1 > 0. En plus des conditions dans (4.7) on suppose que |G+ |[s+1 <
My et ||[(n:, ¢¢)|ls < Mie™t. Alors il existe une constante C' = C(Mjy,c1,s) > 0 telle que pour tout & €]0, 6]

et € €]0,1] vérifiant e716% < My, la fonction a définie dans (4.6) satisfait
la—1ls—1 < Ce™, Jla—1st1 < C (e E+ 1)+ [|(ne, D) [lss2) -
Démonstration. Au vu de la proposition 4.1 on a
lvlls +8*1Zlls < C, |[vlls+2 < CE et 6°[|Z]|s42 < C(E +1).
Dérivons la relation suivante par rapport a t
(1+0%Vn|>)Z = APNp — e 'ANNB, + V-V ona

(1+68%|Vn|*)Zy = — 263(Vn - Vi) Z + APV gy — e 2 ANN B + APV [uy)

(4.8)
— e AN [w]B, + V- Vér + Vi - V.
Par conséquent, par les propositions 3.9, 3.19, 3.26, 3.29 et le lemme 3.5, nous voyons que
8 Zells—1 < Ce*
et que
3 Zlls1 < O°(IVZells + 1 Zells) < C (7HE +1) + [[(e, 8e) [l s42) -
Puisque a — 1 = 6%v - VZ + 62Z,, nous obtenons les estimations souhaitées. O

Remarque 4.1. Les fonctions Z et v dans (4.1) sont liées au potentiel de vitesse ® par 6°Z = (9.®)|r() et
v = (V®)[r), de sorte que la fonction a dans (4.6) puisse étre écrit en termes de pression p dans (2.54)

comme

a=—(1+06*Vnl")" (8.p — 6°Vn - Vp)r).-

La proposition suivante assure la positivité de cette fonction a, a savoir la condition de signe de Rayleight-

Taylor. Soit d5 = d1(Mi,c1,7 + 4) la constante apparaissant dans la proposition 3.3

1
Proposition 4.4. Soit r > id’ My, c; > 0 et supposons que

1Bl g + 11Brrllrta + [ Brrrllrrz + 11, 0)llr4s + [[VOllris < M,

]w) e, (t) v <¢t<t> - (5)5 (t)>

r+
el s + 1Vl 0 < Mae™,

+ < My,

r+3 (49)

9
2

1+ n(x,t) —blx,t) > c.
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Alors, il existe une constante C = C(My,c1,7) > 0, telle que pour tout & €]0,d3] et € €]0, 1] vérifiant

£716? < My, 1a fonction a définie dans (4.6) satisfait
a(t)— |1+ AN (1 -5 |V77(t)|2> B 1) 4 0a@ (L

@t(t) - 5_36267'7'7' (z)

(4.10)

< Ce lpour 0<t<e,

T

ott a® est la fonction définie par (2.58). En particulier, si l'on suppose de plus les hypothéses 2.1 et 2.2 alors,

il existe de petites constantes €g, 79 > 0 telles que

1 62
50 <a(z,t) < Ce 1, a,(z,t) < Ce™! tant que 0 <e<eg et |——o|< Y0-
€

Démonstration. Notons que sous notre hypothése nous avons le difféomorphisme © satisfaisant les hypotheses

(A1)-(A4) avec ¢ = + 4 et que Pon a 8F = *9k3 et

o= G, #7 (04 ))

(O3 + VO ()ll, 45 < Ce™ oh 0<t<e,

2
— -0
€

<C <€ +
r+3

) ’ (4.11)

ou (77(0), (b(o)) est la solution approchée définie par (2.57). Par la définition de a, on a
a, =0%(Zy +v-VZ+v-VZ).
De la méme maniere que dans la preuve de la proposition précédente, on obtient facilement

2N+ ol < C et 61 Zellrsr + Joellra < O

Dérivée second de la relation suivante par rapport a t

(1+ V) Z = APNg — e IANNB + V-V, on a

(L4 IVn*)(Zes — €72 Brrr) = = 40°(V0 - Vi) Z — 262 (V) - Ve + Ve |*) Z
— e 202 V| Brrr + ANy — (AN Brrr + Brrr)
+ AP [ue]d — e AY N [uge] B + 287 N [ur]
— 26 A N [wi) Brr + 2V - Vi + APV [ug, i)

- E_lAéVN[uta ut]ﬂr + vn . V(btt + Vntt . V¢
Ce qui, avec les propositions 3.9, 3.24 et 3.29, impliquent que

52||Ztt - 573[3‘1’7’7‘”7‘ g 0571-

Par conséquent, nous obtenons la deuxiéme estimation en (4.10). Pour montrer la premiére estimation nous

notons d’abord que

1Z =18, <C et ||Zs— e 2Brr|l, < Cet.
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Au vu de (4.8), on peut réécrire Z; comme Z; = Zt(o) + Zt(l), ol
1
P2 =20{ ~ V(1= VV6) + V- Vo + 11 - [T,
52 1 5
+ =V L+ =b) (VB + 5 (1 +n —b)"VEr)

52 52 52
= <€) (1 - 62|vn|2)ﬂ77 + ?(V(i) - ;@Vﬁ) : vﬁ‘r

" (5) V- (k= T+ 5= 0795, )
02 SV (0= 06 50 4 (= bV + Vi b Vo
+ 90 V(o 27— 22 vy v )
29 (0= 0T+ (147 = V(= 005}
et
2" = =8|V (2, — 7 Brr) = 20° (V- V) (2 — 77
+ {ADN@ V- ((+n- b)V¢t} + {A?N[utw + V- (= bt)w)}
= e 2 A B 4 PV (= 0T+ (0 0 - 0P|

- el{AiVN[uth £V (L4 11— B)(Vn)Bs + (e — be) (Vn)Bs + (141 — B — btwm)}.

Ici, par hypothese, on a

1
e = bell, oy < My et HV (aﬁt - 2521)3) < M.
r+4
Par les propositions 3.11, 3.23, 3.31 et 3.32 on a aussi ||Zt(1)||r < C.
D’autre part, on peut réécrire §%v - VZ comme
52 52 52

e

v -VZ = ?(w) — ?mvn) VB, + 62 (v NV(Z —e715;) (Z -7 '3,)Vn- v57>.

Par conséquent, on obtient

< 082, o

T

(5 2
a— (1+( > (1—52|vn2)5ﬂ+a<0))

3

52 52 5?2

=2 (Vo= —,Vn) - VB + —V - (L+ 1= )(Vn)B + %(1 +1 =)’V ).
2

— =0

<C<s+
r 13

premiére estimation en (4.10). La derniére assertion de la proposition suit directement & partir de (4.10) et

Compte tenu de (2.58) et (4.11), nous obtenons Ha(o) —oa®

>. Ceux-ci montrent la

de l'inégalité de Sobolev. D’ou le résultat. O
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4.2 Linéarisation des équations
On dérive la deuxiéme équation de (2.34) par rapport a 0, on obtient

¢ +m+ %IWI2 - %2(1 + 0%V ) AP+ e ANN B 4+ Vi - Vo) = 0.
D + 0N+ Vb -V + 6*VonvnZ? — 2 ZO(APN ¢+ e IANNB) — §2Z(Von - V) — 6% Z(Vn - Vog) = 0.
Ay + 0O+ (VOp — 62ZNn) - N — 682 Z(NOp — 62 ZNdn) -V — 2 ZO(APN ¢+ e TANN B ) = 0.
Ay + 0O+ v - (VOp — 622ZVdn) — 2 ZO(APN g+ e ANV B ) = 0.

On sait que 9n; = O(APN ¢+ 'AVNB), on a
D +0n+v - (VOp — 6°ZNdn) — 62 Zdn; =0
(0¢ — 62 Z0) +v -V (9p — 62Z0n) + (1 + 82 Z; + 6%v - VZ)n = 0.
Par le théoreme 3.2, on a
oy = APN(0¢ — 6227) — V - (v7)) + DyAPN [0b]¢ + e Dy AN N [00) 3,
Introduisons de nouvelle fonctions ¢ et ¢ par ¢ := 7 et 1) := ¢ — 62Z0n. Nous obtenons
G+ V- (v¢) = APNep = Dy APN [9b]¢p + e Dy AN N [00] 3,
vy +v-Vyp+a(=0.
4.2.1 Estimations d’énergie
Considérons le systeme ci-dessus dans le cas ou v = 0.
OiCijr — APNapijr =0
Oyiji + alijr = 0

qui peut étre écrit sous la forme matricielle

() () ()

On considére maintenant le systéme d’équations linéaires de la forme

0 —ADN
a 0

Ui+ AU =0, avec A:( ), U= ()t

Trouvons un opérateur matriciel A4y défini positif tel que opérateur matriciel A; = Ap.A soit anti-symétrique,

on dit que lopérateur Ay est un symétriseur pour le systeme(équation linéarisée). Posons

0 1 0 —APN a 0
Ay = =
-1 0 a 0 0 APYN
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a 0 0 —APN 0 —aAPN
0 APV a 0 APNa 0

de sorte que la fonction énergétique correspondante est définie par
E(t) = (AU, U) = (a¢,¢) + (A7Vw, ).
Considérons maintenant le systeme d’équations linéaires suivants :
OeCiji +v - Viijr — APV + Ly = e 1001 + F75, Coj = Dijen

Obijr +v - Vb +alije = gy k4 f”’c

(4.12)

Ou, a, v = (v, ,v)T, f1r = (%), fo = (fi7%) sont des fonction de x et ¢ et peuvent dépendre de § et ¢,
alors que g7 et go = (géjk) sont des fonction de = et 7 = ADN ADN(n, b,d) est 'application de DN et
e’

L% sont des opérateurs linéaires défini par
Liky = APN <pk3ij77 + pi0jrn + pjakm)

Ou p = (p1,- - ,pa) sont des fonction de x et ¢ et peuvent dépendre de 0 et e.

En dérivant E(t) par rapport & t et en utilisant la relation (4.1) on a

d
dt

E(t) =(a,¢,¢) +2(ag, ¢) + ([0, AN, ) + 207N, ).
=(@,¢,¢) + (V- @v))¢, ¢) +2(a¢, f1) — 2(a¢, Ln) (4.13)

+ ([0, AP, ) — 20PN, 0 - V) + 2(APN ), fo).
Remarque 4.2. Tl résulte de la proposition 3.9 que ||[L*5|l, < CO Y|pllss1lnllsss donc nous pouvons
considérer L¥* dans (4.12) comme un opérateur d’ordre inférieur en fixant le parametre §. Ce pendant,
pour obtenir une estimation uniforme de la solution par rapport a ¢ nous devons utiliser I'estimation
| L% n||s < C|pllssallnllssa, de sorte que L%y ne peut pas étre considérer comme un terme d’ordre inférieur.
Notons que ||n]|s4+4 dans la derniére estimation est optimale car AP fait converger un second opérateur

différentiel d’ordre lorsque & passe a zéro.
La proposition suivante est 1'une des estimations uniformes de la solution pour les équations linéarisées.

1
Proposition 4.5. Soit r > id' En plus des hypothéses (A1) et (A2) avec ¢ = r + 1, on suppose que

1, 0) 1742 < M, (1(ne, o)l < Me™ [[vllrr < M, [lpllss < M

M~ < a(et) < Me™'; ay(a,t) < Me™s |[Valso < Me™

(4.14)

Alors, il existe une constante C' = C(M, ¢,r) > 0 indépendante de ¢ et € telle que, pour toute solution lisse

(n,¢, 1) de (4.12), on a

1

1 2
@I + a8 v <cec Il + g™ puio?

- ( / " (lor ()l + 1AEY) 2 ga()]) dT>
- / e (=T (LA@I2 + In@)2) + el (A2 D)) d?}.
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Démonstration. Ici, en utilisant la relation (4.13) et par définition nous avons

d
(a¢, L) = Y {(aaijkna APN (pdyn) + (adijun, AN (piden) + (aaijknyADN(pjakin)}-
ijk=1

En utilisant I'intégration par partie, les propositions 3.12, 3.14 et 3.15 et les lemmes 3.3 et 3.5 nous avons
2 (adkn, AN (proim)) = — (&'ﬂla (k) APN (p10ijm) + alor, APN](pr0in)

+aAPN ((Okpr)0im) + [a, APV (pr0yjkm) + [ADvak](aaijkn)>-

2| (adyjkn, AN (prijn)) ‘ <\/(ADN((31@§)8U77)’ (8k§)8ij77)\/ADN(pk)aij777 (pr)0im)
+ 11201 11[0k, APN] (pkdijnl| -1
+\/APN (i), a0:;m) ALY (0kpi) 931, (0kpi)9i1)

n (n[a, APN) eyt + ||[ADN,pk1<aaijkn>||_1) 107l

<C(IIVallr+2 + llall L= @) lpl-+slnl3.

Les autres termes de droite de (4.13) peuvent étre évalués par les propositions 3.17, 3.18 et 3.12 et le lemme

3.3, donc

%E(t) < CeT'B(t) + C(El(llfl(t)llz + 1% + 5||(AODN)1/2f2(t>2)'

Ainsi, avec 'inégalité croissante de Gronwall on a
t g ~ ~ ~ ~
B(®) < CeB ) + [ O (e (IA@I + In@IF) + £l (AP a0 )
0

et la relation
IS + [APM) 211> < CE(t), E(0) < CII(AFN)?4(0)]|* on a

IS + (AT 2 (8] <CBC”5{ 1(AG™)24(0)1?
(4.15)

t g ~ o~ ~ ~
s [ (ARG + @) + AP 21017 ) ).
D’autres part, nous considérerons le cas général. Soit (7),(,1) une solution lisse de (4.12) et définissons

(1@, ¢®) et (7,7) par
t/e )
7O (2, £) ==z, 0) + / a(n)dr; () = Bn®
0
ni=n—n , C:=¢-¢O.

Alors
OuCijr + v+ Vijk = APNp + L7 = ﬂjka Cijk = OijiT]
Oiji + v Vibijn +al,, = 7ok,

et 74=0 = 0, ol

—ijk iik 0 i —iik 1 iik ik 0
i = gk 0 v - g0 T = gk pik _acll),
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Donc, en appliquant l'estimation obtenu dans le cas précédent (4.15) on a
IS + (AT 20 (812 <CeCt/5{II(A63N)1/2¢(0)2
t 'yl p— o~ ~ p— o~ o~
- / e (=7 (IFL DI + ITI2) + =) (AFY) 2P D)) dt}.

Il est facile de voir que

1€(2)

_ t/e
< ITO + @5 + / lg1(7)ladr et
e (T + [m0]2) + el (APY V2T, (1) <c{al (fl(t)|2 + @I + ||n<o>||i) + e[ (APMY2 (1)) 2

et <// o ()l + <A€N>”292<T>'d7)2}'

En résumant ces estimations ci-dessus nous obtenons les résultats. O

4.3 Preuves des principaux théoremes

Cette section est consacrée a la justification compléte du systeme asymptotique du modeéle de tsunami en
eaux peu profondes. Plus précisément, nous prouvons que les solutions aux équations des ondes de surface
existent sur ’échelle de temps pertinente associée au régime asymptotique et nous montrons que ces solutions

restent proches de 'approximation fourni par le modele de tsunami.

4.3.1 Preuve du théoréme 2.1

Soit (n, ¢) la solution de (2.34)-(2.35) et posons
) = ()15 + IV 1212 + (AT V2 (8%0(t) — 8 Z0°n(1)) |12,

ou Z est déterminé dans (4.5). Supposons que la solution (7, ¢) satisfait

£(t) < N, [In()lls2 + Vo)1 < Na,

. (4.16)
1+ n(z,t) — bz, t) = 3¢ pour reRY 0<t<e, 0<6<d,

ou les constantes positives N1, No et dg seront déterminées plus tard. Par la proposition 3.3, il existe une
constante §; = d1(M, Na, cg, s) indépendante de N telle que pour tout & € (0,d;] on peut construire un
difféomorphisme © vérifiant les hypotheéses (A1)-(A4) avec r = s+ 1 et une constante M indépendante de ¢
et N7 mais dépend de Ns.

Soit dp := min{dy, da, I3}, olt da, 3 > 0 sont les constantes apparaissant dans les propositions 4.1-4.4. Dans ce
qui suit, nous écrivons simplement les constantes dépendantes uniquement de (My, N1, co, s) et (Mo, Na, co, s)

respectivement par C; et Cy. En ajoutant ¢~ '3, dans (2.34) on obtient

e —e Lp, =(Z —e7'B;) + 0% Vn|*Z — V- Ve,

o ) ) (4.17)
9~ 3 <e> B2 =-n—gIVeP + 5 (VP22 + (2 + 7 B)(Z — 7' By)).
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Par la proposition 3.9, le lemme 3.5 et le corollaire 3.7 on obtient

12 —e7'B:|, < Co,

) =5, + o0 - 5 (2) prtase?| < ca

S

(@)l + I 6e(B)]]s < Coe™.

De plus, on a
me = APN @y + APV [u]p — e 2ANN B — e AN [ 8-
Dit = 52Z77tt - — (V¢ - 5QZV77) : (V¢t - 52ZV77t)

qui, avec les estimations précédentes, les propositions 3.9, 3.26, 3.19 et 3.27 et le lemme 3.5 donnent

Imeells—1 + l|Prells—1 < Coe™2.

Par conséquent, par les propositions 4.3 et 4.4, il existe de petites constantes g, 79 > 0 telles que la fonction
a définie par (4.6) vérifie

1
IVa(®)lls-2 < Coe™, Se<a(w,t) < Coe™!

et

2

a(z,t) < Coe™t tant que 0 < e < ¢gg et |— — | < .
€

Donc

[o(t),p(t)]ls < Co ot p=e1*ANN(VS,).

Par conséquent, nous avons vérifié toutes les conditions de la proposition 4.5.

Maintenant, en appliquant 'opérateur J° aux équations (4.5), on a

0T Qigre + 0= V(I Qg = APN (T i + L9 (T°n) = e 0yu(T°B7) + i7", w1s)
(T ) iji +v - V(T )ik +a(J*Qije = e+ (J*g2)F + Ejk,
ol
fil =02 f7F = 1%, 0] - Ve + 15 APN e =[5, APN] (pk0ijn + pidjkn + piokin)
— AP ([T, o) Oigm + [T°, pi) O5em + [J°, ps) Okam)
f* = 7% — 177 0] - Ve — 1%, al G

Par les propositions 3.9 et 3.16 et les lemmes 3.5 et 3.7 on a

IA@) < Co (60 + lo(@)lls + I 1522+ [ (O1])

IAFN) 2 R0 < Co (608) + lo®llssr + V) + 1 (AFY)2L(0)]5)

Nous pouvons évaluer ces estimations ci-dessus par les propositions 4.1-4.3 sauf le terme ||p(t)||s+2 puisque

p=e 162ANN(VS3,).

Oikpi = € 162 (AN B + AYN[04u]0ij Br + AN [0;ul0kiBr + AYN [056)0i 8- + AYN [05u, Oku)0;8-) .
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De sorte que, on peut aussi évaluer ||p(t)||s+2 par les propositions 3.19 et 3.27, et obtenir
~ 2 ~ 2
R+ |abM2RO| < o tew? + 1)
Ainsi, en appliquant l'estimation d’énergie de la proposition 4.5 & la relation (4.18), nous obtenons

IO + [ (AP 2e()

2 Co [' ~o ~
SCQ—F?/f(t)dt pour 0 <t<e
s 0

I96(0l1s+2 < IV6(0) 41 + IV @ 6(t) — 2 Z0%n(@)]ls-1 + 8% Z6n(0)],
I96(@)lls+2 < Ca (14 1PN o),y + 1O

D’apres ces deux estimations ci-dessus, nous avons
2 & s 2 57
E)* <Cy+—= | &@)*dt pour 0<t<¢e
€ Jo
et par I'inégalité de Gronwall on a
&(t) < Cy pour tout 0 <t <e.

D’autre part, compte tenu de (4.17) et de la proposition 4.1, on a

< (.
s5+2

o) = &80 2]+ ot - 3 (2) 22027

Soit (n(o), (b(o)) la solution approchée définie dans (2.57)

(HORUIOG! IS EORERIOBI </Ot (Hm(tN)—alﬁT(?/s)HHz

s+2

@ -1 (‘5)2/37(?/5)2

3

> pour 0 <t < e.

)Jf

s+2

() =n® /)

Lt e -s0) < (t i

2

— -0

() =0 t/2) -

En particulier, on obtient

e CORERICD

SCl <€ +
s+2

52

@) lls+2 + Vo) a1 < Orgggl(llﬁ(o)(T)st VOO (1) [s41) + Cue + |— —ol)powr0<t<e.

De plus, on voit que
t
Lo t) = o) =1+ m0(o) = bo(o) + [ () =76, 2. F/2)
0
t
> = C [ @ — & B [elsad
0

>co—Cit > cop— Cre pour 0 <t <e.

Au vu des relations (4.19), (4.21) et (4.22) nous définissons les constantes Ny, Na, €g et vy par
N2 =2 pax, <n<°> (")lls+2+ [ V6 <T>lls+l)’ M=

g0 := (2C1) "' min{co, No}, 70 := (2C1) ' N

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Enfin, nous voyons que les estimations de (4.16) tiennent. Par conséquent, par (4.20), nous obtenons ’esti-

mation d’erreur. Ce qui met fin la preuve du théoreme 2.1.
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4.3.2 Preuve du théoréme 2.2

Nous allons prouver le théoréme 2.2. En utilisant le théoréme 2.1 nous avons

1975 (&) ls+5 + V67 () |s+2 < Co
1
1L+ n%¢(z,e) — by (z) > 30 pour & € R?

et
2

— =0
€

[TRYCETRIY

Lt [vee - ve

1<C()<E+

) . (4.23)

s+
Puisque b(z, ) = by () pour t > ¢, les résultats dans [12] impliquent que la solution (1>, $°¢) obtenue dans
le théoréme 2.1 peut étre étendue sur un intervalle de temps [0, 7] indépendant de § €]0, do] et € €]0,¢e0] et

satisfait

d,e _ € d.e —u‘ -1 > 2
I1°€(8) = 7 ()]s + [V (1) = u* ()51 < C5 (4.24)

I (02 + 1967 (@)l < C powr e <t<T,

ot (n°,u®) € C([~T,T), H*"% x H**!) est une solution unique des équations de Saint-Venant

N, +V-((14+n°=b)u®)=0

u; + (u® - V)u® + Vn© =0,
sous les conditions initiales 7° = 7%¢(-,¢), u® = V¢><(-,¢) a t = ¢ et satisfait
107 () 0 () |52 + 1(7 (@), ui (@) [[s42 < C pour =T <t <T.
En particulier, en intégrant ||(n; (¢), ui(t))|/s+1 < C sur [0,€] nous avons
17°(&) = 07 (0)ls1 + [lu®(e) = u*(0))[[s41 < Ce. (4.25)

Soit (n°, u") I'unique solution du probléme de Cauchy pour les équations de Saint-Venant (2.50) et (2.51).
Puisque 79 (1) = °(0) et Vo (1) = u®(0) et la relation (4.23) implique que

).

Puisque (1°,u®) et (n°, u’) satisfont les mémes équations de Saint-Venant et leurs données initiales satisfont

@) = O+ 0@~ O,y < €0 (=] 5 =0

qui, avec (4.25), donne

2
@) =10, + [0 ~ o)l <0 (< +|Z -

I’estimation ci-dessus, d’ou on a

2
— =0
€

[n° (t) — 770(,5)||s+1 +|[us(t) - uo(t))Hs_H <C <5 +

> pour —T <t<T,

qui, avec (4.24), donne I'estimation souhaitée.

89



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons fait I’étude d’une analyse mathématique de la génération du tsunami en
eau peu profonde due a la déformation du fond marin.
En partant des équations des ondes de surface sans dimension a la surface de 1’eau nous avons rappelé la
dérivation du modele de tsunami. Pour trouver ce modeéle, nous avons fait une approximation en régime
d’eau peu profonde sous ’hypotheése que la longueur typique de notre phénomene A est trés grande devant
la hauteur d’eau typique h et & partir des approximations asymptotiques des développements APY et ANY
par rapport & § jusqu’a lordre de O(6?).
Dans la deuxieme partie de ce mémoire, nous avons prouvé l’existence et des bornes uniformes de la solution
du probleme de Cauchy par les méthodes des estimations d’énergie dans les équations linéarisées et quasi-
linéaires du probleme complet grace a une analyse sur les opérateurs dans les espaces de Sobolev afin d’obtenir
la justification mathématique du modeéle de tsunami.

D’une maniére générale, le théoréme 2.3 nous assure que le modeéle de tsunami standard (1) et (2) est
une bonne approximation dans le régime d’échelle 62 < ¢ < 1. De plus, dans le régime d’échelle critique

62 ~ ¢ < 1, nous devons prendre en compte I'effet du champ de vitesse initial dans (3).
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Annexe

Nous justifierons 'argument formel (3.7). Par conséquent, nous devons donner une bonne définition de
¥, (X) et ¥1(X) pour obtenir la formule (3.8). Ainsi, nous utilisons un difféomorphisme X = Z(Y’; n) & partir
d’un domaine simple Qg := R?x]0, 1[ dans la région d’eau Q = {X € R b(x) < 2 < 1 +n(x)} défini par

zj=y; ; 1<j<d ; z=0by)+yns1(L+n(y) —by))

Pour toute fonction f = f(X;n) définie dans 2, nous fixons f(Y;n) = f(E(Y;n);n), qui est une fonction
dans le domaine fixe )y, de sorte que la dérivée de Fréchet de cette fonction f(Y; 7)) par rapport & 7 ait un

sens. Pour plus de simplicité, nous écrivons ﬁ, = an[ﬂ. Alors, nous voyons que

140 (@) +hn(x) 14 (2)+h(z) __—
/ / F(X+ hif)dy dw=/ (/ = (X;n+hm;n+hmdy>dx
R4 b(x) R4 b(x)

Len(@)+ha(@) B
=/ / SEH(Xsn+hn);n)dy | dx
R4 b(x)

14+n(z)+hn(z) _
+h / FyE 1+ hi)dy | dz + O(h2)
R4 b(x)

Ceci, associé a la simple identité

1+n(fb)+hn(r)~:_ ‘ . _ hi(z) LH() el .
/ FE o+ sy =(1 + g ) /b@ FE (X m)dy.

14+n(z)+hn(z) ~ h2~(l‘) 1+n(z) _ B
1y — n =—1(y.
ol & Ot iy = ) [ @ sy

d 1+n(z)+hn(x) 1+n(z) _
*/ (/ f(X;nJrh?Ddy)dz :/ (/ (f2(E7H(X5m))
dh Jpa b(z) h=0 R b(x)

Ici, en utilisant I'intégration par parties, nous avons

1+1(x) i(z) NN M @) (= b
/bm T ) o)’ & Kimim)dy = /bm @+ n(a)

+ () f(2, 15m)
=1(x) f(z,1 +n(x);n)

_ /”"m i(z) (2 — b(z))
by (L) —b(x))

;.\.‘ —~
8
~
~
>
~
~—
(1]
L
—
I
=
~
=
=
<

(0-1)(X;m)dy

Par conséquent, nous obtenons

d Ln(2)+hn(x)
— (/ f(X;n—i—hﬁ)dy)dm
dh Jga \ Jo(z)

=/ n(x) f(z, 1 +n(w dw+/f1 dx.  (4.26)
Rd

h=0
ou

(0:1)(X;m). (4.27)

FX) = fE7H (X)) -
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Maintenant, pour les fonctions ® = ®(X;n) et ¥ = ¥(X;n) définies par (3.3), nous définissons ®; et ¥,
comme dans (4.27) et appliquons la formule (4.26) & la fonction f(X;n) = IsVx®(X;n) - IiVxP(X;n).

Ensuite, par un calcul simple, nous voyons que
fi(Xsm) = IVx®1(X) - LVXxP(X;n) + Vx®(X;n) - IV x V1 (X),
de sorte que nous récupérons la formule (3.8). De plus, compte tenu des relations
(L) =0 . V(. Lin) =0 et U(-,0:m) = APP(n. b6

nous avons @, (-, 1) = 0, ¥, (-,1) = 0, ¥, (-,0) = D, APP [y
Il résulte donc de (4.27) que

®y|p = —(0.®)[r7 , Wil = —(0.V)[r7} ;Wi]s = DyAPP [y
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