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Notations

v’ t : variable temporelle (¢ > 0)

v’ x = (z1,22) : variables spatiales horizontales

v' y : variable verticale ; I'altitude

v’ z=1—¢e"Y: variable verticale aprés changement de variables

v Q : domaine d’étude

v Q : domaine d’étude apreés changement de variables

v p(t,x,y) : densité stratifiée

v &(t,x) = pe : densité (densité apres changement de variables)

v ou(t,z,y) = (u1,uz) : vitesse horizontale

v u(t,x,y) : vitesse verticale

v ou(t,z,y) = (u,v) : vecteur vitesse

v o w(t,x,z) = e Yv : vitesse verticale aprés changement de variables
v [A]" : transposée du tenseur A (on notera simplement A’ s’il n’y a pas de risque de confusion)
V' divyu = g ug + Op,ug : divergence par rapport a z de u

v divu = divyu + dyv : divergence par rapport a (z,y) de u

v V€= <g:§> : gradient par rapport a x de &
vV Vep= (gzlz> : gradient par rapport & x de p
2
v Vp= (g:g) : gradient par rapport a (z,y) de p
vV Veu= (gi:gi 2253 : gradient par rapport a x de u

Op, 1 Og g Oy v
vV Vu=|0,u; Opus 0gv | : gradient par rapport & (z,y) de u
Oyur  Oyua  Oyv

v A= 8315 + 39225 : laplacien par rapport a x de &
v Agp = 8§1p + 8§2p : laplacien par rapport a x de p

Vv Ap=Ap+ 851) : laplacien par rapport a (z,y) de p

82 Uul + 82 Uul
vV Apu= |3 12 : laplacien par rapport a z de
g (agluQ + 02 up | PG PATTAPD !
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Cfﬁlm + 8§2u1 + 8ZU1
Au = Qilug + 8§2uz + 8§u2 : laplacien par rapport a (z,y) de u
PRov+ v+ 851}

Veu + [Veult
D.(u) = I—;[‘r] : tenseur du taux de déformation par rapport a x
Vu + [Vu]t ) ) .
D(u) = 2[] : tenseur du taux de déformation par rapport a (x,y)
V;ru - [ku]t o el N
Ag(u) = — 5 : tenseur du taux de vorticité par rapport a x
Vu — [Vu]t
Au) = 2[] : tenseur du taux de vorticité par rapport a (z,y)

V2A = V(VA), en général V"A = V(V"'A),VneN, n>2
A?A = A(AA), en général A"A = A(A"'A),VneN, n>2

EP : Equations Primitives

EPC : Equations Primitives Compressibles

EPI : Equations Primitives Incompressibles

EPCs : Equations Primitives Compressibles simplifiées

2D : dimension 2, bidimensionnel ou bidimensionnelles selon le cas

3D : dimension 3, tridimensionnel ou tridimensionnelles selon le cas

vii



Résumé

Résumé :

Dans ce mémoire, mnous étudions les Equations Primitives Compressibles
simplifiées (EPCs) avec une viscosité dépendante de la densité pour de grandes
données initiales. Le modele EPCs peut étre dérivé des équations de Navier-Stokes
compressibles et anisotropes 3D par approximation hydrostatique. Nous nous appuyons
sur les travaux de A. F. VASSEUR et C. YU dans [45,46], dans lesquels I'existence
globale de solutions faibles des équations de Navier-Stokes compressibles avec viscosité
dégénérée ont été obtenues. Dans ce travail, nous construisons des solutions approchées
et prouvons 'existence globale de solutions faibles des EPCs. Dans notre démonstration,
nous représentons d’abord la vitesse verticale en fonction de la densité et de la
vitesse horizontale qui joue un réle dans I'utilisation de la méthode de Faedo-Galerkin
pour obtenir 'existence globale des solutions approchées. Ensuite, nous obtenons les
estimations clés de la borne inférieure de la densité, I'inégalité d’énergie et la BD-entropie
sur les solutions approchées. Enfin, sur la base de ces estimations, nous appliquons des
arguments de compacité pour obtenir I'existence globale de solutions faibles des EPCs en
faisant disparaitre les parameétres dans notre systéme approximatif pas a pas.

Mots clés :
solutions faibles globales ; équations primitives compressibles; viscosité dépendante de la
densité ; méthode de Faedo-Galerkin ; inégalité d’énergie ; BD-entropie.

Abstract :

In this memoir, we investigate a simple version of the Compressible Primitive
Equations (CPEs) with density-dependent viscosity for large initial data. The CPEs
model can be derived from the 3D compressible and anisotropic Navier—Stokes equations
by hydrostatic approximation. Motivated by the work of A. F. VASSEUR and C. YU
in [45,46], in which the global existence of weak solutions to the compressible Na-
vier-Stokes equations with degenerate viscosity was obtained, we construct approximate
solutions and prove the global existence of weak solutions to the CPEs in this memoir. In
our proof, we first present the vertical velocity as a function of density and horizontal
velocity, which plays a role in using the Faedo—Galerkin method to obtain the global
existence of the approximate solutions. Then, we obtain the key estimates of lower
bound of the density, the energy inequality and the Bresch—Desjardins entropy on
the approximate solutions. Finally, we apply compactness arguments to obtain global
existence of weak solutions by vanishing the parameters in our approximate system
step-by-step.

Keywords :
global weak solutions; compressible primitive equations; density-dependent viscosity ;
Faedo-Galerkin method ; energy inequality ; Bresch—Desjardins entropy.
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INTRODUCTION GENERALE

On s’intéresse aux équations de type Equations Primitives (EP). Ce sont les équations
gouvernant les mouvements de la dynamique de 'atmosphere et des océans, qui sont en pratique
les plus utilisées par les modeles de prévision météorologique et climatique. Elles appartiennent a
la classe des équations de la dynamique des fluides géophysiques' (voir [7]). Dans la hiérarchie
des modeles (voir [44] et [34]), les Equations Primitives se situent entre les équations non-
hydrostatiques et les équations de Saint-Venant. En toute généralité, on peut établir la classification

suivante : .
Equations de Navier-Stokes 3D

4

Equations non-hydrostatiques

4

Equations Primitives
(Equations hydrostatiques)
U

Equations de Saint-Venant

4

Equations quasi-géostrophiques.

Parmi les EP, on a les Equations Primitives Compressibles” (EPC) qui sont utilisées en
général dans I'étude de la circulation atmosphérique a grande échelle et les Equations Primitives
Incompressibles (EPI) qui interviennent dans le cas océanique.

Présentation du modele

Dans ce mémoire, nous considérons les Equations Primitives Compressibles simplifiées
(EPCs) tridimensionnelles (3D) suivantes :

Orp + divy(pu) + 0y (pv) = 0,

Oulpu) + divalpu & w) + B, (puv) + Vo P(p) + rolulu
= 2div, (11 Dy(w)) + 0y (120yu),

8,P(p) = —gp, P(p) = p.

e Ici, t > 0 est le temps et x = (1, x2), y dénote la variable spatiale horizontale et verticale
respectivement.

(0.1)

1. La dynamique des fluides géophysiques est 1’étude des interactions grandes échelles entre fluides sur
Terre ou sur d’autre planeétes.

2. Un fluide compressible est un fluide dont on peut changer le volume, c’est-a-dire qu’on peut le
comprimer dans un espace plus restreint en exercant une pression sur ce dernier. La majorité des gaz sont
des fluides compressibles (air, oxygeéne, hydrogene, azote, etc.).



e Les fonctions inconnues p, u = (uy,us), v et P représentent respectivement la densité, la
vitesse horizontale, la vitesse verticale et la pression de I’écoulement.

o div, et V, désignent respectivement l'opérateur divergence et 'opérateur gradient par rap-
port a I'horizontale. D, (u) est le tenseur de taux de déformation par rapport a I’horizontale

~ Vau+ [Veul

B 2

o Le terme rp|ulu, avec |u| = u - u = \/u? + u3 vient de la source de frottement quadratique

avec r > ( étant une constante. pu ® u = ((pu)i“i)ij:m = pu;u; est le produit tensoriel

avec Dy (u) , ot [V,u]" désigne la transposée du tenseur V.

de la quantité de mouvement horizontale pu et de la vitesse horizontale w.
e 1 et vy sont les viscosités de turbulence dans la direction horizontale et verticale respecti-
vement, qui dépendent des variables ¢, x, y et de la densité p en général.
e On note u = (u,v) le vecteur vitesse et v = (11, 112) la viscosité.
Dans le systéme (0.1) qu’on appellera systéme original :
e la premicre équation est appelée équation de conservation de la masse®, ou encore équation
de continuité ;
e la deuxieme traduit la conservation de la quantité de mouvement® dans la direction
horizontale, on 'appelle aussi équation du moment ;
e l'équation 0, P(p) = —gp appelée équation hydrostatique provient de ’approximation hydro-
statique avec g > 0 étant 'accélération de la chute libre;
e P est une loi de pression donnée par la loi d’état P(p) = c?p, la constante c est définie par
2 = RT ou R est la constante universelle des gaz parfaits de I'air et 7 la température,
supposée constante (on se place dans le cas isotherme) (voir [19,44]).

On suppose que le mouvement (1’écoulement) se produit dans un domaine
Q= {(x, Yy): x € Qp, 0<y<H }, ot 0, = T2 désigne un tore bidimensionnel correspondant au

domaine spatial horizontal et H > 0 une constante.
En s’inspirant de M. Ersoy, T. NGoMm et M. Sy dans [19], on suppose g = ¢* = 1 pour plus
de simplicité et prenons les viscosités comme :

141 :Plp@vx?y)a V2 :P2p<tax7y)€2y (02)
pour certaines constantes 7; > 0 (i = 1;2) dans (0.1). En effet, la vision compressible en mécanique
des fluides pose une question délicate, celle de savoir comment traiter le cas du vide. Plus
précisément, pour I’étude d’un modele de fluides compressibles et pour ne parler que de 'aspect
visqueux par exemple, on est amené & conditionner les profils de viscosité .

Les conditions aux limites sur 9 sont exprimées comme :

Conditions périodiques sur 9,
Uy=0 = V=t = 0, (0.3)
8yu|y:0 = ayU|y:H =0.
Les données initiales sont imposées sur la composante horizontale de la quantité de mouvement
et la distribution de densité, qui, sans perte de généralité, prend la forme :

p(oa z, y)u(()? z, y) = moe_y7 p(07 xz, y) = goe_ya (04)

ou mo = mo(z,y) = m(0,z,y) et § = &o(x) = £(0, ) sont fonctions de z = (x1,x2) et y.

3. La propriété de conservation de la masse exprime que la variation au cours du temps de la masse de

fluide contenue dans le volume Q; = ¢(¢)(Q2) donnée par / p(t, X)dX est nulle (avec X = ¢(t,z,y) le
Q

champ des positions), car le domaine €2; se déplace avec le ﬂ{nde et I’échange de matiere avec l'extérieur
est négligeable.

4. Le théoréme fondamental de la dynamique exprime que la variation de la quantité de mouvement
contenue dans un volume €); se déplacant avec le fluide est égale a la somme des forces extérieures
appliquées a ce volume.

5. La viscosité est le parametre qui définit la résistance a 1’écoulement d’un fluide, c’est la consistance
plus ou moins épaisse ou sirupeuse d’un fluide qui permet a celui-ci de s’écouler plus ou moins rapidement.
Plus un fluide est visqueux plus il s’écoule lentement.



Contexte physique

Les Equations Primitives atmosphériques sont fondamentales dans la dynamique des
fluides géophysiques (voir [36]). Elles sont basées sur 'approximation dite hydrostatique®, dans
laquelle la conservation de la quantité de mouvement dans la direction verticale est remplacée par
I’équation hydrostatique. L. F. RICHARDSON dans [39] a d’abord introduit les EP & partir des
équations thermodynamiques et hydrodynamiques avec la force de Coriolis. Plus tard dans les
années 1940, J. G. CHARNEY, R. FJORTOFT et J. VON NEUMANN dans [14] ont produit des
modeles plus simples tels que les équations quasi-géostrophiques (QG).

Dans [19], M. Ersoy, T. NGoM et M. Sy ont dérivé les EPCs 3D (0.1) & partir des équations
de Navier-Stokes compressibles et anisotropes 3D par approximation hydrostatique. En effet, ils se
sont intéressés a une version des EPC pour laquelle les termes de diffusion, issus de la quantité d’eau
dans l'air ou de la chaleur émise par le soleil, ne sont pas pris en compte. De plus, ils tirent profit de
la différence entre les dimensions horizontale et verticale de 'atmosphére (10 a 20 kilomeétres pour
laltitude contre des milliers de kilomeétres de longueur) pour y procéder a une analyse asymptotique
en couche mince, ils admettent que les variations des mouvements verticaux sont négligeables
par rapport aux mouvements horizontaux. Ils aboutissent alors aux Equations Primitives
Compressibles simplifiées (EPCs). L’utilisation d'un tenseur de viscosité anisotrope au niveau
du modele de Navier-Stokes dans ce contexte permet de prendre en compte 1’ anisotropie” dans
I’atmosphere et d’autre part de justifier 'approximation hydrostatique.

Historique

Les Equations Primitives ont attiré beaucoup d’attentions en mécanique des fluides et en
mathématiques appliquées comme dans [12,19,27,37,40,44], en raison de leur importance physique,
de leur complexité, de leurs phénomenes riches et de leurs défis mathématiques.

Les théories mathématiques des EPI ont été étudiées a partir des années 1990. J. L. Lions, R.
TEMAM et S. WANG ont d’abord fait 'analyse mathématique des EP pour les modeles d’atmosphere
en dimension deux (2D) et trois (3D) dans [31], dans lesquelles 'évaporation et le chauffage solaire &
viscosités constantes ont été pris en compte et 1'existence globale de solutions faibles a été obtenue.
D. BrescH, F. GUILLEN-GONZALEZ, N. MAsMOUDI et MA. RODRIGUEZ-BELLIDO dans [5] ont
obtenu 'existence et 'unicité de solutions faibles pour les équations hydrostatiques bidimension-
nelles (2D) de Navier-Stokes. Cependant, 'unicité des solutions faibles dans le cas 3D n’est toujours
pas claire. L’existence de solutions fortes des EPI a été largement étudiée. Dans [44] R. TEMAM et
M. ZIANE ont considéré I'existence locale de solutions fortes pour les EP de I'atmosphere, de 1'océan,
et le couplage atmosphere-océan. M. PETCU, R. TEMAM et D. WIROSOETISNO dans [37] ont
examiné certains résultats de régularité pour les EP 2D avec des conditions aux limites périodiques.
C. Cao et E. S. T1T1 dans [12] ont prouvé l'existence globale et I'unicité de solutions fortes des EPT
3D visqueuses de la dynamique océanique et atmosphérique a grande échelle. Ces derniéres années,
ils ont également établi 'existence globale de solutions fortes pour le systéme avec seulement une
diffusion verticale ou une diffusivité de tourbillon horizontale. De plus, ’explosion & temps fini de
la solution de I’équation primitive non visqueuse, avec ou sans couplage a I’équation de la chaleur,
a été montrée par C. CA0, S. IBRAHIM, K. NAKANISHI et E. S. TITI dans [8].

6. L’approximation hydrostatique stipule que la composante verticale de la force de pression est en
équilibre exact avec la force gravitationnelle : I’équilibre hydrostatique. Elle permet de négliger, dans le
calcul de la pression le long de I’axe vertical, les forces dues :

v/ au mouvement horizontal et vertical de 'air,

v' ala force de Coriolis.
Il s’ensuit que la pression, en tout point du volume atmosphérique, est uniquement et directement
proportionnelle au poids de la colonne d’air au-dessus de ce point. Cette approximation est valide & un
grand degré de précision dans un treés grand nombre des états naturels de 'atmospheére en particulier pour
les mouvements de grande échelle. Elle cesse d’étre valide & petite échelle (< 10 km) et pour des systémes
intenses comme les tornades et les lignes de grains.

7. L’anisotropie (contraire d’isotropie) est la propriété d’étre dépendant de la direction. Quelque chose
d’anisotrope pourra présenter différentes caractéristiques selon son orientation.



Contexte mathématique

Afin de comprendre le mécanisme de prévision météorologique et climatique a long terme,

certains mathématiciens ont commencé a étudier les Equations Primitives Compressibles
de 'atmosphere. Dans le cas ot les coefficients de viscosité sont constants, B. GATAPOV et A.
KAZHIKHOV ont obtenu une existence globale de solutions faibles a un probleme du modele EPC
2D en appliquant le théoréme classique du point fixe de SCHAUDER dans [25]. L’'unicité de ces
solutions faibles a été prouvée par Q. Jiu, M. L1 et F. WANG dans [28].
M. Ersoy et T. NGoM dans [18] ont montré un résultat similaire de [25] pour les EPC 2D avec la
viscosité horizontale v (t, x,y) = vy exp (;—fy) et la viscosité verticale v5(t, x,y) = vy exp (C%y)
Du point de vue physique, la viscosité peut dépendre de la densité.

De plus, M. Ersoy ®, T. Ncom” et M. Sy ' dans [19] ont obtenu la stabilité des solutions

faibles des EPCs 3D (0.1). Dans [43], T. TANG et H. GAO ont étudié la stabilité des solutions
faibles pour le modeéle EPC 2D en utilisant une nouvelle estimation d’entropie.

Etant donné que le coefficient de viscosité dépend de la densité qui est dégénérée sous le vide,
il n’est pas disponible pour obtenir I'estimation de la vitesse elle-méme. Comment construire des
solutions approchées est un probleme majeur et difficile dans ce cas. Jusqu’a présent, I'existence
globale de solutions faibles pour le systeme EPC 3D reste d’actualité.

Récemment, l'existence globale de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes com-
pressibles barotropes avec viscosité dégénérée a été prouvée par A. F. VASSEUR et C. YU dans [45]
et J. L1 et Z. XIN dans [30]. Dans [45], A. F. VASSEUR et C. YU ont construit des solutions
approchées basées sur 'existence globale de solutions des équations de Navier-Stokes quantiques
(voir [46]).

Tandis que, concernant les équations de Navier-Stokes quantiques, A. JUNGEL dans [29] a utilisé

la fonction pyp comme fonction test pour gérer le terme de convection et a obtenu une solution

faible particuliere, ol ¢ est une fonction réguliere a support compact. Il est nécessaire dans [29]

que la pression P(p) = p” avec 7 > 3 en dimension trois pour assurer la convergence faible du
v

)

M. GISCLON et I. LACROIX-VIOLET dans [26] ont utilisé la fonction ¢ comme fonction test, ont

supprimé la restriction v > 3 dans [29] et ont prouvé I'existence globale de solutions faibles des

terme quantique pV(

équations de Navier-Stokes quantiques avec pression a froid pour v > 1.
De plus, dans [46], A. F. VAsSEUR "' et C. YU ont obtenu l'existence globale de solutions
faibles pour les équations de Navier-Stokes quantiques compressibles avec amortissement.
Bien que le résultat dans [46] ait été énoncé dans le cas v > 1, il est en fait vrai pour v = 1 si
1
on réécrit la forme d’énergie comme / (55 lul* + €Iné — €+ 1)daz (voir [21]). La convergence des
Q

solutions approchées sur le terme linéaire P(§) = & est directe lorsque v = 1.
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professeur John T. Stuart IIT & I’Université du Texas & Austin. En 2015, il a été nommé membre de
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A propos de ce mémoire

Dans ce mémoire, nous nous focalisons sur les travaux de FENGcHAO WANG ', CHANGSHENG
DOU ' et QUANSEN JIU ™ dans [47]. Nous explicitons dans ce document les différents résultats
qu’ils ont trouvés et les enrichissons a la mesure du possible.

Ce travail, motivé par les travaux de A. F. VASSEUR et C. YU dans [45] et [46], porte sur
1’étude de 1’existence globale de solutions faibles des Equations Primitives
Compressibles simplifiées (EPCs) 3D (0.1) dans lesquelles la pression est supposée étre
P(p) = p (on suppose ¢ = 1 pour la simplicité).

L’idée principale de notre démonstration est de construire les solutions approchées satisfaisant
la borne inférieure de la densité, 'inégalité d’énergie et la BD-entropie (voir [2,4,19]).
Pour ce faire, nous donnons la démarche & suivre.
e Nous allons d’abord faire face a la difficulté sur la facon d’estimer la vitesse verticale
w puisqu’il n’y a pas d’équation dessus. Afin de surmonter cette complication, nous
représentons la vitesse verticale w en fonction de la densité £ et de la vitesse horizontale u,
ce qui nous permettra d’utiliser la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver 'existence
globale des solutions approchées.
e Ensuite, comme dans [45,46], nous construisons les solutions approchées en ajoutant le
terme de viscosité dans 1’équation de continuité, et en ajoutant la trainée, la pression
a froid, le terme quantique et les termes des dérivées supérieures dans ’équation de la
quantité de mouvement (voir (2.1) pour plus de détails).
e Enfin, en utilisant des arguments de compacité, nous prouvons I’existence globale de solu-
tions faibles des EPCs en faisant disparaitre les parameétres de notre systeme approximatif
pas a pas par passage aux limites.

Nous signalons que si I'on ne considére que le probléme du modele (1.16), la pression peut étre
prise comme h(§) = &7 pour tout v > 1 (voir aussi la Remarque 1.18).
De plus, dans la construction des solutions approchées dans [45,46] il y a un terme d’amortissement
Fplul*u avec # > 0 qui s’annule lorsque 7 — 0. Dans le systéme EPCs (0.1), le terme amortissement,
est un quadratique rplu|u au lieu de 7p|u|*u, qui provient de la source de frottement (voir [19]).

Dans ce travail, nous nous concentrerons sur I’existence de solutions faibles globales du systeme
EPCs (0.1). Cependant, afin de se débarrasser du terme d’amortissement rp|u|u, nous devrons
ajouter le terme d’amortissement supplémentaire r1p|u|*u tel qu'une inégalité de type MELLET-
VASSEUR soit disponible (voir [30,33,45]). Dans ce cas, on déroule la preuve du résultat d’existence
de solutions du systéme EPCs (0.1) sans le terme d’amortissement 7p|u|u pour la brieveté (voir
aussi la Remarque 3.1).

Annonce du plan

Notre étude comporte trois chapitres :
e le premier est consacré aux préliminaires et a la présentation de notre résultat principal ;
e le deuxieme est dédié a 'utilisation de I'approximation de Faedo-Galerkin pour montrer
Iexistence de solutions faibles globales du systéme approximatif (2.1);
e au dernier chapitre, on déduit I'estimation de la BD-entropie et en utilisant des arguments
de compacité nous passons aux limites quand €, 4 — 0, quand n — 0 et quand &, d, 79 — 0
pas a pas.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET RESULTAT
PRINCIPAL

Introduction

L’objet de ce chapitre est d’abord de rappeler quelques notions et résultats classiques fonda-
mentaux de topologie et d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder la suite, ensuite d’exposer les
espaces fonctionnels de base et leurs propriétés essentielles, et enfin de présenter notre résultat
principal. Il a pour but principal de faciliter la lecture du mémoire. On y retrouve toute la finesse
et la puissance des outils mathématiques mis au point pour l’analyse mathématique des équations
aux dérivées partielles. En particulier, on s’intéresse aux notions de convergence, de compacité, de
distribution et d’injection de Sobolev et on discute la notion de fonctions a valeurs dans un espace
de Banach, qui sera largement utilisée dans la suite.

Pour réaliser les préliminaires on s’est basé essentiellement sur les livres [1,6,15, 16, 20,48]. Pour
plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1.1 Quelques outils d’analyse réelle et fonctionnelle

1.1.1 Espaces de Banach et espaces de Hilbert

On se donne un K-espace vectoriel £ (K =R ou K = C).

Définition 1.1 (Espace métrique et Distance)

1. Un espace métrique noté (E,d) est un ensemble E muni d’une application
d: E* — R appelée distance vérifiant les propriétés suivantes :

(a) ¥ (x,y) € E%, d(z,y) =0 <= 2z =y (aziome de séparation) ;
(b) ¥V (x,y) € E?, d(z,y) = d(y,z) (aziome de symétrie)
(c) ¥ (v,y,2) € E®, d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) (Inégalité triangulaire).
2. Deux métriques (ou distances) d et d' de E sont dites équivalentes s’il existe (a, 3) € K2

tels que :
YV (z,y) € E?, d(z,y) < ad'(z,y) et d'(z,y) < fd(z,y).

Autrement dit, il existe A1 et Ay tels que Md(z,y) < d'(z,y) < Xad(z,y).
Définition 1.2 (Norme et Espace vectoriel normé)

1. On appelle norme sur E application || - |g définie de E dans Ry tels que :
(a) VxeE, |z|g=0<= x=0g;



(b) VzeE, NeK, |\z|g= ||z

(c) ¥ (z,y) € E?, |lz +ylle < |lzlle + llyle.
2. E muni de || - ||g noté (E, || - ||g) est appelé espace vectoriel normé (e v n). Il s’agit d’un cas
particulier d’espace métriqgue dont la distance est donnée par :

d(z,y) =z —ylls, ¥ (z,) € B

d est appelée distance induite par la norme || - ||g.

3. Si E est muni de plusieurs normes on dit que deuz normes quelconques || - ||; et || - ||; sont
équivalentes s’ils existent deux réels strictement positifs o et 3 tels que :

VrekE onait|l]; < allzf; et |zfl; < Bllzl.

Définition 1.3 Soit (E, || - ||g) un espace vectoriel normé. On considére la topologie définie par
la distance associée a cette norme.

1. (Convergence forte) On dit qu’une suite (x,)nen C E converge fortement vers x € E si :

|zn — z||g — 0 lorsque n — +o0.

2. (Suite de Cauchy) On dit que (zy,)nen, une suite d’éléments de E est une suite de Cauchy
S :
Ve>0,dn.eN/nm>n. = |, — Tnlle < e
3. (Espace complet) E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans E.

4. (Espace de Banach) Un espace de Banach E est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.4 Soient E et F' deuz espaces de Banach.

1. (Injection continue) On dit que E s’injecte continiment dans F et on note E — F si les
conditions suivantes sont vérifiées :

(a) E est un sous-espace de F;
(b) toute suite convergente dans E est convergente dans F.

Autrement dit, identité I : E — F' est continue ou encore 3 C' > 0 telle que :
lullr < Cllullg, ¥ ueE.

2. (Injection compacte) On dit que Uinjection de E dans F est compacte et on note E —— F
si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) E s’injecte continiment dans F,
(b) Uapplication I : E — F est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans E est relativement compacte dans F.

Définition 1.5 (Produit scalaire et Espace pré-hilbertien)

1. On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel H toute forme bilinéaire symétrique
définie positive sur H x H, qu’on notera en général (-,-)g.

2. On dit qu’un tel couple (H,(-,-)g) est un espace pré-hilbertien réel, et qu’il est euclidien si
de plus 'espace vectoriel H est de dimension finie.

3. Si(x,y) — (x,y)g est un produit scalaire sur H, la norme hilbertienne (norme issue du

produit scalaire) d’un élément x € H est : ||z||g = \/(z,2)n.

Proposition 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient H un espace pré-hilbertien réel et x,y € H, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(@, y)u| < [lz]zllyllz-
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On déduit quelques relations remarquables dans un espace pré-hilbertien réel.

Propriétés 1.1 Soient H un espace pré-hilbertien réel et x,y,z € H, on a :
1. Pythagore généralisé : ||z +y||5; = ||| + [lyl|F + 2(z, y)mr;
2. l'identité du parallélogramme : ||z + y||% + ||z — y||% = 2(|z||% + |yl|%);
3. I'identité de polarisation : 4(x,y)u = ||z + yll% — ||z — y|/%;

1 1
4. la formule de la médiane : ||z — z||% + ||z —y||% = §||y—zH12g+2Hm—:z:||§J, avec m = §(y+z).

Définition 1.6 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet,
c’est-a-dire un espace de Banach dont la norme découle d’un produit scalaire unique.

Théoreme 1.1 Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert.

Définition 1.7 (Espace séparable)
On dit qu’un espace métrique est séparable s’il admet un sous-ensemble dénombrable et dense.

Proposition 1.2 Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous-ensemble de E.
Alors F est séparable.

Définition 1.8 (Base hilbertienne)
Soit (H, (-,-)m) un espace de Hilbert muni de la norme || - ||g associée au produit scalaire (-,-)g.
On appelle base hilbertienne, une suite (e,)neny C H tels que :

1 |lenl =1V neNet(enen)g=0VnmeN, n#m;

2. lespace vectoriel engendré par (en)nen est dense dans H.

Théoréme 1.2
1. Soit H un espace de Hilbert muni d’une base hilbertienne (en)nen. Alors

oo

VueH, u:Z(u,ek)Hek. (1.1)
k=0

2. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

e Dual topologique, Espace réflexif et Théoreme de Lax-Milgram

On notera L(E, F') l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F. On
appelle souvent “opérateurs bornés de E dans F"” les éléments de L(E, F'). On note L(E) l'espace
L(E, E). On munit cette espace de la norme || - || (g, ) définie par : VT € L(E, F'),

i T(x F
ITlem = nf{C>0: 7@ < Clalls} = sup L&E

weBaz0 ||7|E
sup [|T(z)||r = sup [|T(z)|r

lzllz=1 zlle<1

Définition 1.9 (Dual topologique) Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur
le corps K est, par définition, l'ensemble des formes linéaires continues de E, c’est-a-dire des
applications linéaires continues de E dans K. On note cet ensemble E'. Ainsi, E' = L(E,K) et,

E' muni de la norme || - || appelée norme duale de E définie par :
|/ ()]
Ifller = sup = sup |f(z)]= sup [f()]
veBa0 ||T|E zep o) =1 2€E,|l2l| <1

est un espace de Banach puisque K est complet.
En général, on écrit : f(x) = (f,x)p g ot (-, ") g g est le crochet dans la dualité entre E' et E.
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V' Le dual algébrique d’un espace vectoriel normé E sur le corps K noté E* est, par définition,
I’ensemble des formes linéaires de F, c’est-a-dire des applications linéaires de E dans K.

v' Si l'espace E est de dimension finie, le dual topologique coincide avec le dual algébrique,
puisque dans ce cas toute forme linéaire est continue. Mais dans le cas général, I'inclusion du dual
topologique dans le dual algébrique est stricte (E' C E*).

Soit E un espace de Banach, soit £’ son dual muni de la norme duale de E. Soit E” = (E')" le
dual de £, bidual de E muni de la norme

Il = sup Kozl
ree g0 | flle

Soit 'injection canonique J de E dans E” définie par :

J:E— B
r— J(z): ' — R
fr—=(J(2), lene ={fv)pE

Remarque 1.1 J est linéaire, injective et ||J(x)||gr = ||z||g. En effet :
J(x 7f E” E’ f,$ E'E
e = s WLzl g, WDl
reergzo | flle respzo | flle

etsiz,y€ E,ona: J(x)=Jy) =V feEF, flr)— fly) = fl(r —y) =0 =z =y, car les
éléments de E' séparent deux éléments de E.

Définition 1.10 (Espace réflexif) Grice a J, E est identifiable d un sous-espace de E”, J(E).
Si J(E) = E", c’est-a-dire si J est surjective, alors on dit que E est réflexif.

Rappelons un résultat di a Lax-Milgram et constituant la pierre angulaire de la théorie
variationnelle des problemes elliptiques linéaires.
Soit H un espace de Hilbert de norme || - ||z. On se donne une forme bilinéaire a(-,-) sur H x H
et L une forme linéaire sur H. On considere le probleme variationnel suivant :

Trouver u € H tel que : a(u,v) = L(v), Vv € H. (1.2)

Définition 1.11

1. On dit que la forme bilinéaire a(-,-) : H x H — R est :
v’ continue s’il existe une constante C' > 0 telle que :

Vu,veH, la(u,v)] < Cllullal|v]g;
v’ coercive s’il existe une constante v > 0 telle que :
VoueH, la(u,u)| > 7llullz.

2. On dit que la forme linéaire L : H — R est continue s’il existe une constante K > 0 telle
que :
VoveH, |[LWw)| <K|v|g.

Théoréme 1.3 (de Lax-Milgram)

Supposons que la forme bilinéaire a(-,-) est continue et coercive et que la forme linéaire L(-) est
continue. Alors, le probléme (1.2) admet une solution unique.
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1.1.2 Convergence faible, convergence faible-x

Soient (X, | - |lx) un espace de Banach, X’ son dual topologique et (-,-) le crochet dans la
dualité entre X’ et X. Pour les preuves et les détails voir [1] ou [15] par exemple.

Définition 1.12 (convergence faible) Soit (x,,)nen une suite d’éléments de X et x un élément
de X. On dit que (x,)nen converge faiblement vers x et on note

Ty — x dans X,

St

(fran) — (f2), ¥V fe X'
Proposition 1.3 Si la limite faible d’une suite de X existe, elle est unique.

Définition 1.13 (convergence faible-x) On dit qu’une suite (f,)nen dans X' converge vers f
faible-x et on note
frn = f dans X',

S1
(fo,z) — (f,2), V2 € X.

Remarque 1.2 Si la limite faible-* d’une suite existe, elle est unique.

Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-, )y et H' son dual topologique.

Théoréme 1.4 (de représentation de Riesz) Pour tout T € H', il existe un unique v € H
tel que :
(T,y) = (x,y)u, Yy € H, et de plus ||T||w = |||ln-

I1 découle de ce théoréme que l'espace H est isométriquement isomorphe & son dual H'.
On déduit de ce théoréme la Proposition 1.4.

Proposition 1.4 Une suite (z,,)nen de H converge faiblement vers x dans l’espace de Hilbert H
si et seulement si

n—-+4o00

Théoréme 1.5 Soit X un espace de Banach, X' son dual. Soient (x,)neny C X et (fn)nen C X',
On a alors :

1. convergence forte implique convergence faible : x, — x dans X = x, — x dans X

2. xp, = x dans X = (||zn||x)nen est bornée et ||z]|x < limiananX;
n—-+0oo
3. convergence fort-faible : (v, — x dans X et f, — [ dans X') = hrf} (fr,zn) = (f,2);
n—-+0oo
4. fo— fdans X' = f, — f dans X' = f, = f dans X';
5. fn— f dans X' = (|| fullx')nen est bornée et || f||x: < liminf|| f,| x/;
n—-+o0o

6. (v, — x dans X et f, > f dans X') = Hrf (fr,xn) = ([, ).

Gréce a ce théoreme, on peut avoir des résultats intéressants.

Proposition 1.5 Soient X et Y deux espaces de Banach, et L une application linéaire de X dans

Y, alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L est continue de X fort dans'Y fort;

2. L est continue de X faible dans Y faible, c’est-a-dire si x, — x dans X alors
L(z,) — L(x) dansY.
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Proposition 1.6 Soit X un espace de Banach réflexif. Soit (x,)nens C X; on suppose que :
1. (zp)nen+ est bornée i.e. 3 C' > 0 une constante t.q. ||z,|| < C < +oo, ¥V n € N*;
2. lensemble des points d’accumulation de (xy,)nen+ pour la topologie faible est réduit a {z}.

Alors la suite (xy,)nen+ toute entiére converge faiblement vers x, dans X.

Preuve de la Proposition 1.6 : Si (z,),en+ ne converge pas vers z, pour la topologie faible,
alors il est possible de trouver € > 0, f € X', et une sous-suite extraite (., )men+ de (Zn)nen- telle
que

[{f,xm —2)] > >0, VmeN".

D’apres 1), (x,)nen+ est bornée et X est un espace de Banach réflexif. Donc on peut extraire de la
suite (T )nen+ une sous-suite (zy)ren+ qui converge faiblement vers un élément de X lequel n’est
autre que z d’apres 2).
On a donc lim |(f, zx — )| = 0. D’ou la contradiction. W

k—+o00

Remarque 1.3 On a un résultat analogue pour la convergence faible-* en considérant un espace
de Banach (non réflexif) séparable X, une suite d’éléments dans X’ et la topologie faible-x.

Par la méme occasion, on a un résultat semblable pour la convergence forte. Plus précisément, on
a la Proposition 1.7.

Proposition 1.7 Soit X un espace vectoriel normé, (x,)neny C X, et x € X.
Supposons que toute sous-suite de (T,)nen admet une sous-suite convergente vers i.
Alors, la suite (x,)nen toute entiére converge vers x.

Preuve de la Proposition 1.7 : Supposons le contraire.
Alors, il existe € > 0 et une sous-suite (zx)ren de (2,)nen tel que

|z —x||x >e, VEeN. (1.3)

Or, comme toutes les sous-suites de (x,,)nen, la suite (xj)keny devrait admettre une sous-suite
convergente vers z, ce qui contredit (1.3). H

1.1.3 Compacité, compacité faible

Nous parlons brievement de la compacité. Pour les preuves et les détails voir [6] ou [48].

Définition 1.14 Soit (X, 7) un espace topologique.
(X, 7) est dit séparé (ou de Hausdorff) si¥ a,b € X, 3V, € V.(a) et Vi, € V,(b) tel que V,NV} = 0.
Vr(a) (resp. V-(b)) désigne l'ensemble des voisinages de a (resp. b) pour la topologie T.

Définition 1.15 Un sous-ensemble Y d’un espace topologique séparé est dit compact si de tout
recouvrement ouvert de Y, on peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.16 Un sous-ensemble Y d’un espace normé X est dit :
1. pré-compact si le complété de Y est compact pour la topologie de X;
2. relativement compact dans X si son adhérence est compacte ;

3. séquentiellement compact pour la topologie faible de X si, de toute suite de points de Y, on
peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans Y.
Dans ce cas, on dit que Y est faiblement compact.

Dans les espaces métriques, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass (voir Théoréme 1.6) permet de
caractériser la compacité avec des suites.
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Théoréme 1.6 (de Bolzano-Weierstrass)
Une partie K d’un espace métrique X (et en particulier d’un espace normé) est compacte si et
seulement si de toute suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Remarque 1.4 On déduit immédiatement de ce théoréme que dans un espace métrique, une
partie Y est relativement compacte si et seulement si toute suite d’éléments de Y admet une
sous-suite convergente dans X.

Théoréme 1.7 Soient (X, | - ||x) un K-espace vectoriel normé et A C X.
1. Si A est compact, alors A est fermé borné.

2. Si X est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé borné.

Les résultats de compacité faible et faible-x énoncés ci-dessous sont largement utilisés pour “passer
a la limite" dans la plupart des méthodes constructives de résolution des problemes aux limites.

Théoréme 1.8 La boule unité fermée d’un espace de Banach réflexif X est faiblement compacte.

Remarque 1.5 Le Théoreme 1.8 est parfois formulé comme suit : “ toute suite bornée dans un
espace de Banach réflexif X, admet une sous-suite faiblement convergente dans X".

Proposition 1.8 Si X est un espace normé séparable, alors toute suite bornée dans X' admet
une sous-suite faiblement-x convergente dans X'.

1.1.4 Quelques théoremes de point fixe et complément d’analyse
réelle

Définition 1.17 Soient (X, d) et (Y,d') deux espaces métriques et k > 0.
1. Une application f : X —'Y est dite k-lipschitzienne si d'(f(z), f(y)) < kd(z,y), ¥V z,y € X.

2. Une application k-lipschitzienne avec k < 1 est dite contractante.

Voici 'important Théoréme du point fixe de Banach. Pour la preuve voir [42] ou [20] page 534.

Théoréme 1.9 (point fixe de Banach) Soit (X, d) un espace métrique complet. Si S : X — X
est contractante, alors elle admet un point fize unique (i.e. 3 x € X tel que S(z) = x).

Définition 1.18 Soit E un espace topologique.
Une fonction f : E —] — oo; +00] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) si pour tout v € R
Uensemble [f <~]={z € E: f(x) <~} est fermé.

Nous donnons quelques propriétés des fonctions s.c.i. (voir [6]).

Propriétés 1.2 Soient E un espace topologique et f : E —] — 0o, +00].
1. Soient (xp)neny C E etx € E. Si f est s.c.i. et si x, — x dans E, alors : f(x) < liminff(xn).
n—-+0o0

2. Soient f1, fo : E —] — 00;+00]. Si f1 et fo sont s.c.i alors fi + fo est s.c.i..

3. Soient f; : E —] — 00; +00], i € 1.
Si (fi)ier est une famille de fonctions s.c.i. alors l'enveloppe supérieure des (f;)ier est s.c.i.,
c’est-a-dire la fonction F définie par F(x) = supfi(x), x € E est s.c.i..
i€l

4. Si E est compact et f est s.c.i., alors f atteint sa borne inférieure sur E.
Il convient d’étendre la Définition 1.18 pour la convergence faible.

Définition 1.19 On dit que f est faiblement s.c.i. au point x € E si pour toute suite (Tn)neN
telle que x, — x dans E, alors f(x) < liminff(zn),
n—-+0oo

On dit que f est faiblement s.c.i. sur E si elle est faiblement s.c.i. en tout point de E.
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Remarque 1.6 Si f est faiblement s.c.i., alors f est s.c.i.. Dans le cas convexe, les deux notions
de semi-continuité inférieure coincident.

De plus, on a le Théoreme 1.10.

Théoréme 1.10 Soit f : E — R une fonction convexe et s.c.i.. Alors [ est faiblement s.c.i..

Définition 1.20 Un ensemble K C RY est dit convexe si pour tout couple (x,y) € K? et
VAe[0;1],ona: x4+ (1—-Nye€K.

Définition 1.21 Soit E un espace vectoriel. Une fonction f: E —] — 0o, +00] est dite convexe si
fOz+ 1 =Ny) <Af(@)+ 1A =Nf(y), Vo,ye E, ¥ Ael0,1].
On dira que f est strictement conveze st
fOx+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =Nf(y), Vz,ye E, v #y, ¥V X€J0,1].

Propriétés 1.3
1. Si f est une fonction convexe, alors pour tout v € R l'ensemble [f(x) < 7] est convexe;
mais la Téciproque n’est pas vraie.
2. Si f1 et fo sont des fonctions convezes, alors fi1 + fo est convexe.

3. Si (fi)ier est une famille de fonctions convexes alors 'enveloppe supérieure des (f;) est
conveze.

4. Si f est une fonction convexe définie sur un owvert conveze Q de RY, alors f est continue
sur § et lipschitzienne sur tout compact de €.

De la propriété de Lipschitz découle, en utilisant le théoreme de Rademacher, que toute
fonction conveze définie sur E C RN est différentiable presque partout (au sens de la mesure
de Lebesgue) sur son domaine.

1S3

Nous pouvons maintenant présenter le Théoréme du point fize de Schauder dont une preuve se
trouve dans [42].

Théoréme 1.11 (point fixe de Schauder) Soient X un espace de Banach et K C X conveze
et compact alors toute application continue f : K — K posséde un point fize.

Nous poursuivons avec le Lemme de Gronwall et ses corollaires. Pour les preuves voir [1].
Théoréme 1.12 (Lemme de Gronwall) Soient f, g et h trois fonctions continues sur un
segment [a,b], d valeurs positives et vérifiant l'inégalité :
¢
Vielabl, ) <hO)+ [ fe)gls)ds

Alors,

t t

Vtea,b], f(t)<h(t) +/ h(s)g(s)exp (/ g(u)du)ds.
a S

Dans le cas particulier ou h est une constante égale a C'; on a le Corollaire 1.1 qui est couramment
appelé “forme intégrale du Lemme de Gronwall”.

Corollaire 1.1 Soient f, g : [a,b] = R, deux fonctions continues vérifiant :

3C0>0/Vieal], ft)< C—i—/atf(s)g(s)ds.

Alors,

t

Vitelab], f(t)<Cexp (/ g(s)ds).

a
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On a aussi la “forme différentielle du Lemme de Gronwall”, donnée par le Corollaire 1.2.

Corollaire 1.2 Soient f : [a,b] — Ry une application continue et dérivable et g : [a,b] — Ry
continue avec :

Vitelad], f(t)<f(t)gd)
Alors,

t

g(s)ds).

De plus, le Lemme de Gronwall permet d’obtenir le Corollaire 1.3.

Vtea,b], f(t)ﬁf(“)e"p(/

a

Corollaire 1.3 Soit f : [a,b] = RY une fonction de classe C' vérifiant :
JA>0, B>0,Vtelab], ||f@®)] <B+A|f(0).
Alors,
vielnt, IO < 1@t + 5 (Ao 1),

Nous terminons cette sous-section par quelques précisions sur I'obtention d’une solution globale en
dimension finie pour un probléeme de Cauchy donné que nous utilisons au Chapitre 2.

Soient I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert connexe d’un espace de Banach E et une application
f I xQ — E continue.

V" Probleéme de Cauchy : étant donnée tg € I, xy € €2, trouver J C [ intervalle contenant ¢y et une
application = : J — € dérivable sur .J, satisfaisant :

d
{ Cbé:gt)__ flt,2(t), te, (1.4)

v' Forme intégrale du probléme de Cauchy : un couple (J, z) est solution du Probleme de Cauchy
(1.4) si, et seulement si, I’équation intégrale suivante est vérifiée :

Vited x(t) =x0+ tf(s,m(s))ds, xo = x(to).

to

Théoréme 1.13 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz (local Lipschitz))

On suppose que f est continue et localement lipschitzienne par rapport d sa deuxiéme variable sur
I x Q. Alors il eziste une unique solution mazimale (J,z) au Probléme de Cauchy (1.4), qui est
définie sur un intervalle J ouvert.

* On suppose que f est continue et localement lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable
sur I x Q. Soit (J, z) la solution maximale du Probléme de Cauchy (1.4).

* L’intervalle J est ouvert, disons de la forme |7, 7 [. Si T} < sup [, la solution maximale x
“explose” au voisinage du temps 7', de la maniére décrite par les théoremes suivants.

Théoréme 1.14 (Théoréme de sortie de tout compact)

Soit (|T_,T4[,x) la solution mazimale du Probléme de Cauchy (1.4). Si T < supl, alors la
trajectoire {x(t)} sort de tout compact au voisinage de Ty, c’est-a-dire : quelque soit K C )
compact, il existe Tk €)T_, T4 tel que, pour tout t € [T, T4[, z(t) € Q\ K.

Corollaire 1.4 (Explosion en dimension finie) On suppose Q = E et E de dimension finie.
Soit (|T-,T4[, x) la solution mazimale du Probléme de Cauchy (1.4). Si Ty < sup !, alors

Jim [la(t)][p = +o0

Remarque 1.7 [intéressante]

1. Si E est de dimension infinie, on peut avoir T < sup [ bien que (||x(t)|g) reste bornée
dans un voisinage de T%.

2. Si E est de dimension finie, les bornés sont relativement compacts : il suffit donc de montrer
qu’une solution maximale est bornée pour savoir qu’elle est globale.
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1.1.5 Espaces LP(Q)), p € [1,+o0]

Soit © un ouvert de RY avec N > 1. Pour les preuves dans cette partie voir [1].
» Pour p € [1,+00[, on note LP(Q2) = LP(Q,R), l'espace vectoriel des (classes de) fonctions
u : 0 — R mesurables de p — iéme puissance intégrable (au sens de Lebesgue) sur €, i.e.

/ |u(x)|Pde < 4o0.
Q

On norme l'espace LP(§2) par

oy = ([ Juta)paz)”

» Pour p = +o00, on note L= (Q) = L>(Q, R), espace vectoriel des (classes de) fonctions u : Q — R
mesurables essentiellement bornées dans (2, i.e.,

IM>0tq. [u(z) <M, pp.ze
La quantité

lul| oo () = supess |u(z)| = inf {M > 0; |u(x)| < M, p.p. z € Q},
€

est une norme sur L>(2).

Proposition 1.9 Les espaces LP(§2) jouissent des propriétés suivantes.
1. (Fischer-Riesz) Pour tout p € [1,+0c], (LP(Q),]| - || r(q)) est un espace de Banach.
2. Pour 1 <p < +oo, l'espace LP(Q)) est séparable.
3. Pour 1 < p < 400, l'espace LP(QY) est réflexif, et le dual de LP(SY) s’identifie a LI(S2),
1 1
ot — + — = 1.
P g
v A titre exceptionnel, L%() est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(V)@ = [ ula) - v(a)ds,
dont la norme associée est

oy = ([ o) Par)

Nous donnons, sans démonstration, des versions assez générales des inégalités de Young et de
Holder que nous utiliserons sans cesse par la suite sans les mentionner explicitement.

Théoréme 1.15 (Inégalité de Young) Soient n € N, n > 2, xq,--- ,x, € Ry. Soient égale-
ment p1,--- ,pn € RY tel que Z =1. On a alors :
=1

Pi

n n T
[[e<3"
i—1 i—1 Pi

1 1 a? b
En particulier, si a,b € Ry et p,qg > 1, tel que — + — =1 alors ab < — + —
p q p q

On déduit immédiatement de cela une version extrémement utile de I'inégalité de Young.

Corollaire 1.5 Soient p1,--- ,p, des réels vérifiant [’hypothese de la proposition précédente.
Pour tous e1,--- ,en—1 € R, il existe une constante C(e1,--- ,en—1) > 0, telle que pour tous
X1, ,Tn €ERy, on a:

n n—1
[Tz <> et +Cler,- -+ en1)alr.
- . 1 1
En particulier, soient p,q > 1, tel que — + — =1, alors
P g
Ve>0,3C(€)>0/VabeRy:ab<ed +Ce)b?

15



Théoréme 1.16 (Inégalité de Holder) Soient Q un ouwvert de RY, p1,--- p, des réels positifs

1 "1
(éventuellement infinis). Soit r € [1,+o0] tel que — = E —. Alors pour toute famille de fonctions
T — Di
i=1
fi,-++, fu, avec f; € LPI(Q), on a :

Hfi eL(Q) et H Hfi . < H | fill o ()
i=1 i=1 @ ia

1 1 1
En particulier, soient p,q, et v > 1 tel que — + — = —, alors pour tous f € LP(Q) et g € LI(Q),
p q r
ona:fge L () et
19l < [flle@ll9lla)- (1.5)

v Sir =1, (1.5) est couramment appelé inégalité de Holder.
vV Sir=1et p=g=2dans (1.5), on retrouve I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

On déduit de ce théoreme 'inégalité d’interpolation entre les espaces LP, qui n’est autre quune
propriété de convexité.

Corollaire 1.6 Soient Q un ouvert quelconque de RY et u € LP(Q) N LY(Q) avec 1 < p,q < +oo.
Alors pour tout réel v tel que :

1 6 1-46
7:7—’_77 Ogegla
rp q
ona:ueL"(Q) et
lull 2y < llullZ o lull ). (1.6)

Rappelons le Lemme de Fatou, le Théoréme de Fubini et le Théoréme de la Convergence Dominée
de Lebesgue (TCDL).

Théoréme 1.17 (Lemme de Fatou) Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit (f)nen une suite
de fonctions mesurables de E dans Ry. On a :

[E (liminffn)d,ugliminf< /E fndu). (1.7)

n——+00 n—-+00
Le Lemme de Fatou est une conséquence du Théoreme de convergence monotone.

Théoréme 1.18 (Théoréme de Fubini) Soient Qp et Qo deuz ouverts de RY et
F: Q) x Qy — R une fonctionnelle, on suppose que F € L'(; x Q).
Alors pour presque tout x € £y :

F(z,y) € L} () et / Fla,y)dy € L1 ().
Q2
De méme pour presque tout y € Qg :

F(x,y) € LL(Qy) et /Q F(x,y)dx € L2(5y).

De plus, on a :

/§2le2 F(z,y)dedy = /Ql ( 0 F($,y)dy)dm = /Q2 ( o, F(ﬂc,y)daz>dy.

Définition 1.22 (Convergence presque partout) Soient (E, A, u) un espace mesuré, F' un
ensemble, (fn)nen une suite de fonctions de E dans F' et f une fonction de E dans F. On dit que
fn converge presque partout vers f et on note f,, — f p.p. s’il existe une partie A de E, négligeable
(i.e. mes(A) = 0), tel que, pour tout x élément de A° (A°={x € E/x ¢ A}), la suite (fn(z))
converge vers f(z).

neN
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Théoréme 1.19 (TCDL) Soit 1 < p < 0o et (fn)nen une suite de fonction de LP(Y), tels que :
L falx) —= f(z) pp. sur
2. 3 g€ LP(Q) tels que |fn(z)| < |g(z)| p.p. dans 2.

Alors f € LP(Q) et || fn — fllr@ — 0.

n——+00
Le TCDL admet la réciproque partielle suivante.

Théoréme 1.20 (RTCDL) Soit 1 < p < 400 et (fn)nen une suite de fonction de LP(QY), telle
que fn(x) - f(z) dans LP(Q). Alors, il existe g € LP(Q) et une sous-suite (fn, )ren tels que :

1. fo(x) — f(x) pp.x e
k—+o0
2.VkeN, |fo () <gz)pp xell
On a aussi le résultat de compacité suivant qu’on utilise régulierement dans la suite.

Lemme 1.1 Soit Q@ ¢ RY un ensemble mesurable borné. Supposons que (fr)nen C LP(Q),
| fallLr) < C avee C' une constante positive et f, — f p.p. dans Q. Alors

1. feLP(Q) et ||fllLr@) < C.
2. fo — f fortement dans LP, pour tout p € [1,p].

Preuve du Lemme 1.1 : Griace au Lemme de Fatou, on a :
Pir < Ch Pl < 1im i Pir < COP
[1r@pde < [ timintl g (@)Fde < tmint [ £, (@) < 7

donc (1.) est prouvé.

Ensuite, sous les hypothéses du lemme, avec le théoreme de Lebesgue, il s’ensuit que pour tout
e > 0, si on définit Q,, = {x € Q;|fn(z) — f(x)| > &}, alors mes2, — 0 quand n — oc.

En appliquant I'inégalité de Holder, nous obtenons

Lt =n@Pa = [\~ nelas+ [ o = NP
< |fa— inE(Qn) + /Q\Qn eldx

< P e = Flan + 7192\
L7 ()

1-2 P P
< QT o~ FE o,y + PO,
ou |A| désigne la mesure de 'ensemble A. Soit n — oo, alors hm 1 SUp / |f — fPdz < €P|Q.
Puisque ¢ est arbitrairement petit, nous avons

limsup/ |fn — fIPdz =0,
Q

n—oo
ce qui donne (2.). B
On donne aussi le résultat fondamental suivant.

Théoréme 1.21 Soit F : [a,b] — R une fonction, ot a,b € R et a < b. Alors, les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. il existe une fonction intégrable f : [a,b] — R telle que
F(z) :/ F()dt, ¥ € [a,0); (1.8)

2. F' est absolument continue.
De plus, si (1.8) se tient, alors F'(x) = f(z) p.p. = € [a,b].
Terminons ce paragraphe par le Théoréme 1.22.

Théoréme 1.22 Soit Q un ouvert de R™. Soit (u,,) une suite convergente dans L*(Q2) et bornée
dans LI(Q) pour un certain q > k. Alors elle converge dans tous les LP(Q) tels que k < p < q.
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1.2 Distributions et Espaces de Sobolev

Pour tout multi-indice o = (aq, an, - - ,ay) € NV, on note :

ol

D* =
- aq a2 an
0" 0x5 - - 0y

la| =a1 +ag + -+ an,

I'opérateur de dérivation d’ordre o par rapport a la variable d’espace © = (21,22, -+ ,ZN).

1.2.1 Notion de distribution

La théorie des distributions a été introduite par le mathématicien frangais LAURENT SCHWARTZ
en 1945. Les distributions sont des objets qui généralisent les fonctions localement intégrables
et les mesures de Radon sur RY. L'un des intéréts principaux de la théorie des distributions est
de permettre la construction d’un calcul différentiel qui prolonge le calcul différentiel ordinaire
et pour lequel toute distribution est indéfiniment dérivable. Cette théorie est devenue un outil
essentiel, notamment dans I’étude des équations aux dérivées partielles. Elle a aussi permis une
modélisation mathématique pour de nombreux phénomenes physiques.

L’idée de base de la théorie des distributions est de définir les distributions par leur action sur
un espace de fonctions appelées “fonctions-test”. On peut noter que cette idée apparait déja dans
la définition de mesures et en particulier dans la définition des mesures de Radon.

Pour plus d’informations voir [16]. Soient Q un ouvert de RY et f: Q — R, z — f().

Définition 1.23 (Support) On appelle support de f l'adhérence (ou la fermeture, c’est-a-dire
le plus petit fermé) du lieu ot f n’est pas nulle :

supp (f) ={z € Q/f(x) # 0}.

Définition 1.24 (Espace des fonctions tests)

L’espace des fonctions tests noté D(Q) ou C(Q) est l'ensemble des fonctions ¢ : RY — R
indéfiniment différentiables et a support compact inclus dans €.

Pour K C Q compact, on note Cg(S2) l’ensemble des fonctions de CZ°(2) d support dans K.

Définition 1.25 On dit qu’une suite @; converge vers ¢ dans D(Q) quand j — +o00, si :
1. les @; et @ ont leur support dans le méme compact K C §2;

2. pour tout multi-indice o, D“p; — D¢ uniformément sur K ce qui revient d une convergence
uniforme sur €.

Définition 1.26 Une distribution T sur Q est une forme linéaire “séquentiellement” continue
sur D(Q) c’est-a-dire : T : D(Q) — C, ¢ — T(p), linéaire et continue au sens suivant : pour
toute suite @; qui converge vers ¢ dans D(Y), la suite de nombres complexes T'(p;) — T(yp).

Les distributions sur € forment un espace vectoriel noté D'(Q), c’est exactement 1'espace des
formes linéaires continues sur D(€2) : c’est le dual topologique de D(2) ce qui justifie la notation.
On peut reformuler la définition précédente de la maniere suivante dans le cas réel.

Définition 1.27 On dit que T est une distribution (réelle) dans 2 si T est une forme linéaire
sur D(Q) :
T: D) —R
o = T(p) =(T,0)p )0 = (T, ¢),
qui vérifie la propriété de continuité suivante :
pour tout K C Q compact, il existe Ax > 0 et p € N tel que
(T, o) < Ak sup |D%(z)], ¥V ¢ € CR(9),

€K, |a|<p
otz € Q et o € NV un multi-indice.
Lorsque Uentier p peut étre choisi indépendamment de K on dit que la distribution T, est d’ordre
fini, et la plus petite valeur de p possible est appelée 'ordre de T .
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Définition 1.28 (Dérivation dans D'(Q)) Soit T € D'(R). L’application ¢ — —(T, ') est

une distribution. Par définition, c’est la dérivée de T notée I On a donc :
x

<Z—Z,(p> - —(T, %>, ¥V ¢ € D(R).

De la méme fagon, on peut définir la dérivée d’ordre k € N* de T € D'(R). C’est une distribution
k

notée —— définie par :
Tk finie p

d*T
x
d*T i/ A
L2 <wa¥7> =(-1) <T> W>
En général, on a la Définition 1.29.

Définition 1.29 (Dérivée partielle dans D'(Q2)) Soient T € D'(Q), o multi-indice.
L’application
D°T: D(Q) —R
o ()T, Do)

est une distribution sur ), appelée dérivée partielle d’indice o de T'. On a la formule :
(DT, ) = (=1)l*UT, D), ¥ ¢ € D(9).

Définition 1.30 (Convergence dans D'(Q)) On dit qu’une suite de distributions (réelles)
(T})jen C D'(Q2) converge vers T dans D'(Q), si pour tout ¢ € D(Q)

(Tj,¢) = (T, ) dans R lorsque j — +o00.

Remarque 1.8 [importante] Il y a unicité de la limite dans D'(Q). En effet, ceci découle de
I'unicité de la limite dans R, si 7; — T} et T; — T dans D'(Q) alors (T}, o) — (Th,¢) = (T, ¢),
pour tout ¢ € D(Q) et donc Ty = Ty dans D'(Q).

1.2.2 Espaces de Sobolev : définitions et propriétés élémentaires

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels modelés pour la plupart a partir des
espaces de Lebesgue et munis des normes combinant celle de la fonction en question et de celles des
dérivées faibles jusqu’a un certain ordre. Ces espaces jouent un role tres important dans la résolution
des équations aux dérivées partielles modélisant des phénomenes physiques, mécaniques et méme
biologiques. Elles portent le nom du savant SERGUEI LvoviTcH SOBOLEV un mathématicien et
un physicien atomique russe de I’époque Soviétique.

Soit € un ouvert borné de RY . Pour plus de détails dans cette partie voir par exemple [16,20,38].

e Espaces W™P?(Q) et H™(Q2), m e N

Définition 1.31 Soient m € N, 1 < p < 400 et Q un ouwvert de RY. On appelle espace de Sobolev
d’ordre m et on note W™P(Q) l’espace :

WP (Q) = {u €IP(Q): Due LP(Q), Vo= (a1,09, - ,ay) €NV, 0< |a] < m}

olely
ot D% = m est la dérivée partielle de u d’ordre o au sens faible (des distributions).

L’espace W™P(Q) est muni de la norme :

D=

(X 1D%ul}, )" i 1<p< oo,
HUHWW(Q) = lo|<m
max ”Dau‘|Loo(Q) si  p= +oo,
|a|<m
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ot || - | zr(q) désigne la norme des espaces de Lebesgue. La norme :

Z [D%ullpy 81 1< p<+oo,
||| yyrmor () = || <m X .
D) Y Il s op=+oo

la|<m

est une norme équivalente d la précédente. On utilisera donc indifféremment l'une de ces normes,
et on notera la norme employée || - ||wmnr ).

» Exemples (Cas particuliers) :
Dans le cas p =2, on note
H™(Q) := W™(Q),

cet espace est muni du produit scalaire
(w, V) miey = D (D%u, D) 12 ().
|| <m
v Pourm=1, ona :
0
1 _ 2 ou
HY(Q) = {ue 12()/ o

que l'on munit du produit scalaire noté (-,-)gi(q) -

(u,v)H1(Q):/ (u v+28x -8x_)dm

et par le fait méme d’une norme induite :

1wl 1) = ((u U)Hl(Q)) = (/ (|u|2 +Z ‘—‘ ) )é = (/Q (Jul* + Vu - Vu)dx)é

1
2

2 \}
{ ) = (i@ + 1Vl

N
— (HuH%z(Q) + ; ng

ou de la norme équivalente :

= |lullz2(0) + [ Vull 2(0).-

N Ou
lelly = iz + 3= 5] o
i=1

v Pourm =2, ona:

H(Q) = {u e 12() / 88;2 € I2(Q),

que l'on munit du produit scalaire noté (-,-)g2(q) -

ou Ov ol v
(uvv)Hz(Q) :/ (U U+Z@xl 8$Z Z 695181‘] 8 )dx

.Z‘ial’j

5J

et la norme induite :

oy = (o wmny) = ( / (luf
N ou
= (Il + 2 57,

ou de la norme équivalente :

Z ‘83:@8%‘ ) >%

L2() Z Haxl&pj ‘ L2(Q)) 2

Y O
HUHH%Q):H“HL%Q)JF;Hax 12(2) Z Haxlam‘

2(©)
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Théoréme 1.23

1. Les espaces W™P(Q) sont des espaces de Banach.
lls sont séparables si 1 < p < 400 et réflexifs si 1 < p < 4+00.

2. Les espaces H™ () sont des espaces de Hilbert séparables.

Remarque 1.9 Soit (x,)nen une suite d’éléments de W™P(Q) et & € W™P(Q) avec m € N*.
Alors

Ty —> T dans LP(Q),

m.p
Tn — @ dans W™P(Q) <= { D%z, — D% dans LP(Q), V1< |a| <m.

e Espaces W;""(Q) et Hi'(?), meN
Définition 1.32 Pour tout 1 < p < 400, on pose :

m AroyV ) m
Wi (Q) = D(Q) = {u e W™P(Q); 3 (pulnen € D(Q) L. u— pullwrse) —> 0},

n—-+o0o

et
m m, o™ ()
H"(Q) = W™*(Q) = D(Q) :

Proposition 1.10 (Inégalité de Poincaré) On suppose que Q est un ouvert borné de RV,
Alors, pour tout 1 < p < +00, il existe une constante C' (dépendant uniquement de N, p et Q)
telle que :

[ull o) < ClIVull o), ¥ u € WyP (). (1.9)

Remarque 1.10 v Vu l'inégalité (1.9), la quantité :
ltlly oy i= I Vulzogey

définit une norme dans Wy (Q) équivalente & la norme induite par celle de WP(€).
v Plus généralement, en appliquant 1'inégalité de Poincaré m fois, on voit que la quantité

lulwyry = ( 3 ID%ul0g)”

|a|=m

définit une norme sur Wy () équivalente & la norme induite par celle de W™P(Q).

e Espaces W™7(Q)

Définition 1.33 Pour tout 1 < p < 400, on désigne par W~"P(Q) lespace dual de WS’L”’,(Q),
ou p' désigne le conjugué harmonique de p, muni de la norme duale

(T, u)
IT|lw-mp) = sup Tal o : sup  [(Tou)|= sup  [(T,u)|
wew? (@) 1w @) wew () ueWw" (Q)
u#0 lull o pt <1 e
WP (@) WP (@)

v' Dans le cas p =2, on note
W=m(Q) = H™(Q) = (Hg'(2))".

Bien que le dual de W'P(Q) n’est pas si facile & identifier & un autre espace fonctionnel concret,
on a la caractérisation suivante de la convergence faible dans W' ().

Proposition 1.11 Une suite (u,) converge faiblement vers u dans W'P(Q), si et seulement si
0
un — u faiblement dans LP(Q) et aun — g; faiblement dans LP(Q), i=1,---, N.
€Z;
o
8% ’

Dans ce cas, on a g; =
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Preuve de la Proposition 1.11 : Soit (u,) telle que u,, — u faiblement dans W'?(Q). Pour
toute forme linéaire continue L sur WP(Q), on a donc (L,u,) — (L,u). Prenons v € L (Q)

0
arbitraire. Les formes linéaires (L, u) = / wvdx et (L, u) = / ! i Lr(Q)
N ST
par I'inégalité de Holder. Par conséquent, u,, — u dans LP(Q2) e aun — au dans LP(2).
Z; €T

Ouy, .
— ¢; faiblement dans

2

Réciproquement, soit (u,) telle que u,, — w faiblement dans LP(2) et

U
LP(Q) pour ¢ = 1,--+ , N. On en déduit d’'une part que u,, — u et 5 " — g; dans D'(Q). Par
L
du
continuité de la dérivation au sens des distributions, il s’ensuit que g; = e On en déduit d’autre
X

part que la suite (u,) est bornée dans W'?(Q). Comme 1 < p < 400, on peut en extraire une
sous-suite u,; qui converge faiblement au sens de WP(Q), lequel est réflexif, vers un certain
v € WHP(Q). D’aprés ce qui précede, on a donc v = u et I'on conclut par unicité de la limite. B

Théoréme 1.24 Soit Q un ouvert borné de RY lipschitzien de frontiére OS2 de mesure surfacique
o. Soitn=(n;), i=1,--- N le vecteur normal a 02 dirigé vers l’extérieur de SQ.

1. (Intégration par parties) Alors, siu et v sont des fonctions de H*(Q), on a :

/ auvdat:—/ avudfc—k uwvn;do, 1 =1,--- | N,
QafL‘i ani a0

ou n; désigne la i — iéme composante de n.
2. (Formule de Green) Soient u € H*(Q) et v € H*(). On a :

/ Auvdr = f/ Vu- VUd:L’Jr/ a—vda
Q Q a0 On

3. (Conséquences de la formule de Green)
v Soient M € (H'(Q))N et f € HY(Q). On a :

/M-Vfdm:—/fdidex—s—/ FM - ndo.
Q Q o0

v Soient u,v € H*(Q), on a :

/Auvdx—/uAde+ —vda—/ u—da
Q 90 On a0 On
ou

Ot — = Vu-n est la dérivée normale de u.

on

1.2.3 Injections de Sobolev

On appelle conjugué de Sobolev du nombre p, le nombre p*, défini par la relation :

1 1 m | . Np
—=—-——,tep =

p* p N’ N —mp

Définition 1.34

1. Si Q) est un ouvert de RY, les entiers j > 0 étant donnés, on définit la famille des espaces

Cl(Q) par :
Q) ={ued (@) /VaeN |a| <j, 3 Ka, [Dullr= < Ko,
muni de la norme suivante

[ullgi ) = sup sup|Du(z)].
la|<j z€

CZ(Q) muni de cette norme est un espace de Banach.
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2. Les sous-espaces Cg’)‘(Q) ou A € RY, sont constitués des fonctions de Cg(Q) telles que, si
la|] < 7 alors :

3 Can, Va,yeQ, |Du(x) — D(y)| < Conlz — y|’\,

muni de la norme suivante

|DYu(x) — DYu(y)|
llullcin iy = lullei gy + sup sup
Gre GO T < (@a)e?, oy} |z — y[?

CZ’/\(Q) muni de cette norme est un espace de Banach.

Remarque 1.11 V (B,)), 0 < S < A< 1: CZ”\(Q) — Cg’ﬁ(Q) < C}(Q), les inclusions étant
strictes.

Remarque 1.12 Lorsque 2 est un ouvert borné, toute fonction de cet espace et ses dérivées se
prolongent contintiment sur €2, cet espace est alors identique a l’espace C’(12).

Théoréme 1.25 Soit Q un ouvert borné de RY et (u,,) une suite de C®(Q) relativement compacte

dans C(2). Alors, pour tout p tel que 0 < p < X, la suite (uy,) est relativement compacte dans tous
les COH(9).

Rappelons le célebre théoreme d’injection de Rellich-Kondrachov (voir [22]) qui est un résultat
de compacité prenant en compte de nombreuses situations.

Théoréme 1.26 (Rellich-Kondrachov) Soit Q € RY un domaine lipschitzien borné.
1. Alors, simp < N etp>1, W™P(Q) = LI (Q)V1<qg<p'=
De plus, W™P(Q) —— L1(Q) sim >0 et g < p*.
2. Simp=N, W™P(Q) —— LI(Q) ¥ q € [1,+00][.
3. 8imp>Netp>1 WP (Q) — C;n*[N/p]*l’V(ﬁ), ot [-] dénotes la partie entiére et

N —mp’

N N N

M NNy
V= p p P N
nombre positif arbitraire dans ]0;1] si — € Z.
p
m—[N/pl=1v ;&\ o N N
De plus, W™P(Q2) —— C, IN/pI=1, Q) sid<v< [5} +1-— e

Le résultat suivant est une conséquence direct du Théoreme 1.26 et représente un théoreme
d’injection pour les espaces dual de Sobolev.

Corollaire 1.7 Soit Q@ C RY un domaine borné. Soient m > 1 et ¢ < +o0 satisfaisant :

*

q>p*7_17 odp*:m simp < N,
q > 1 pour mp = N,
ou
qg>1simp>N.
Alors LI(Q) < WP (Q), ]1? + ;, =1

Avec le Théoréme 1.26 on peut avoir aussi les deux résultats suivants qui nous permettent de faire
des raccourcis dans certains cas.
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Théoréme 1.27 Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RY .

1. On suppose que N > 2 :
N
(a) pour tout q € }1, m[, on a LY(Q) — WH4(Q);
(b) pour tout p €)1, N[, on a LP(Q) — W1 (Q);
(c) pour tout p > N, on a LP(Q) — W12(Q).
2. 8iN=1, onaL'(Q) — W h>(Q).

1 1 2N
Proposition 1.12 Soientp>1,g>1let—+~-=1,0na Wol’p(Q) — W(Q) pourp > Nio
p q

Preuve de la Proposition 1.12 : Il s’agit de montrer que W, (Q) — L?(Q).
On asi p > N, alors Wy*(Q) — L*(Q).

Sip < N, alors Wy () — LP (Q) — L*(Q), car p* =

WP (Q) = L2(Q) = (L4(Q)) — W™ 9(Q)..

Terminons cette section par donné 'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg (voir [35])
que nous utiliserons régulierement dans la suite.

Lemme 1.2 (Inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg)

Soient u : Q — R une fonction définie sur un domaine lipschitzien borné Q C RN, V1 < ¢, < 400
et un entier naturel m. Supposons qu’un nombre réel 6 et un entier naturel j soient tels que :
I 1 m 1-6
e S\ — 7
p N " ( N ) ’ q

et
<f<I.

3 \u.

Alors, nous avons

|D7ulocey < CHlD™ ulr ey el ey + C

ot s > 0 est une constante arbitraire. Les constantes Cy et Cy dépendent du domaine £ ainsi que
de m7 N7 j7 r? q7 6'

1.3 Espaces LP(a,b, X), p € [1,+00] des fonctions a va-
leurs dans un espace de Banach

Les espaces que nous allons définir a présent sont d’une importance fondamentale pour la suite.
Dans ce qui suit X est un espace de Banach muni de la norme || - || x, X’ son dual topologique et
(-,+) le crochet dans la dualité entre X et X'.

e Définitions et premieres propriétés

Théoréme 1.28 (de Pettis)
Soient Y un espace de Banach réel séparable et f : Q — Y une fonction définie sur un ensemble
mesurable Q C RYN. Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la fonction f est mesurable sur €2;

2. la fonction réelle x — (g, f(x)) est mesurable sur 0 pour tout g € Y.

Cet important résultat connu sous le nom de Théoreme de Pettis réduit la mesurabilité de fonctions
a valeurs dans un espace de Banach a la mesurabilité de fonctions réelles.
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Définition 1.35 On pose F(x) = f(z,u(x)).
Si la fonction u: Q CRY — U est mesurable, alors la fonction F: Q — Y est aussi mesurable d
condition que les hypothéses suivantes soient satisfaites :

1. Pensemble Q) est mesurable et les espaces de Banach U, Y sont réels et séparables;

2. la fonction f: Q x U —Y est une fonction de Carathéodory, c’est-da-dire,

(a) x+— f(z,u) est mesurable sur Q, ¥ u € U,
(b) uw f(x,u) est continue sur U p.p. x € Q.

Définition 1.36

1. L’espace C™(Ja,b]; X)), m € N désigne ’espace de toutes les fonctions continues

f:[a,b] = X qui ont des dérivées f9 continues jusqu’a Uordre m inclus sur [a,b], avec la
norme

I fllem(ap)x) = ZmaXHf() Mx-

z€la,b]

On écrit C([a,b]; X) au liew de C°([a,d]; X).

Pour p € [1,+00[, on note LP(a,b; X) 'espace vectoriel des (classes de) fonctions
b

f:la,b[— X qui sont mesurables et telle que / | fII%dz < +o0, qu’on munit de la norme
a

1

llstaans = ([ 15 1ez)

Pour p = +o0, on note L>(a, b; X) 'espace vectoriel des (classes de) fonctions f :|a,b[— X
mesurables et essentiellement bornées sur |a,b|, c’est-a-dire pour lesquelles il existe une
constante C' telle que

If(@)llx < C, p.p. dans Ja,b],

qu’on munit de la norme

Il = {C > 0 5@ < €. pop dans Ja b} = swpess 7.
z€la,

Proposition 1.13 Soit m € N et soient X, Y deux espaces de Banach. Nous avons les propriétés
suvantes :

1.
2.
3.

C™([a,b]; X) est un espace de Banach ;
pour p € [1,4+00], LP(a,b; X) est un espace de Banach ;
pour p € [1,4+00[, C([a,b]; X) est dense dans LP(a,b; X), et

C(la,b]; X) = LP(a,b; X);

. Uensemble de tous les polynomes P : [a,b] — X, i.e., P(t) = ap + a1t + - -+ + a,t" avec

a; € X pour tout i =0,1,--- ,n et n € N, est dense dans C([a,b]; X) et LP(a,b; X);

si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)x, alors L*(a,b; X) est aussi un
espace de Hilbert pour la norme || - || L2(ap;x) associée au produit scalaire

b
(. 9) 22 (apx) = / (F(2),g(x))xdx, ¥ f.g € L3(a,b; X);

6. pour p € [1,+o0o[, LP(a,b; X) est séparable dans le cas ou X est séparable ;

7. si Uinjection de X dans Y est continue, alors

L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 < q<r < 4o0. (1.10)
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e Espace dual de ’espace L*(0,7; X)

On donne d’abord l'inégalité de Holder dans LP(0,T; X) qui est & la base de nombreuses
applications.

Proposition 1.14 (Inégalité de Holder dans LP(0,7; X))
Soit X un espace de Banach. Alors l'inégalité de Hélder

[0 gl < ([ 1) ([ Il (L11)

est vrate pour tous
feLi0,1;X"), g€ LP(0,T; X)

1 1
avec 1 <p <400, —+—-=1.
P q

1 1
Proposition 1.15 Soit X un espace de Banach séparable réflexif et soit 1 < p < +o00, —+ — = 1.
P q

Alors, on a les propriétés suivantes.
1. A chaque fonction f € L4(0,T; X") correspond une unique forme f € (L*(0,T; X))/ tel que :

T
<f7g>(LP(O,T;X))’,LP(O,T;X) = /0 <f(t)79(t)>X',th> VgeLP0,T;X).

2. Inversement, a chaque f € (LP(0,T; X))/ correspond une unique forme f € L4(0,T; X") tel
que :

_ T
(5 9) @r0.1:x)), L7 (0,7:x) = /0 (f(t),9(t)x xdt, ¥ g € LP(0,T; X).

De plus, on a :

I Fllcze )y = I1fllzaorxy-
1 1
Ainsi, on peut identifier (LP(0,T; X))/ avec LY(0,T; X"), =+ = =1, ce qu'on écrit :
p q

1 1
(Lp(07T7 X))/ = Lq(ovT; X/)v -+ - = 1.
p q

3. L’espace LP(0,T; X) est réflexif.

Dans le cas spécifique ou 'espace de Banach X est un espace de Lebesgue, nous avons le
Théoreme 1.29 dont une preuve se trouve dans [1].

Théoréme 1.29 Soient I un intervalle de R, Q un ouvert de RY et p1, qi, p2, ¢o quatre réels
dans [1,+o0]. Si f € LP*(I, L% (Q2)) N LP*(I, L®(Q)) alors pour tout O €]0,1], la fonction [ est
dans LP(1, LY(Q2)) pour p et q définis par :
1 6 1-90 1 0 1-0

_|_

= — N etfzf—i— 5 (].].2)
p Y4l P2 q q1 q2

et de plus on a :
0 1-6
1 lleer,za)) < 1 zor 2,0 @) 1 | o2 1,02 () (1.13)
On déduit du Théoreme 1.29 le Corollaire 1.8 dont la preuve est également détaillée dans [1].
Corollaire 1.8 On reprend les notations du Théoréme 1.29 et on suppose que p1 et q1 sont finis
et que py et qo sont strictement plus grands que 1.
Si (un)n est une suite de fonctions qui converge fortement vers u dans LP*(I, LY (Q))) et faiblement

(ou faiblement-x si py et/ou go sont infinis) dans LP?*(1, L% (QY)), alors pour tout 6 tel que 0 < 6 <1
la suite (uy), converge vers u fortement dans LP(I,L9(QY)), ot p et g sont donnés par (1.12).
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e Intégrale de Bochner

Soit |a, b[ un intervalle ouvert borné de R. Pour les fonctions définies sur ]a, b[ & valeurs réelles,
nous disposons de la théorie de 'intégration de Lebesgue. Cette théorie peut étre généralisée aux
fonctions a valeurs dans un espace de Banach, c’est-a-dire, aux fonctions f :|a,b[— X, ou X est
un espace de Banach.

Dans tout ce qui suit, (X, || - ||x) désigne un espace de Banach.

Définition 1.37 (fonction simple) Une fonction f :Ja,b|— X est dite simple (ou étagée), si
elle est mesurable et s’il existe un nombre fini de sous-ensembles de |a,b[ Lebesgue-mesurables
(Aj)i=1,....m de mesure finie, deux d deux disjoints tels que

£(0) = Y a0,

ot 14, est la fonction caractéristique de 'ensemble A; et a; € X.
On note S(a,b; X) lespace vectoriel des fonctions simples de ]a,b] dans X.

m
Pour toute fonction simple, on définit la quantité / f)dt = Z a;mes(A;).
R i=1

Définition 1.38 Soient A un sous-ensemble mesurable de R et f une fonction arbitraire définie
p.p. de A dans X. La fonction f est dite fortement mesurable dans A, s’il existe une suite (fpn)neN
de fonctions simples a supports inclus dans A tel que :

lim [[fa(t) = F(®)llx =0, pp. t € A

n—r—+00

Définition 1.39 (Fonction Bochner intégrable) Une fonction f :]a,b[— X est dite intégrable
au sens de Bochner, s’il existe une suite (fn)nen de S(a,b; X) telle que :

lim [[fa(t) = F®)llx =0, p.p. t €la,b,

n—-+o0o

et st

b
tim (146 = S(0)]x = 0.

n—-+o0o

b
Alors / fn(t)dt converge dans X et sa limite est indépendante du choiz de la suite (fn)nen

a
vérifiant les conditions ci-dessus. On définit alors 'intégrale de Bochner de la fonction f par

/a " )t = i / " (bt

n—-+oo

L’important Théoréme 1.30 (voir [48], Théoréme 1, p. 133) précise le lien entre I'intégrabilité
au sens de Bochner et celle au sens de Lebesgue.

Théoréme 1.30 (de Bochner) Une fonction fortement mesurable f :la,b]— X est Bochner-
intégrable si et seulement si la fonction réelle t — ||f(t)||x est Lebesque-intégrable sur |a, b,
c¢’est-a-dire f € L*(a,b; X). Dans ce cas, on a :

b b
| [ s < [
a X a
Citons deux autres propriétés importantes.

Corollaire 1.9 Soient p > 1, et a et b finis. Si g € LP(a,b; X), et f € X', alors on a :

(5. [ sttty = ["tr.0nar
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Théoréme 1.31 (fondamental généralisé du calcul intégral)
Soit X un espace de Banach. Etant donné une fonction g € L'(a,b; X), on pose :

t
70 = [ gs)is.
Alors, f € C([a,b]; X) et f admet p.p. dans |a,b] une dérivée au sens classique avec

%(t) =g(t) p.p- t €la,bl.

e Distributions a valeurs dans un Banach

Définition 1.40 Une distribution sur |a,b[ d valeurs dans un Banach X, est une application
linéaire
T:D(Ja,b]) — X
@ — (T,¢)

continue sur D(Ja,b]), au sens suivant :

lim <T7 (P]> = <T7 §0> dans X,

Jj—+oo
pour toute suite (y;); telle que :

03 = @ dans D(a,b), i, (T 05) — (Tehlx > 0
» Exemple : Soit u € L}, .(a,b; X), I'espace des (classes de) fonctions u telle que : pour tout
compact K Cla, b, 1gu € L*(a,b; X), ott 1 désigne la fonction caractéristique du compact K.

Alors :
T:D(la,b) — X

¥ — /ab u(s)p(s)ds

est une distribution sur ]a, b a valeurs dans X. En effet :
v T est bien définie puisque u(-)¢(-) € L*(a,b; X) et est clairement linéaire
v' T est continue.
Soit ¢ € D(]a,b]) et soit (¢;) en une suite d’éléments de D(]a, b[).

3 K compact C ]a,b] tel que :
supp ¢; C K, VjeN
On a @; — ¢ dans D(Ja,b]) & { SWPP ¢ C K
D%p; — D% uniformément sur KV a < k,
ie. sup|D%j;(z) — D%(z)] — 0V a<k.
z€K J—rtoo

Ainsi,
b b
1(Toe) = Tl = | [ utshoso)ds = [Cuts)ets)as]
b
= || [ w5 = wlnas]
b
< [ llus)(its) = () s
< Z{;g]g\w(s)—so(s)!Hu(s)des
< suplii(s) = #(5)] [ llucs)lxds
zeK K
< M xsup|p;(s) —¢(s)] — 0
€K J—+0o0
puisque

i(s) — — 0
jg]gws) o)l 7

lu(s)||xds < +oo.
K
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Remarque 1.13 Les fonctions u,v € L}, (a,b; X) définissent la méme distribution si et seulement
si u et v sont scalairement presque partout égales.

» Notation : On désigne par D'(a,b; X) (ou D'(Ja,b[; X)) I'espace des distributions sur ]a, b[ &
valeurs dans X.
Donnons maintenant la définition de la dérivée d’une distribution 7' € D'(]a, b[; X).

Définition 1.41 Soit T € D'(Ja,b[; X). Pour tout entier k, on définit une distribution T par la
formule

k
(T, 0) = (-1, T2Y, ¥ o € DlJa, b,

o7

T® est appelé la k — iéme dérivée de T' sur |a, b, et sera également notée W = TG

v Siu € L. (a,b;X) et si X est un espace de fonctions de la variable x, par exemple X = LF(1),
alors u s’identifie & une fonction u(t, x) :

u(t) désigne la fonction “x +— u(t,x)” pour presque tout ¢ €|a, b|.

d
v' La dérivée distribution ditL s’identifie & la dérivée ?l:: de u dans D'(Ja, b[x Q).

v" On notera indifféremment dans la suite la dérivée en t de u par i ou u' ou — ou encore Jyu.

ot
Remarque 1.14 Soit (X,Y) un couple d’espaces de Banach avec X < Y. Alors, on a :

D'(Ja,b[; X) < D'(Ja,b[;Y).

Définition 1.42 Soient X et Y deuz espaces de Banach avec X — Y. Soit u € L*(a,b; X), alors

pour tout ¢ € D(]a, b]) ) .
G == [ ue .

d
On dira que v’ = ditt € L*(a,b;Y) sl existe v € L*(a,b;Y) tel que

b b
—/a u(t)gp’(t)dt:/ w(t)p()dt, ¥ o € D(Ja, b]).

a

L’intégration étant entendue au sens de Bochner et I’égalité a lieu dans Y.

e Espace W'?%(Ja,b[; V, V")

Considérons la situation de deux espaces de Hilbert réels V, H séparables. On note ((-,-)) le
produit scalaire et || - || la norme dans V, et (-, -), | - | les notations correspondantes dans H.
On suppose que V est dense dans H et que V < H si bien qu’en identifiant H et son dual H', on
a (en notant V' le dual de V' de norme notée || - ||+) : V < H < V', chaque espace étant dense
dans le suivant.

Définition 1.43 Soient a,b € R. On désigne par W'*(Ja,b[; V, V') lespace :
Wt2(Ja,b[; V, V') =: {u € L*(Ja,b[; V), 0w € L*(Ja,b[; V')}.
Proposition 1.16 L’espace W ?(Ja,b[; V, V') est un espace de Hilbert pour la norme

[ullfeappvvn = Nl 7zqaspvy + 100|720 pp)- (1.14)
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Preuve de la Proposition 1.17 : Soit (uy,).en une suite de Cauchy dans W'?(Ja,b[; V, V")
c’est-a-dire,
Ve>0, 3ngt.q Vp,qg>no:|lup —ugllwreqapsvy < e
Donc
[up = gl 2 by + 10y — Orttgl|72appvry < €
ce qui signifie que (1, )nen est une suite de Cauchy dans L*(Ja, b[; V) et (9ytn)nen est une suite de
Cauchy dans L?(](a, b[; V'), lesquels sont complets donc

Ju e L*(Ja,b; V) t.q. u, —u dans L*(Ja,b[; V),
Ju' € L*(a,b; V') t.q. Opu, — ut dans L*(Ja, b[; V7).

Alors
up, — u dans D'(Ja,b[; V) € D'(Ja,b[; V')
O, — ut dans D'(a, b[; V).
On a:
Jm (G, ) = = Lm (un, Orp) = —(u, dp) = (Oru, )

donc Oyu,, — Oyu dans D'(Ja, b[; V') d’ott Gyu = u' d’apreés I'unicité de la limite dans D’'(Ja, b[; V'). B

On désigne par D([a, b]; V') 'espace des restrictions a [a, b] des fonctions de D(R; V). D(R; V)
étant 'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact dans R et a valeurs dans V,
c’est-a-dire

D([a,b]; V) = {fap) t-a. f € D(R;V)}.

Remarque 1.15 D([a,b]; V) est dense dans W?(]a,b[; V, V') pour la norme (1.14).

Théoréme 1.32 Soitu € W% (Ja,b[; V, V'). Alors u peut étre identifiée avec une fonction continue
sur [a,b] d valeurs dans H. De plus, on a :

Wh2(la, b; V. V') < C([a,b]; H),
ot C([a,b]; H) désigne l’espace des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans H muni de la

topologie de la convergence uniforme sur |a, b].

Une conséquence fondamentale du Théoréme 1.32 est qu’il permet de définir pour u € W2(Ja, b[; V, V')
la trace u(a), u(b) comme étant les valeurs dans H de la fonction u € C([a,b]; H).
A partir de cet argument, on peut déduire la formule de Green.

Théoréme 1.33 (Formule de Green) Soient u,v € Wh*(Ja,b[; V, V'), a,b € R, alors :

b b
/a <U'(t)7v(t)>dt+/a (u(t), v'(t))dt = (u(b),v(b))r — (u(a),v(a))n, (1.15)
(-,-) désignant le crochet dans la dualité entre V et V.

Une propriété tres utile est donnée par la Proposition 1.17.

Proposition 1.17 Pour u € W%(Ja,b[; V,V'), v €V, on a :
d
%(u()a U) - <ul(')7 U> dans DI(]aa bD

Terminons cette section par le théoreme de compacité d’Aubin-Simon dont I'ingrédient principal

pour sa preuve (cf. [1,41]) est le théoréeme d’Ascoli, donc le représentant dans les espaces LP(a, b; X).

Lemme 1.3 (Lemme d’Aubin—Simon) Soient Xy, X et Xy trois espaces de Banach avec
X9 C X C X;. Supposons que Xy soit injecté de maniere compacte dans X et que X soit injecté
continument dans X1. Pour 1 < p,q < 400, soit :

W = {u € LP([0,T]; Xo) /O € L7([0,T]; X1) }.

1. Sip < 400, alors linjection de W dans LP([0,T]; X) est compacte.
2. Sip=+4o0 et q>1, alors linjection de W dans C(]0,T]; X) est compacte.
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1.4 Reésultat principal

Nous procédons comme NGOM ET AL. dans [18] et [19], avant d’énoncer notre résultat principal,
nous reformulons le systéme (0.1) en effectuant un changement de variables comme suit :
e & partir de I’équation hydrostatique nous obtenons

p(t,z,y) =&t x)e Y,

ou {(t, z) est une fonction inconnue;
e grice a la structure de la densité p, nous posons z = 1 — e ¥ et nous notons
u(t,z,z) =u(t,z,y), w(t,z, z)=-e Yv(t,z,vy).
Alors le systeme (0.1) que nous étudions se réduit a :

i€ + divy(§u) + 9 (Ew) =0,

O(&u) + div,(Eu @ u) + 0, (Euw) + V€ + r&|ulu

1.16
= 2171d1Vx(fDm(u)) + 17282(58;:“)7 ( )

9.6 = 0.

Ici, ¢ > 0, (z,z)GQ:{(x,y): x € Qg O<z<h:1—e_H} et Q, = T? est le tore

bidimensionnel. Ainsi, les conditions aux limites ont la forme :

Conditions périodiques sur 9€2,
Wp=0 = W)z=p = 0, (1.17)

aZU|Z:0 = aZU‘Z:h =0.
Les données initiales s’écrivent :
£(0,2)u(0, z, 2) = mo(z, 2), £(0,2) = &o(z). (1.18)

En effet :
» Comme indiquer dans Introduction générale en prenant g = ¢ = 1, 11 = Tip(t,z,y) et
vy = Tap(t, x,y)e*¥ pour certaines constantes 7; > 0 (i = 1;2) puis en remplacant la pression P

2

par son expression P(p) = c?p, le systéme original (0.1) devient :

Oep + divg(pu) + 9y(pv) =0,

Or(pu) + divy(pu @ u) + 0y (puv) + Vyp + rpluju

T B 9 (1.19)
= 201divy(pDy(u)) + 20y (pe ™ Oyu),

yp = —p.

» En exploitant I'équation hydrostatique d,P(p) = —gp qui devient d,p = —p pour P(p) = c*p et
g = ¢® =1, nous avons pour p # 0 :

0)
Oyp = —p <= %p =—1<=In|p| = —y+C(t,z) < |p| = exp (—y+C(t,z)) = exp (C(t,x))e Y.

Comme la densité p est une grandeur physique positive alors p = exp (C(t,z))e™? avec C(t,x) une
fonction dépendante que de ¢ et x puisqu’elle est indépendante de y.
Alors, nous posons :

) exp(C(t,x)) sip#0,
f(t,m)—{ 0 si p=0.

Ainsi, nous obtenons :
plt,2,y) = £(t,x)e ™. (1.20)
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» En remplagant p par {e™¥ dans (1.19), nous avons :
e YO + e Vdivy(Eu) + 0y (e Yv) =0,

e Y0 (Eu) + e Vdivy(Su @ u) + 0y (Ee Yuv) + e YV € + e Vre|ulu

= 2v1e Ydiv, (§Dg(u)) + 720y (£€¥0yu), (1.21)
Oy(&e™) = —&e™?.
Puis en multipliant par e dans chacune des équations du systéme (1.21), nous obtenons :
O + divy(§u) + €¥0y (e ¥v) =0,
O¢(Eu) + divy(§u @ u) + €0y (§e Yuv) + V€ + réluju (1.22)

= 201div, (EDg(u)) + 72eY0,(£eY 0 u),
eY0,(fe™") = —¢.

» En posant 0,- = €Y0y-, ce qui donne en particulier 0,y = e” et 9,z = e™¥, nous avons donc :

y
Oyz =€ ¥ = z(y) — 2(0) = / e fds=[—e g =1—¢€"".
0

Nous pouvons prendre donc :
z=1—¢e"Y. (1.23)

Ainsi, (1.22) devient :
0 + divy(§u) + 0,(Ee Yv) = 0,
O(&u) 4+ divy(§u @ u) + 0, (§e Yuv) + Vi€ + r&lulu

= 201div,(§Dx(u)) + 720, (£0,u), (1.24)
9:(€e™) = =&
» En posant w = e Y, (1.24) devient :
€ + divy(Eu) + 0. (w) =0,
O (&u) + divy (§u @ u) + 0. (§uw) + V€ + rélulu (1.25)

= 201div, (D, (u)) + 720, (£0,u),
0.(6e™Y) = —¢.

» Comme 0,((e™Y) = e V0,6 +£0,e7Y = e V0.6 +£0.(1 — 2) = e7Y0.£ — &, alors (1.25), se réduit
a 0,6 =0.

Alors le systeme original (0.1) que nous étudions se réduit au systeme intermédiaire (1.16).

» Le domaine d’étude est adapté conformément au changement de variable z =1 — e~ en posant
h=1-eH et le tore bidimensionnel €, qui est le domaine de vie de la variable x = (z1, x2) est
une adaptation de 0, par rapport a la variation de la hauteur.

» Grace au changement de variables p = {e™, 2 =1 —e ¥ et 0,- = €0y les conditions aux
limites (1.17) et les conditions initiales (1.18) se déduisent respectivement de (0.3) et (0.4).

Remarque 1.16 Pour une loi de pression de la forme P(p) = kp” avec v # 1, en utilisant

I'équation hydrostatique 9, P(p) = —gp on a kyp'~'0,p = —gp, c'est-a-dire J,(p?" ') = —Wk_fylg.
En intégrant par rapport & y, nous obtenons p? (¢, z,y) = (1]{;7)9?; + B(t, x).
Ainsi, !

p(t,z,y) = (ay + B(t, x))ﬁ, ol a = W]

En posant p = exp(p? '), nous pouvons écrire j(t, z,y) = e™YE(t, ).
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Pour construire les solutions régulieres ' du schéma d’approximation (2.1), nous représentons
la vitesse verticale inconnue w en fonction de la densité et de la vitesse horizontale.
Puisque 0,6 = 0 (voir (1.16);), il résulte en dérivant I’équation de conservation de la masse
0é + div,(§u) 4+ 0,(§w) = 0 par rapport a z et des conditions aux limites (1.17) que :

§0..w = —0.div, (5“)7

1.26
Wiz=0 = Wz=h = 0. ( )

Grace a (1.26), si 0,div,(€u) est une fonction continue par rapport a z alors en intégrant par
rapport & la variable z, on a pour £ > 0 :

 0.divy (§(t, 2)u(t, z, 2))
§(t,x)

+ K(t,x), avec K une fonction indépendante de z,

E(t, )0, w(t, x, 2) = —0,div, (§(t, x)ult, z, 2)) = Ow(t,x,2) =
_divx(g(t,m)u(t,x, z))

= dw(t,z,2) =

tx
— /02 drw(t, x, 7)dr = /Of((— (iiv’”(g(g(?z)(t’x’ﬂ) + K(t,))dr
B SPRE 1;2 (fj;}(t, r) | o
— w(t,z,2) — w(t,z,0) = —div‘”(g(z’(f’):)(t’m’ ) 4K (15, avee a(t 7, 2) = /O ult, z, 7)dr
— w(t,z,2) = —divw(g(g(?z)(t’x’ ), 2K (t,x), car w(t,z,0) = w.—o = 0.

_divx(f(t,m)ﬂ(t, x,h))

Puisque w(t, z,h) = w).—p, = 0, alors w(t,z,h) = ) +hK(t,z) =0
_ Ldivy(&(t, @)t x, b)) dive(§(t, ) x %a(t,az,h))

RS T e R

= K(t,x) = dlvz(ﬁ(z(atc?zgt,x, h) avec U = %ﬂ(t;& h) = % ; u(t,z, 7)dr

Dong, la résolution de (1.26) donne pour £ > 0 :

B div,(¢a(z)) N div,(¢u) .

w(z) = ¢ z ¢ (1.27)
Alors diva(gu(2)) _ diva(€n)
dw(z) = — ¢ + e (1.28)

i(z) = /0 Cu(r)dr, 7= % /O " (). (1.29)

Remarque 1.17

1. L’expression (1.27) est cruciale pour nous permettre d’utiliser la méthode de Faedo-Galerkin
dans le Chapitre 3.

2. Le terme d’amortissement r&|u|u est utilisé ici pour donner la convergence forte de VEu

dans L?(0,T; (L*(2))?).

1. La notion intuitive de régularité d’une fonction ou d’une distribution peut se traduire par un grand
nombre de concepts mathématiques. On peut dire qu’une fonction tres dérivable est plus réguliere qu'une
fonction peu dérivable, qui est elle-méme plus réguliere qu’une distribution d’ordre élevé.

Mais on peut dire aussi qu'une fonction localement bornée est plus réguliere qu'une fonction localement
intégrable, tandis que les fonctions localement de carré intégrable occupent une position intermédiaire.
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La définition des solutions faibles est présentée comme suit.

Définition 1.44 On dit que (§,u,w) est une solution faible du systéme (1.16) sur [0,T] x §2, avec
les conditions aux limites (1.17) et les données initiales (1.18), si

1. (1.18) est valable dans D'();

2. &, u, et w satisfont :

£ € L®()0, T[ LX), VEu e L=(]0,TT; (L*(2))?),

VE € L=(0, T HY(Q)), &3u e L2(0, T (LA()?), L)
EVau, E[V,ul' € L2(0, T (WH1(9))>2), Vew e L2(0,T[; L*(9)),

VEd.w € L0, T[; L*(Q)), VE0.u € L2(J0,T; (LA(2))?);

3. Uéquation de conservation de la masse (1.16), est valable au sens de D'(]0, T[xQ) et I'égalité
suivante est vérifice :

/ mo - ¢(0,x, z)dxdz — / Eu-o(T,x,z)dxdz
Q Q

T
+/ / ({’u O+ Eu®u: Vg + Euw - 8ch+§divwg0)da:dzdt
0o Jo

4 [ [ @t b — relalu- o)dddt - PuET 0, V) ~ TrE[Vod, V) =0
0 Q

(1.31)
pour toute fonction test réguliére ¢(t, x,z) € (C*(]0,T; Q))2, ou
T
(EVou, Vo) 2 / / (€4~ Do + 2Voip - Vo /& - V/Eu)dadzdt,
€[V ult, Vo0) / / (&u - div, ([Vaepl") + 2[Vep]' - Ve /€ - VEu)dadzdt.
v' Nous supposons que les données initiales satisfont :
0 < &x) <M < +o0, & € L'(Q), &gy —& + 1€ LY(Q),
(1.32)

Vevé € (LA(Q))% mo =0 si & =0, ’”20’2 c L'(Q).
0

Alors les résultats obtenus par WANG ET AL dans [47] s’énoncent comme suit.

Théoréme 1.34 (F. Wang, C. Dou, Q. Jiu)

Supposons que les données initiales satisfont (1.32). Alors, pour tout T > 0, le systéme (1.16)
avec les conditions aux limites (1.17) et les données initiales (1.18) a une solution faible (&, u, w)
au sens de la Définition 1.44.

Remarque 1.18 Dans la seconde équation de (1.16), le terme de pression V. & est issu de
I'expression isotherme P(p) = p dans I’équation primitive compressible (0.1). Mathématiquement,
si le terme de pression en (1.16) est remplacé par V&7 avec v > 1, l'existence globale de solutions
faibles peut étre obtenue de fagon similaire. Cependant, il ne s’ensuit pas que le cas P(p) = p”
avec v > 1 dans (0.1) puisse étre traité.

Remarque 1.19 Si l'on suppose que les viscosités v;(t, x,y) = 7;p(t,x,y), i = 1;2 on peut aussi
obtenir I'existence de solutions faibles des équations primitives compressibles tridimensionnelles
(0.1). Dans ce cas, 1 — z est minoré par une constante positive.
En utilisant le changement de variables p(t,z,y) = &(t,x)e™ Y, v(t, z,y) = Yw(t,x,z), z=1—¢e?
et le Théoreme 1.34, nous obtenons le théoreme principal de ce mémoire.
Théoréme 1.35 (F. Wang, C. Dou, Q. Jiu)

Sous les hypothéses du Théoréme 1.3/, le systéeme (0.1) avec le profil de viscosités (0.2), les

conditions auz limites (0.3) et les données initiales (0.4) a une solution faible (p,u,v) qui peut étre
définie de la méme maniére que la Définition 1./4.
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CHAPITRE 2
APPROXIMATION DE FAEDO-GALERKIN

Introduction

Dans ce chapitre, nous construisons le schéma de Faedo-Galerkin du systeme approximatif
(2.1), comme dans [ [21], chapitre 7] et [29,46] et nous prouvons l'existence globale des solutions de
(2.1). Ensuite, au Chapitre 3 nous prouverons l’existence globale de solutions faibles du probleme
intermédiaire (1.16)-(1.18) en faisant disparaitre les parametres ¢, p, 1, §, k et 1o de notre systéme
approximatif pas a pas.

e Principe de la méthode de Faedo '-Galerkin? : L’approximation de Galerkin est une
méthode tres générale et trés robuste qui concerne les formulations faibles. Elle possede I'avantage
d’étre une méthode constructive en ce sens que la solution cherchée est obtenue comme limite
d’une suite de “solutions approchées”, d’ott son double intérét théorique et numérique.

Le schéma général de la méthode est le suivant.
Etape 1 : Partant d’un probléme variationnel posé dans un espace de dimension infinie V/,
on procede d’abord a une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de
dimension finie Vi C Vo C --- C V tels que m =V, ce qui permet de définir u; € Vi

solution du probleme approché.
Etape 2 : On établit des estimations & priori sur u; qui traduisent que la suite (ug)p>1 est
bornée dans certains espaces normés.
Etape 3 : Une fois en possession des estimations & priori, il faut passer a la limite k — +o0
en utilisant un argument de compacité. Soit alors u la limite obtenue de la suite (ug)g>1.
Etape 4 : On montre que u est une solution du probléme de départ.
Etape 5 : On établit 'unicité de la solution si tel est le cas.
Etape 6 : Une étape supplémentaire, mais importante pour le calcul numérique, consiste a
montrer que la solution obtenue dépend contintiment des données.
La méthode de Faedo-Galerkin est une adaptation de la méthode de Galerkin dans le cas d’un
probleme d’évolution.

1. ALESSANDRO CARLO FAEDO était un mathématicien et homme politique italien , né & Chiampo.
Il est connu pour ses travaux en analyse numérique, aboutissant & la méthode Faedo-Galerkin : il fut
I’un des éleves de Leonida Tonelli et, apres sa mort, il lui succéda a la chaire d’analyse mathématique de
I'université de Pise, devenant doyen de la faculté des sciences puis recteur et exercant une forte influence
positive sur le développement de 'université.

2. Boris GRIGORIEVITCH GALERKIN est un mathématicien et un ingénieur russe puis soviétique,
réputé pour ses contributions a I’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste lié a
la méthode de Galerkin, qui est 'une des bases de la méthodes des éléments finis.
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2.1 Systeme approximatif

Afin de prouver 'existence globale de solutions faibles pour les équations primitives compres-
sibles, nous considérons le systeme approximatif suivant :

8t€ + divx(§a> = 5Ax§7

Or(€u) + divy (Eu @ u) + 0, (Euw) + V&€ + rou + ré|ulu + pAu + V€ - Vou
ALVE
Ve

(2.1)

= 291div, (ED, () + 7205 (€0:1) + Va0 + KV, (
azg = O)

) + 06V, A%,

ou les parametres artificiels €, u, 1, §, Kk et 1o sont des constantes positives et la vitesse verticale w
divg (&a(z)) div,(&u)

peut étre exprimée comme w(z) = +z :

Pour garder la densité bornée et minorée par une constante positive pour tout le temps,
nous ajoutons les termes supplémentaires nV,£ % et §¢V,A3¢. Cela nous permet de prendre

V¢

—> comme fonction test pour dériver la BD-entropie. De plus, le terme rgu est utilisé pour

controler la densité pres du vide, ré|u|u est utilisé pour s’assurer que V€u converge fortement
dans L*(0,T; (L*(R2))?) au dernier niveau d’approximation.

Pour T > 0, on définit un espace de dimension finie X,, = vect{e1,--- ,¥,}, n € N, ou
pour ¢ = 1,--- ,n est la fonction propre du Laplacien :

7sz = Azwzz sur Q)
1; est périodique en x1 et xo,

8Z¢i‘220 = 8Zwi‘z=h =0.

Ici, {1;}32, est une base orthonormée de L*(Q2) qui est aussi une base orthogonale de H'(f2).
Soit (£, up) € (C°°(Q))® une donnée initiale satisfaisant & > ¢ > 0 avec £ = ingfo(x), et soit la
- - S

vitesse u € C([0,T7; X,,) satisfaisant :

n

u(t,z,z) = Z/\i(t)l/%(%,z), (t,x,z) € 10,T] x Q,

i=1
n
La norme de v dans C([0,T]; X;,) peut étre formulé comme ||ul|c(o,r;x,) = II%&X]Z PYGIE
e te(0,7T] 4
=1
Puisque X, est un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes sur X,,. Donc, u

est bornée dans C([0,T); (C*(Q))?) pour tout k € N et il existe une constante C' > 0 dépendant
de k telle que :

lulloqo.rer@yzy < Cllulleqoryzz@)2)- (2:2)
Ainsi, nous considérons le systéme approximatif de I’équation de continuité,
€ + divx(fﬂ) = A€,
S eC™(Q), & =¢>0.

(2.3)

Afin de montrer que le probléme parabolique (2.3) est bien posé, nous introduisons le Lemme 2.1
dont la preuve est similaire a la Preuve du Lemme 3.1 dans [23].

Lemme 2.1 Soit Q = T® C R? un tore tridimensionnel et soit U € C([0,T); X,,) un champ de
vecteur donné. Si la donnée initiale {n > insf)fo(x) >0, & € C%(R), alors il existe une solution
e

classique unique £ = &y au systéme suivant :

{ 0 + div(EU) = eA¢,

& est périodique en x1, o, et z.
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Plus précisément,

£ € O([0,T]; C*(Q)), 8¢ € C([0,T]; C(). (2.4)
et
0<e” Jo iUl oo < &(z,t) < EefoT ldivUlleeedt v 0 e Q) ¢ > 0. (2.5)
ou & = inf&y(x) et € = sup&o(x).
S €N

De plus, si on prend U =u € C([0,T]; X,,) dans le Lemme 2.1, on obtient que le systeme (2.3)
admet une solution classique unique ¢ € C*([0,7]; C*(Q)) en utilisant la méthode bootstrap.

Ensuite, nous montrons que la solution de ’équation (2.3) dépend contintiment de la vitesse w.
Pour cela, on se donne §;, & deux solutions avec les mémes données initiales (2.3),, c’est-a-dire

01 + divy (&) = €A, 0io + divy(&olin) = eAyés.

En soustrayant les deux équations ci-dessus, nous avons :

Oi(&1 — &) + dive (&1 — Ealin) = eAp (&1 — &2)- (2.6)
En multipliant (2.6) par —A, (& — &) + (§1 — &), nous obtenons :
—0¢(§1 — §2)As(&1 — &2) + 0p(&1 — §2) (61 — &2) — dive (&1 — &T2) Ay (&1 — &2)
+divy (G — &) (6 — &) = —e|Ap (& — &)P + eAs (&1 — &) (& — &).

Ainsi, en intégrant par parties (2.7) par rapport a x sur {2 et par l'utilisation de I’écriture

divm(ﬁlﬂl — fzﬂg) = diVm (51 (ﬂl — ﬂQ)) + dlvz((& — éz)ﬂz)
= &divy (W — Ug) + Voo - (Ur — U2) + (& — &)diva(U2) + Va(&1 — &2) - Uz

et du Lemme de Gronwall, nous montrons que :
Shl)p]H& —&lla ) < 70(50767 @1 || 1 qo,r [ oo (22)) ||H2||L1(]0,T[;W1~°°(Q))) @1 — 2|l (0,
te|0,7

pour tout 0 < 7 < T
De plus, puisque w € C([0,7]; X,,) est un champ de vecteurs donné, en utilisant la méthode
bootstrap et ’analyse de la compacité, nous avons :

160 = &2lleo,ms0m @) < TC(&J, & |uallLrgo,rsxn)s H%HLl(]o,T[;Xn)) 71 = Tallcqorx,y.  (2:8)
h
Comme u; = / wi(7)dr, i = 1;2, nous avons ||u;||x, < Clluillx, et ||[a1 — 2| x, < Cllur —us||x, -
0

Alors, nous obtenons :

161 = &lleomen @) < TC(&J, & [l rgortx)s ||ﬂ2||L1(]o,T[;Xn)) lur — w2lloqorx,)- (2:9)
Grace a ’équation de conservation de la masse, nous construisons 'opérateur
§: C([0,T]; Xp) — C([0, T}, CM()) par S(u) = €.
Gréce au Lemme 2.1 et (2.9), nous avons la Proposition 2.1.

Proposition 2.1 Si0<{<¢<¢E € C®(Q), u,ue C([0,T); Xy), alors il existe un opérateur
S: C([0,T]; X,) — C([0,T]; C*™(Q)), S(u) = ¢ satisfaisant :

1. £ = S(u) est une solution unique au probléme (2.3) ;
T T
2.0 < ge Jo Mvatlliedt < ey 4y < Eelo vttty 0 4 >0,
3. (18 (w) = S(w)logo.em@y < 7C(Go.& luallrgo i lunlliqortn )l = walloqo.rix)

pour tout 7 € [0,T] et uy,uy € My, = {u € C([0,T]; Xn); |lulleqorx,) <k, t €0, T]}

Remarque 2.1 La proposition 2.1 implique que 'opérateur S est continu lipschitzien.
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2.2 Approximation de Faedo-Galerkin

Dans cette section, notre objectif est de résoudre I’équation du moment sur l'espace X,.
Pour toute fonction test ¢ € X,,, la solution approchée u,, € C(0,T; X,,) satisfait la formulation
faible suivante :

T
/ Entn(T) - pdadz — / mo - pdrdz + ,u/ / Auy, - Apdrdzdt
Q Q 0o Ja
T T
— / / EntinWy, - Oypdrdzdt — / / (Entiy, ® uyp) - Vyppdrdzdt
0o Ja 0o Ja
T T
o7, / / €D (tty) - Vapdrdzds — / / ¢, divyodrdzdt
0 Ja 0o Ja
T T
+ﬁ2/ / EnOxty, - O pdadzdt + 77/ / f;lodivzapdxdzdt (2.10)
o Jo 0o Ja
T T
+€/ / Vién - Vg - pdxdzdt + 7"0/ / Uy, - pdxdzdl
0o Ja 0o Ja
T T
+7"/ / Enltn|uy, - pdrdzdt — 6/ / anmAign - odxdzdt
0 Q 0 Q

T T
= —2&/ / Ag Vo /& - pdxdzdt — n/ / AV Endivepdrdzdt,
0 Q 0 Q

Ol\l . ~ . J—
w, — _dlvxéinun) N Zdlvxéinun)
et
&n = S(up).

Pour résoudre (2.10), nous suivons les mémes arguments que dans [21,24,29] et nous introduisons
la famille d’opérateurs suivante, étant donné une fonction & € L'(Q) avec & > §>0:

M) X, — X,
w— ME](u) : X, — R
v (M[E](u),v) = / cu - vdz,

olt X/ est I'espace dual de X,,.
Ces opérateurs sont symétriques et définis positifs avec la plus petite valeur propre

(Migloo) = inf [ eloPde > infe(@) = ¢

vl 2()=1 vl p2(q)=1

Par conséquent, puisque X,, est de dimension finie, les opérateurs sont inversibles avec

||(M[§])_1”£(X;L,Xn) < §717

ot L(X],X,,) est 'ensemble des applications linéaires et bornées de X, a X,,.

Ona:
M) X — X, (M) s X, — Xy
u— M([¢](u) fr— (MIEDT(S)
Posons T[¢] = (M[€]) 7, cest-a-dire T[(IM[E] = Tdy, et M[E]T[E] = Zdx,, avec Tdx, (resp.

Zdx, ) l'opérateur identité de X,, dans X,, (resp. de X, dans X,).
On obtient pour & € L'(Q) avec £ > £>0:

—

T L) — L(X), X))
E— T X, — Xa et |71 cexs x,) < &t
f = TIEN)
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De plus,
T = Tl&] = TILIMIEITIE] — T&IMG]T&]

= TI[&] (M[gz] - M[fl])T[gl]'

Donc,

IT1&] = Tlélleexyx0 [Tl (M&2] = M) TTE Nl £x,,x.0)

< COlT& I eex, x0) M) = M&]l ecx, xp I T8 2xy,x0)
< O M IMg) = MEleix, xpé]
< COIMI&] = Ml&]llex,.x)-
(2.11)
Puisque
M - M u ’
[M[&a] = M[&]llzix,x;,) = sup lMe LHIONE#
UE X, u0 [ullx,,
) (M) — Ml&r]) (u), o)
- u),v
[M[&] = MG (W)lx, = sup - -
VEX 040 ]l x.,
T M), v) - (M), o)
= p
VE X, 07£0 [v]lx.,
| (&2 — €1)u - v
= sup
VE X, 07£0 [vllx.,
< ol ldelulolx,
v€E Xy ,w#£0 ||v||Xn
< C)l& = &llrollullx.,
alors (2.11) implique que l'opérateur 7 est continu lipschitzien dans le sens :
ITT&] = Tléllcexs,x) < Cn, €1 — Eaollnr @)
pour tout &1, & appartenant & 'ensemble E, = {¢ € L'(Q) | £>¢ >0}
Alors, I’équation intégrale (2.10) peut étre reformulée comme suit :
t
n(t) = T1S (un) (1)) (MI€o] (up) + /0 N(S(un), un)(s)ds), (2.12)

ou
N(S(Un), un) (S) = 2§1dlvx<£an(un)) + vZaz(gnazun) =+ vagm =+ 5571va2511

A\w/gfn) — dive (Epun ® uy) — 0. (Enunwy,)

—V&n — rép|un|un, — rouy, — pUA*uy, — eV - Vatin.

+160 Ve (

Au vu des estimations continues et lipschitziennes pour S et 7T, ’équation (2.12) peut étre
résolue sur un temps court [0,7"], ot 7" < T, en utilisant le théoréme du point fixe sur 'espace de
Banach C([0,T7; X,,). Ainsi, nous obtenons une unique solution locale dans le temps (&, tp, wy,) a
(2.3) et (2.12).

Ensuite, nous étendrons cette solution locale obtenue a une solution globale.

Nous remarquons que :

/ Enun(T) - pdxdz — / mo - pdrdz = / (&nun(T) — &run(0)) - pdxdz
Q Q Q

_ /QT( /OT&g(gnun)dt)-cpdxdz (2.13)
_ /0 /Q By (Enuty) - pdadzdt.
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Ainsi, en remplacant (2.13) dans (2.10) et en différenciant I’équation résultante par rapport au
temps ¢, nous avons :

/Qat(fnun) < dxdz + u/QAun - Apdrdz — /Q (Enunwy,) - O,pdrdz

—/Q (€t @ uyp) - Vypdrdz + 20, /anDI(un) - Vepdrdz — /andivmgpdxdz

+7, /Q EnOtty, - O.pdxdz + 1) /Q &10iv, pdrdz + € /Q Vibn - Vi, - @drdz (2.14)
+70 /Q Uy - odxdz + 1 /Q Enlun |ty - dz — 6/{2§nvai§n - pdzdz

= —2/@/QA;D\/§7LV$\/§TL~ pdrdz — h”,/Q AgvVEn/ Endivypdadz.

L’équation (2.14) étant vraie V ¢ € X, et comme u,, € X,,, alors en prenant ¢ = u,, dans (2.14),
nous obtenons :

/Qﬁt(fnun) “updrdz + /Q Au, - Aupdrdz — /Q (Enunwy) - Oyupdrdz
— /Q (Entn ® up) - Vyupdrdz + 204 /ﬂanx(un) - Vaundrdz — /andivzundzdz
+Us /Q £nOztiy - Oyupdrdz + 1 /Q §glodivxundxdz + e /Q Vikn - Valy - updxdz (2.15)
+rg /Q Up - Undrdz + r/ngn\unmn U de — 5/Q§nvaifn - u,drdz
= —2/@/QA$\/£TLV$\/£: cUpdrdz — li/QAz\/a\/zndivxundxdz.
Puis, en utilisant le fait que :
Up - Up = |Un]?, AUy - Aty = |Aun?, - 0oy = %Oz(lun\Q) et Valy, - Uy = %Vm(\unP)
nous aboutissons a
/ O (Epuy) - updrdz + ,u/ | Auy,|?dedz — 1/ Enwn 0, (|un|?)dzdz
Q Q 2 Ja
— /Q (Enun @ uy) - Vyupdedz + 20 /anDx(un) - Vapundrdz — /andivxundxdz
+7y /Q |0z un|Pdadz 4 1 /Q & 10div,u, dedz + %s /Q Vabn + Va(|un|?)dzdz (2.16)
—H’o/ﬂ ]unIdedz + r/{zfnlun\?’dm — 5/Q§nV$A2§n - updrdz
= —2&_/QA$\/§:V$\/§: cUpdrdz — Ii/QAI EnV/Endivyu,drdz.
En intégrant par parties par rapport a x sur €2 et le fait que :

divy (Entin @ ty) = Updive (Entin) + (Entin) - Vatln, Un - Up = |un|? et Vot - 1, = %Vx(\unm
nous avons :
—/Q (&t @ up) - Vyupdrdz = /Qdivx(gnun ® Up) - updrdz
:/ dive (Enun )un + (Epuy) -V un> cupdrdz
/ divy (Enun )ty - updrdz —I—/ (Enun) - Vo, - updrdz
/ dlvr(gnun)|un|2da:dz + = 5 / (Enuy) - I(\un| Ydxdz
:/levm(gnun)|un| dxdz — ;[)dlvm(ﬁnun)|unl2dxdz

(2.17)

1
= 7/ dive (Entn) |un |Pdadz.
2 Ja
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De méme, nous avons :

/fon- (Jun|?)dzdz = —75/ A& |un|?dadz. (2.18)

En intégrant par parties par rapport a z sur {2, nous écrivons :

—1/ Enwn 0. (Jun|?)dzdz = 1/ 0. (Enwn)|up|*dadz. (2.19)
2 Ja 2 Ja

En additionnant membre & membre (2.17), (2.18) et (2.19), nous obtenons :

1 1
—/ (Entn @ up) - Vyupdrdz + *6/ Vi - Vz(lun]2)dxdz — f/ §nwn02(]un]2)dxdz
Q 2 Jo 2 Ja

1 1 1
= f/ div$(£nun)|un|2dxdz— 55/ Am§n|unl2d:cdz+§/ az(fnwn)|un]2d$dz

2J9 Q Q (2.20)

1
Q
1
= —*/ O |um|*drdz,
2 Ja

ol nous avons utilisé

Oi&n + dive(§nun) + 02 (§nwn) = eAsEn (2.21)

qui a son tour est obtenu grace a 0, (&,wy) = —divy (&ntn) + dive (€nTin) (voir (1.28) et (1.16)5) et
I'’équation de conservation de la masse 0,§,, + divy(&§,0n) = €Az, (voir (1.16),).
Par ailleurs, nous pouvons écrire :

/Gt(gnun)-unda:dz = /atﬁn]un\ dxdz+/ £n0L(up) - updzdz

Q
= /8t§n]un\ drdz + = /gnat up |*)dzdz (2.22)
- /atgnyun| d:vderl/ 0 (Enlun?) dzdz.

Ainsi, en additionnant membre & membre (2.20) et (2.22) nous obtenons :

/at Enlip) - undz;dz—/ (Enty @ up) - Vyupdrdz
Q

+= 6/ Viln - Va(Jun|?)dvdz — f/ Enwn 0, (|un|?)dzdz (2.23)

1

= 5/9 t(§n\un| Ydaxdz = %/fﬁgnmn\ drdz.

¢ _ ¢
Comme V,u, = Vatin —1—2[Vzun} + Valtn Q[Vzun] = D,(up) + Az(u,) alors

27, / €D, (1) - Voundads: = 27, / £0| Do (1) Pdcdz + 20, / €Dy (1) - Ay () ddz.
Q Q Q

Par un calcul direct, nous remarquons que :

¢ _ ¢
Q

= -7 / &n (V Up - Viln — Vol - [Votn]' + [Votn]' - Vottn — [Vaoun]" - [Vrun]t)dxdz

dxdz

5
[ 6 (19 tal? = Vit [Vt + ot [Vl = [V

/ ([ Vattn]? = |[Vattn][?)dzdz = 0.

Donc
27, / 2Dy (uy) - Vaupdrdz = 20, / €| Dy (uy)|?dxdz. (2.24)
Q Q
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En plus, l'intégration par parties par rapport & x nous donne :

—/ Endiveu,dedz = / Vi€ - updzdz
77/{ Vdiv,u,dedz = —17/ V10w, dedz (2.25)
—5/ E VLA, - updrdz = 5/ AS¢,divy (&, )drdz.

Enfin, nous avons :

—2/{/ AV EV o/ Entindrdz — /Q/QA;U\/E\/?ndivxundxdz
= —2K /A‘r §n2\/§l ndxdz — K 0 VE.

= —;{/Q \/gn ( Ently, + fdivxun)dxdz

- —k Bavin div, (&nuy)drdz.

o V&

Alors, en remplagant (2.23), (2.24), (2.25) et (2.26) dans (2.16), nous déduisons que :

Endivau,drdz
(2.26)

d 1
—/ f§n|un|2d:pd2+/ fon-undxdz—i-ro/ |un|2d:pdz—|—r/ nlunPdadz
dt Ja 2 Q Q Q

+,u/ |Aun|2dxdz+231/ £n|D$un|2dacdz+ﬁg/ a0z, |*drdz (2.27)
Q Q Q

—7}/ Ve 10 updrdz + n/ Bav/ln div, (&ruy )dxdz + 5/ AS¢,divy (€ )drdz = 0.
Q o V& Q

De plus, en utilisant (2.21) nous estimons les termes du c6té gauche dans (2.27) un par un.

gn et V:E ETL - 2\/5»”7

» Comme V,In¢, =

nous avons :

/ Vi€ - updrdz = / VeIn&, - Eupdrdz = —/ In &, div, (§un)dedz
Q Q Q
= / In&,(0:&n — €AL&, + 0. (Epwy,))dxdz
Q

= / lngnatgnd:cdz—s/ lnanzfndxdz—i—/ In &,0. (&wy,)drdz
Q Q Q
h
_ / (0(EnIn &) — Endy In &) dadz + ¢ / Vo0& Vo6odads + / £, / Dy dzda
Q Q Qg 0

2
- /Q 0, (En &y — &) dudz + & /Q Wzﬁ“dmczz + /Q Gl

Vabn |2
2v&,

/(ﬁnlné‘n §n+1)d:cdz+45/ |V /En|?dxdz,

:/6t(§nln§n—§n+1)dxdz+4€/‘

d
T dt

drdz —|—/ & In &, (wn(h) — w,(0))dz

(2.28)
ol nous avons utilisé (1.17),, les regles de dérivation classiques et I'intégration par parties.
» Ensuite, réécrivons la pression & froid et la dérivée d’ordre élevé des termes de densité. Puisque

V.6, 10 = —106, 1V,
— V.50 =6V, -
V(61 X &) = & VL& + 6, 11V,8, 10

:I:f 10

c’est-a-dire :

1
Ve = DEVLET, (2:29)
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alors :
—17/ Vxé“_lo s updrdz = —1077/ sz_n ~Epundrdz
/ & div, (Euuy )drdz = 777 / EM AL, — 016, — 0. (Eqwy,)]dxdz
— /5_ 0t§ndxdz+—77€/ EA K dadz — —n/f 109, wpdzdz
n / 0, (&) dwdz — 7775 / Vol Vabndrdz (2.30)
1 ~ / 0,(6:10) dd= + 10me /ﬂ 2V, 6 - Vo bodudz
_ ﬁ” / 9,(6-19) dadz + 10ne /Q €0V, &, 2 dxd>

1 —10 2 / —5|2
= —n— drdz + - z dzxdz.
g [ g dads+ Zne [ 19,6 Pdad

» En utilisant la formule de Green successivement, nous obtenons :

5/ div,, (fnun)Agfndxdz = 5/ AL, — O — az(fnwn)]Aifndxdz
Q Q
-5 / 0 A2 Edud + b2 / A& Noédudz — 6 / a3 & D wdrd:
Q Q Q

— 5 / Dy(Auln) AL ddz + be / AZe, ALe,dud>
Q Q

(2.31)
_ 5 / O(A26,) A3 ddz + 6e / A3, N3¢, dud>
Q Q
=0 / (Vo A28, )V, A2¢, drdz + b / |A3E, |2drdz
Q
_od / v, A2£n|2da:dz+6e/ A3, Pdd:.
T 2dt
» Enfin, nous estimons le terme quantique comme suit :
Ve iy (un)dzds — i | DEYSEA e 0,6, — Ou(€nn)duds
Vén o Ve
Apv/én Az ApvEn
= —K O&pdrdz + ke A& drdz — H/ nO;Wndrdz
0 VE 0 VE 0 VE
S / 90N En O/ Endadz — ke / V. ( g")mendxdz
\/57 (2.32)
= /6/ OV o/ En OtV 5/ Endrdz — —/ 26,V I )VI In&,dxdz
Q
= m/ (| Vav/En)?)drdz — i/ div, (£, V2 1n§n)vx In &, dxdz
—ﬁ—/ IV av/En|? dxdz+—/ V2 Ing, |2drdz,
ou nous avons utilisé
Az _ div, Vav/En _ . Vavén 1
_anvx{dlvx(zﬁﬁ)_v“ & (- € )| =2:v m{ dive ( € )+ ‘ H

1 1
= 26,V, [ JdivaValn&, + Vo | = &VoA, Ing, + 5& (Vo Iné,[?)

= &V &y + 6 Vo (Vongy) - Vo lng, = §,div, Vo Ve Ing, + 6, Valng, - Vi Ing,
= &div,(VEIng,) + V2Ing, - Vo€, = dive(£,V21In&,).
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En remplagant (2.28)-(2.32) dans (2.27), nous aboutissons & l’estimation :
d
—E(&n, up) +4€/ |VZ\/§H\2dxdz+T0/ |un|2d:1:dz+7’/ EnlunPdadz
dt Q Q Q
+2§1/ §n]Dz(un)\2d:vdz+?2/ fn\ﬁzunl2da:dz+u/ ]Aun\dedz (2.33)
Q Q Q
2
‘l‘*?]&/ V., %P dodz + Iie/ V2 In &, |Pdrdz +55/ |A3¢,|Pdedz = 0
5" Ja 2 Ja Q
sur [0,77], ot
1 2 L0 2, 0 2¢ 12
Bty ) = /Q (Snlunl + (G &n — &0+ 1) + 06,0+ KIVaVE + S |VaA26 ) dudz.

En intégrant 'équation (2.33) par rapport au temps ¢ sur [0,7'], nous avons I’égalité d’énergie
suivante :

T T’
E(&n, un)(T") + 45/ / |V o V€| Pdadzdt + 7”0/ / |y |2 ddzdt
0 Q 0 Q

T T T
—H”/ /§n|un|3dxdzdt+2ﬁ1/ /§n|Dx(un)|2dmdzdt+ﬁ2/ /§n|8zun|2dxdzdt
0o Ja 0o Ja o Ja

- , (2.34)
2 T
+u/ /\Aunﬁdmzdwm/ /\Vxﬁf\?dxdzdt
o Ja 5 Jo Ja
/426 T/ T/
e / a2 n &y 2dudzdt + 5 / / ABE, Pdedzdt = By,
2 Jo Ja 0o Jo
ol
Eo = E(fiuun)(o) = E(&u)(0) X 5
= /Q (Séoluol + (oo — &+ 1)+ o0& ™ + AV VE + 5|V AL ) duds.
Ainsi, I'égalité d’énergie (2.34) nous donne :
T/
/ | At |22yt < C(Eo) < +o0, (2.35)
0
sup ess/ Enlun|?drdz < C(Ep) < +o0 (2.36)
t€lo,7[ /2
et
T T’ t 9
/ / En| Do (un) [2dadzdt = / / g, | Yatin & [Vatin] “dudzdt < C(Ey) <00 (2.37)
o Jo o Ja 2
Et puis (2.37) implique & son tour
TI
/ / 60|V attn|?dedzdt < C(Ep) < +oo. (2.38)
0o Ja

Gréace a dim(X,,) < oo et (2.5), la densité est bornée et délimitée du coup par une constante
positive, ce qui signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

0<t<em<e (2.39)

C

pour tout ¢ € [0,T"[, avec ¢ dépendant de n.
En utilisant (2.39), les estimations (2.36) et (2.38) nous donnent respectivement :

sup ess ||un||2L2(Q)dt < C(Ep,n) < +o0 (2.40)
t€]0,7'[

44



et
T/
/0 |Vt 2yt < C(Eo,m) < +00. (2.41)

En exploitant I’équivalence des normes L? et L™ sur X,,, les estimations (2.35), (2.40) et (2.41),
nous permettent d’obtenir :

supess (||l (@) + | Vitnll o) + [ Aun]|p (o)) < C(Eo,n) < +o0. (2.42)
t€]0, 7|

Par conséquent, nous pouvons étendre de 7" a T' en répétant plusieurs fois 'argument ci-dessus et
obtenir u, € C([0,T]; X;,). En d’autres termes, nous obtenons une solution globale (&, u,, wy,) de
(2.3) et (2.12).

Par 1'égalité d’énergie (2.34), nous avons :

sup ess/ EnlunPdadz < C(Ep). (2.43)
t€]0,T]

Donc, en utilisant (2.43) nous concluons que :

/Qﬁnmn\?dxdz = /an /Oh}llun(T)dTrd:z:dz

h h
/anhg(/o 12d7'>(/0 |un|2(7)d7')d:cdz
< /anhl2 X h(/oh\un|2(7')d7'>dzdz

IN

h h

< 1/ / /§n|un]2(7')d7d:cdz (2.44)

h . Jo
< /supess /fn\un|2(7')da:d7')dz

h t€[0,T] Q

1 h

< = ——
< h/o C(Ep)dz hC(EO)/O 1d-
< C(Eo)

z 2
/fn|an|2d:1:dz = /fn’/ Un(T)dT’ dxdz
Q Q 0

< /Qﬁn’/ohun(T)dT‘dedz
< /an(/oh 12d7')(/0h ]un|2(7)d7)dxdz
< h/oh/zfn(/oh ]un\z(r)dT)dxdz (2.45)
< h/oh/ /Oh§n|un|2(7')d7'dzdz
< h/oh sup ess (/ §n|un]2(7')dxd7')dz
. tefo,7] NJe .
< h /O C(Eo)dz = hC(Ey) /0 1dz
< REC(Ey).

De plus, l'utilisation de 1’égalité d’énergie de base (2.34) nous donne également

sup ess/ 6|V AZE, Pdadz < C(Ep),
t€]o, 7] /2

ce qui avec (2.39) implique que £(¢, x) est une fonction réguliére positive pour tout (¢, z).
Alors comme dans [46] et [29] 'inégalité d’énergie nous permet de présenter le Lemme 2.2.
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Lemme 2.2 Soit &,(t,z) la fonction positive réguliére obtenue ci-dessus. Alors, [’estimation
uniforme

1 1
(ke)2 |V &l 20, m2(0)) + (K8) 3 | Vav/EallLao. e )2) < O, (2.46)

est valable pour une certaine constante C' > 0 qui est indépendante de n.

Preuve du Lemme 2.2 : Nous procédons comme A. JUNGEL dans [29] et A. F. VASSEUR et C.
YU dans [46] en montrant d’abord que pour toute fonction positive réguliere £(x), les estimations

1
/gyv;i In¢|?dedz > ?/ \V2V/€Pdadz (2.47)
Q Q
et ]
/5\v§ Iné|*dedz > g/ |V VE[*dadz (2.48)
Q Q

sont valables. Pour cela, par un calcul direct, nous obtenons :

VEVIINVE = VEV.(V.InvE) = VEV.(T2L0) = vean (%L)

i/ €0 VE ) VovVE®R VoVE
= 0,0, JE— BYETEVS g2 e YeVe Z TaVs
0u; VE VE Ve VE

c’est-a-dire

VevE® Va/€ | Vi€ ® Vi€
VEVEIVEP = [VEVEP + [ZR5 0 aviVE S2n s 20)

VaVE® VevE
Ve
AP = 2am¢éawéawéaw - 2Iv$ﬁ|28xi¢%axjﬁ‘ 2lvx¢5|2vw% @ Va/E

VavV€12Va/EQ V€ /712
= |2 = |2V, A.
‘ 4 ‘ \/E ’ \/a

Alors |Al* = |2V, V€Y A]?, cCest-a-dire |A]? = |2V, v/¢|%
Ainsi, en intégrant (2.49) sur €2, nous avons :

/|\/§vgln¢g|2dxdz:/ |Vi\/g|2dxdz+/ yzvxé/a‘*dxdz—z/ v2 . YeVEOVave,
Q Q Q Q

VE
— A+ Ay — As.

En posant A = , nous écrivons :

Vi€
Ve

En utilisant I'intégration par parties et le fait que V In /€ = , nous écrivons Az comme

suit :
A :2/v2 v\f VE- (Voln VE® V, VE)dudz
_ /Q V. VE 'Vz(vzln\/ ®Vz\f )dxdz:— /Q Do, V€D, (00, 10 /€Dy, /E)durdz
- 2 /Q 0, VE(2, 10 /€D, VE + 0, In V/ED, 0, V/E ) drd
_ —Q/Q|Vz\/§|2AI1n¢§dxdz—2/Qv§\/é-dedz
- —2/Q|Vm\/g|2Amln\/gd:cdz—A3,

Ainsi,

243 = _2/ |Vm\/g\2Axln\/gda:dz:—4/ |V”i/\§’2\/§Aw1n¢dedz
Q Q
! / 12V, VEI2VEA, In Edzdz < 2345 As.
Q
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oun Ay = / €|V21In \/€|?dxdz, et donc en utilisant I'inégalité de Young, nous obtenons :
Q

1 1 1
Ay + Ay = Ay + A3 < Ay + V3A2A4 < Ay + V1244 1A2§A4+6A4+§A2§7A4+§A2,

et ainsi,
1 1 <
7A1 + 8A2 < Ay

Alors, les estimations (2.47) et (2.48) sont bien vérifiées.
Par ailleurs, I'inégalité d’énergie (2.34), nous permet d’obtenir :

E(&n,un) < Eo(&n,upn) = supess/ 0|V, A2£n| dzxdz < C(Ep),
t€]0,T[

cela nous donne
16nll Loe (0,115 (02)) < O(Ep, 9);

ceci, combiné avec (2.39)), nous donne que la densité {(¢,z) est une fonction réguliére positive
pour tout (¢, x). Nous remarquons aussi avec (2.34) que

ke [T
S [ @iV mePdudza < By < +oo.
0 Q

Ainsi, par (2.47) et (2.48) nous bouclons la preuve du Lemme 2.2. B
Nous donnons a la Proposition 2.2 un résumé des estimations que satisfait la solution approchée

(fnyuruwn)-

Proposition 2.2 Supposons que (&, un,wy,) soit la solution de (2.3) et (2.12) sur |0,T[xQ
construite ci-dessus. Alors elle satisfait l'inégalité d’énergie :

supess E(&,, up) +48/ /|Vx &nl d:z:dzdt+r0/ /|un| drdzdt
te]0, T

+r / ' / En|un|?drdzdt 4 20, / / &l Dy (up) Pdudzdt
0 Q 0 Q
T T
_ 2 2
+7, /O /Q EnlDun|Pdrdzdt + 1 /0 /Q Ay [2dadzdt (2.50)
2 T B ke (T
+fm-:/ /\fonf’]Qda:dzdt—i—?/o /anwi In &, [2dedz=dt
—l—5€/ / |A3¢, |Pdrdzdt < Fy,
ou
B(E ) = [ (Gealun + (600 — & + 1) 7060 + 1l VoVl + 5 Vo267 dods
En particulier, on a :
Enun € L(0, T (LQ(Q))Q), Enlnén — & +1€ L%(0,T; LI(Q))a
06,10 € L=(0,T; L'(Q)), VI1VE&Da(un) € L*(0,T; (L*(2))**?),
ViAu, € L*(0,T; (LQ(Q))Q), ViV&, € L(0,T; HY(Q)), V&, € L™(0,T; H(Q)),
VeV € L2(0,T; (L*(2))?), VPa/&ndaun € L*(0,T; (L*(Q))?),
VEIVES € T30, T3 (1)), Vi, € L0,T; HY(Q), (251
Vot € L(0,T; (L(Q))%), Eiu, € L3(0,T; (L3())),
VREVE € TX(0,T; HA(Q), VReVa6i € LH0,T5 (L4(Q)?),

Enttn € L0, T (L*())%), V&ntn € L0, T (L*(R))?).
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2.3 Passage aux limites quand n — oo

Nous fixons €, 1, K, u, 9, rg > 0 et prenons d’abord les limites quand n — oo. Ici, nous avons
besoin des régularités de la solution, du Lemme 1.3 et des résultats de compacité suivants.

2.3.1 Convergence de ¢,

Lemme 2.3 Pour toutes les constantes positives fizées e, n, k, |, 6 et g, les estimations suivantes

sont valables :
10Vl e 23 ) + V&l 20 1302200 < K,

1€nll 2o (0,75 15 () + HatgnHLoc(oyT;W—l,%(Q)) <K, (2.52)

—10

ou K est indépendante de n, dépend de €, n, 6§, rg, des données initiales et de T .
De plus, quitte a extraire une sous-suite, on a :

€n — V€ fortement dans L*([0,T); H(Q)) et /&, — V€ p.p.,
&, — & fortement dans C([0,T]; H*(Q)) et &, — & p.p., (2.53)
10— 719 fortement dans L*(0,T; L*(Q)) et £,10 — ¢ pp.
Preuve du Lemme 2.3 : Puisque /&, € L(0,T; H*()) et H*(2) — L5(Q2), nous en déduisons

que /&, € L*(0,T; L5(Q)). De plus, en (2.51) nous avons /&4, € L0, T; (L*(Q))?).
Alors, grace a I'inégalité de Holder nous obtenons :

Enlin = VE/Enlin € L(0,T; (L5 ())?).

Ainsi, par 'approximation de I’équation de continuité (2.3), nous obtenons :
Bibn = e0sEp — div(E4T,) € L0, T; W 12(9)). (2.54)
En utilisant (2.54), &, € L>(0,T; H>()) N L*(0, T; H%(Q)) et le Lemme 1.3, nous déduisons que

& € C(0,T]; H(9).
Donc quitte a extraire une sous-suite, nous avons :

&, — & fortement dans C([0,T]; H°(Q)) et &, — € p.p..
Maintenant, montrons que &, % est borné dans L%(O, T; L%(Q)) Grace au fait que V&, est
borné dans L*(0,T; (L*(Q))?), I'inégalité de Poincaré, l'inégalité d’interpolation de Gagliardo-
Nirenberg et I'inégalité de Holder (voir la preuve du Lemme 3.3 pour les détails), nous obtenons

&1 est borné dans L'(0,T; L*(Q)). Nous rappelons que &, 'Y € L>=(0, T; L*(2)).
Ensuite, nous appliquons 'inégalité d’interpolation 1.13 du Théoreme 1.29 pour avoir

~10 —103 ~10) 3
1€n ||Lg(07T;Lg(Q)) < anl Hzoc(o,T;Ll(Q))an Hzl(o,T;LB(Q)) < K. (2.55)
Pendant ce temps, en utilisant I'inégalité de Sobolev suivante (voir [3] et [49]) :
162 iz @) < O+ 116 s (@)* (1 + [1€nll T2y
3 . . .
pour k > 37 et les estimations de la densité dans (2.51), nous obtenons :
||§;1||Loo(g) < C(n,9), p.p. dans |0, T[x. (2.56)
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Ainsi, nous avons 5;10 converge presque partout vers £ 0. Grace a (2.55) et le Lemme 1.1,

nous avons :
6,10 — ¢ fortement dans L'(0,T; L'(Q)).

1 atgn
2Vén

En utilisant & nouveau 1’équation de la masse (2.3), nous avons 0;v/&, =

qui combinée avec
(2.56) et 9y&, € L(0, T; W 2(Q)) (voir (2.54)), nous donne :
OV/E € L(0,T; W13 (Q)).

De plus en (2.51) on a /&, € L*(0,T; H*(Q)). Ainsi, puisque H*(Q) = H'(Q) — Wﬁl’%(Q),
en utilisant le Lemme d’Aubin-Simon (Lemme 1.3), nous obtenons :

€0 — /€ fortement dans L2([0, T]; H'(Q)) et /&, — V€ p.p..

Alors la démonstration de ce lemme est complétée. l

2.3.2 Convergence du moment &,u,.

Lemme 2.4 Quitte d extraire une sous-suite, on a :
Enttn — Eu fortement dans L*(0,T; (L*(Q))?) et &nun — Eu p.p..

Preuve du Lemme 2.4 : D’apres les estimations d’énergie, nous savons que u,, est borné dans
I'espace de Hilbert L?(0,T; (L*(2))?). Donc, quitte & extraire une sous-suite, nous avons :

u, — u dans L*(0,T; (L*(Q))?).
En rappelant que &, — ¢ fortement dans C([0, T]; H?(£2)), on a :
Entty, — Eu fortement dans L'(0, T; (L1(Q))?).
De plus, puisque
&n € L°(0, T HY(Q)), un € L*(0,T; (H*(Q))%), V/&nzun € L*(0, T (L*(2))%),
on a :
IV (Enun)ll 20322 (2))2) = [V (§nun) [ L2032(@0)2) + 102 (Enwn) [l L2 0,7322(0))2)
= [|[Ven @ un + £ Vatn| 200,1;22(92))2) + 102 (&nwn)l| 22(0,7:(22(0))2)
< Vel @ unllz07020))2) + €0 Vattnll 20,7, 22(0))2) + 1600zt 20,7 (22(0))2) < +o0,

c’est-a-dire
V(&nun) € L*(0,T; (L*(£2))7?).

Ainsi, comme &,u, € L*(0,T; (L*(2))?) on obtient &,u, € L*(0,T; (H*(Q))?).
Ensuite, nous pouvons prouver

Or(Enun) € L*(0,T; (H*(2))?) pour un certain s > 0.
En fait,
0r(Enun) = —dive (Entin @ tp) — 02 (Enunwn) = Vabn — rotn — r€|un|u, — pAuy,
—eV&n - Vg + 201divy (£, Dy (uy)) + 720, (£,.0.uy,)

Azv/én
Vén

(2.57)

F1V o6 10+ 5E Vo (S0 ) + 66,V AL,
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ou

0, (Eptinion) = 0. <§nu”( _ divwéin&n) N Zdivwéinun)D

(9Z< — Updivy (&ntly) + zundivz(gnﬂn» (2.58)

= 0,[ — divy(&nin @ up) + Enliy - Vit + 2dive (§510, - un) — 2800 - Vaty).
Sur la base des estimations d’énergie (2.51), on vérifie que

Or(Enun) € L2(0,T; (H°())?).
Ensuite, nous pouvons montrer que

Entty, — ¢ fortement dans L*(0,T; (L*(Q))?)

pour une certaine fonction g € L*(0,T; (L*(2))?).
De plus, puisque &,u, — &u fortement dans L*(0,T; (L'(22))?), on a :

&n, — Eu fortement dans L2(0, T (LQ(Q))Q)'

Ainsi, la preuve de ce lemme est complétée. B

2.3.3 Convergence de /&, uy,, \/f»nﬁn, et /&y,

Lemme 2.5 Quitte a extraire une sous-suite, on a, quand n — +00 :
Entln, — V/Eu fortement dans L*(0,T; (L*(Q))?) et v/Enun — VEu p.p.,

Eniln — /€@ fortement dans L*(0,T; (L*(Q))?) et \/Enti, — V& pp.,
EnTin, — /€T fortement dans L*(0,T; (L*(Q))?) et /Eulin — VET p.p..

Preuve du Lemme 2.5 : Le Lemme de Fatou et (2.50) donnent :

T T T EO
/ / luPdrdzdt < / / lim inf &,|u,|*drdzdt < lim inf / / Enlun Pdadzdt < ==,
0 Q 0 Q 0 Q r

et donc &|u|?® est borné dans L'(0,T; L' ().
D’aprés le Lemme 2.4, quitte & extraire une sous-suite, on a /&, — /€ et &, — u p.p..

1
g—\/fnfnun pour &, # 0 nous montrons a l'aide de (2.56) que :

Entln, — V/Eu, p.p. dans {(t,1,2): & (t,x) #0}.

Ensuite, en écrivant /&, u,, =

Et pour presque tout (¢,xz,z) dans {(¢,z,z) : &,(t,z) = 0}, nous avons :
gnun]lhm\gM <SMy&E=0= \/EU]l\u\gM

En fait, \/§up 1y, <y converge vers \/EU]1|u|§M presque partout pour tout (¢,x).
Pendant ce temps, v/&,up L, |<pr est uniformément borné dans L*(0, T (L°(€2))?).
En utilisant le Lemme 2.3, nous obtenons :

Entin L)y, |<nr — V€ul |, <y fortement dans L*(0,T; (L*(2))?). (2.59)
Pour tout M > 0, puisque
Enn = fnun]l|u|§M + gnun]l|u|>M et \/Eu - \/EU]l\u\gM + \/EU]l|u|>Ma
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nous avons :

/ /\\/{nun Veu|?drdzdt

2
< 2/0 /Q ’ fnun]l\uﬂgM - \/guﬂ\u\gMFdxdzdt
T
+2/ /Q| gnun]].\un\>M - \/EU]l|u|>M|2dl‘dZdt
0
T
< 2/ / [V EntunLyu, 1 <nr — \/EU]l\u\<M|2dmdzdt
0 Q - -
T T
+2/ / ’ fnun]l\uﬂpM’?dxdzdt + 2/ / ’\/EU]I\upM‘dedzdt
0 Q - 0 Q =
T
0 Q - -

+2/T/ §n|un|2’un‘daﬁdzdt+2/T/ §|u|2Md:Udzdt
0 Q M 0 Q M

T
= 2/0 /Q |V €ntin Ly <ar = \/EU]l\u\gMPdl‘dzdt

+2/T/§y 3dxdzdt + Q/T/gy Pdrdzdt
— n|Un 4 — u zat,
M Jo Ja M Jo Ja

oll on a utilisé 'inégalité |a — b|? < |a]? + |b|?, pour a;,b; > 0 (voir (A.24)).
Notez que &|ul® et &, |u,|* sont bornés dans L' (0, T; (L(£2))?). Grace & (2.58), en laissant M — oo,
nous avons :

(2.60)

Enttn, — V/Eu fortement dans L*(0, T; (L*(2))?).
En rappelant que w = 7 / 7)dT, comme a la démonstration ci-dessus, nous avons :

Elin L, < — V&l <y fortement dans L*(0, T (L*(2))?). (2.61)

Alors, en s’inspirant de (2.60), nous écrivons :
T
[ [ Ve~ Veapasdza
< 2/ / ’Jgunﬂ\u\<M \[U]1|u|<M’ dxdzdt
+2/ /| Enlin Lg)> 1] dxdzdt+2/ /\ fnun]l|u‘>M| dxdzdt (2.62)

< 2/ / ’@unﬂ\u\<M \[U]l|u|<]\/[’ dxdzdt

M/ /fnlunl3dxdzdt+—/ /§|u|3d:zdzdt

Gréace au Lemme de Fatou et 'inégalité de Holder, on obtient :

T T
/ /g\ﬂ\?’da:dzdt S/ /lim inf &, [, [3dedzdt
0 JQ 0 JQ

T T 1 rh 3
< lim inf / /gn\ﬂn|3dxdzdt < lim inf / /ﬁn‘ﬁ/ un(T)dT‘ dxdzdt
< lim inf —/ /fn / |u(T \‘de / I1]2 dT) ) dxdzdt (2.63)
< lim inf —/ /gn/ |u(T)[3drdrdzdt = lim mf—/ / /fn\un|3dmdzdtdz

h
< liminf — / (Ep)dz = lim 1nf / dz
0
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Alors (2.63) et (2.61) combinées a (2.62) nous donnent :

C
V€ Ve 20y 22@))2) i

pour C > 0 fixé. On prend M — oo pour obtenir :

€Tl — /€T fortement dans L*(0, T; (L*(2))?).
De méme, pour o = / 7)dT, nous pouvons obtenir :

Eniln, — /&t fortement dans L?(0, T; (L*(Q))?).

Ainsi, la démonstration de ce lemme est complétée. B

2.3.4 Convergence de 0, (&, u,wy,).

Soit ¢ € (C°°([0,T];2))? une fonction réguliere. Grace a (2.57), nous écrivons :
T T
/ / 0. (&Enunwy,) - pdrdzdt = —/ / Entwy, - Oy pdrdzdt
0o Jo 0o Ja
T
—/ / Up (— divy (§ntin) + 2dive(§,,)) - Orpdrdzdt
0 Ja
T
— / / — divy (ntin ® un) + Enlin - Vapun+2divy (§a10, @ uy) — 28500 - Vyuy| - 0,pdudzdt
0

T
= / / divy (&nty @ uy) - Oypdrdzdt — / / 2div, (§pT, ® uy) - Oypdrdzdt
7
/ /Snun \Y% un-aznpdxdzdt+/ /zfnun- Vot - Oypdrdzdt

/ /§nun & Uy, 2 O Vmgpda:dzdt—i—/ /gnun ® Uy @ 20,V ppdrdzdt

/ /fnun \Y4 un'azgodxdzdt—i-/ /fnun Vit - 20,pdxdzdt

/ /\/gnun(@ Ently vagodxdzdt—l—/ /@un® Ently @ 20,V ppdxdzdt
/ / Vntnm - V&V wiy, - ngdxdzdt+/ / VEnTn - V&V gt - 20 0dxdzdt.

(2.64)

Puisque

T
/ / VE Vs, - pdrdzdt
0o Ja
T
:/ / (Va(Vénui,) = Va/Eus, ] - pdadzdt
0o Ja
T T
_/ /( fnuin).diwpdxdzdt—/ /VI Entti, - pdrdzdt
T T
— —/ /(\/gui)-divgpdxdzdt—/ /vx\/gui-(pd;cdzdt
0o Ja o Ja
T
:/ /\/gvzui-apdxdzdt
o Ja

quand n — oo pour ¢ = 1; 2, nous déduisons que :
V&Vt — €V u faiblement dans L2(0, T; (L*(€2))**?).

Ainsi, en combinant avec (2.64) et le Lemme 2.5, nous avons :

T T
/ / 0. (&Epunwy,) - pdrdzdt — / / 0. (§uw) - pdxdzdt,
0 JQ 0 JQ

quand n — oo, ou
div,(¢a(z)) n zdivm(ﬁﬂ)
3 &
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2.3.5 Convergence des termes de diffusion non linéaires

Par calcul direct, nous écrivons :

T T
/ / divy (£, Dy (uy)) - pdrdzdt = —/ / (€nDy(uy)) : Vepdrdzdt
0 Q 0 Q
T t
—/ / &n Vatin + [Vatin) : Vaepdrdzdt
0 JQ 2
1 T 1 T
_7/ / (gnvxun) . vx@ddedt — */ / (§n[qun]t) : Vmgpdxdzdt
2Jo Ja 2Jo Ja
1 /T 1 (T
-3 / / EuVatin) : Vaspdedzdt = 5 [ [ [Faglt s (60V o) dudsi
o Ja
/ / xSO Vi(nun) — Vi€ ® un)dxdzdt
_ ! / / Va(Entin) : Vopdrdzdt + - / / Vil @ up) : Vapdrdzdt 205

/[ngo} Vo (&nun)drdzdt + - // Vel (un ® V& )dadzdt
0o Jo

1
2
= ;/ / (Enun) - Appdrdzdt + = / /szn-un' Vpdxdzdt
1
3

div, (V) - (Snun)dadzdt + = / / Vool -t - Volpdudzdt
0 Q

/ (Enttn) - Apodudzdt + ~ / / IV 0 - Vur/En - /omundrdzdt
/fnun - divy ([Vee] ) drdzdt + = // &n -V Enupdrdzdt

Q

Puisque
€0 — /€ fortement dans L2([0,T]; H'(Q)),

Entty, — Eu fortement dans LQ(O, T; (LQ(Q))2),
Entln, — V/Eu fortement dans L*(0, T; (L*(2))?),

nous déduisons que :

*/ / fnun Ao+ 2V 0 - Vo /& - fnun)da:dzdt

2
% /Q(ﬁn“n div, ([Vai]') + 2[Vaig)' - Va/E - Euuiy ) dadzdt

— 5/ / (61~ Auip +2Vap - Vo VE - €u) dadzt
;/ / (&u - diva([Vag]!) + 2[Vag]' - Vor/E - Gu)dadzdt,

+

(2.66)

+

quand n — oco. D’ou

T T
/ / divy (& Dy (uy)) - drdzdt — / / div,(ED(u)) - pdrdzdt, quand n — oo.
0 JQ 0 Q
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L’intégration par parties nous fournit :

T
/ / E VAL, - pdadzdt = / / div, (Enp) ASE, dadzdt
0 Q

= / / (&ndivep + ¢ - men)A Endadzdt

(2.67)

- / / Au(Endivap + ¢ - Vabn) ALe,dadzdt
0 Q

T
= —/ / Ai(fndivxgp +p- men)Aifndxdzdt.
Q

La convergence du terme — / / @ - Vo A28, A3¢, drdzdt est difficile & trouver. Grace au fait que
&, — & fortement dans C([0,T]; H>(R2)) et &, — ¢ faiblement dans L?(0,T; H5(Q)), nous avons :

T T
— / / @ - VA2, N3¢, dedzdt — — / / @ - Vo A26A3¢drdzdt, quand n — oo.
0 Ja 0 Ja
De méme, en appliquant les arguments ci-dessus, nous pouvons traiter les autres termes de

T
— / / Ai({ndivch + - szn)Agfngpdxdzdt.
0 Q

Nous avons donc :

/ /fV A§ apd:pdzdt—>/ /§V A§ pdxdzdt, quand n — oo.

Pour traiter le terme quantique, nous utilisons les mémes arguments pour obtenir :

[ fes
/ / \/a Vikn - ¢ + &Endivep)dadzdt
~ 9 /0 /Q AN ENV G - pdrdzdt — /0 ' /Q Ap/En/Endivapdrdzdt
— —2/T/ Azx/ng\/g-godzdzdt—/T/ A VEVEdivypdrdzdt
0o Ja 0o Ja

= /OT/va’“(Af/\E/g) - pdxdzdt, quand n — oo.

Du fait de la compacité ci-dessus, en prenant les limites quand n — oo dans le systéme

5n) pdrdzdt = — /0 ' /Q Af/;”divx(fn@dxdzdt

approximatif (2.3) et (2.12), on peut montrer que (£, u) satisfait :
0 + div,(§u) = A€, sur 0, T[xQ,

et
/fu( @dxdz—/mg gpdxdz+u/ /Au Apdrdzdt
Q

T
—/ /(fuw) god:z:dzdt—/ / (Cu® Vpdxdzdt
+2V1/ /§D cpdxdzdt—/ /fdlvxgodxdzdt
+?2/ /f@zu-azgodxdzdt+77/ /5_10divmg0dxdzdt (2.68)

0o Ja 0o Jo

T T
+5/ / V€ - Vau - pdrdzdt 4+ 7’0/ / u - pdrdzdt
+7“/ /ﬂu]u pdxdzdt — 5/ /§V AS¢ - pdrdzdt
= —2&/ /Ai\/gvzx/g-gpd:cdzdt—n/ /AI\/E\/gdivxcpd:L‘dzdt

0 Jo 0o Ja
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pour toute fonction test ¢ donnée, ou

divy(§a(z)) | dive(§u)
¢ +z ¢ .

En utilisant la semi-continuité inférieure et la convexité, nous prenons les limites de I'estimation
d’énergie (2.50), et obtenons I'inégalité d’énergie suivante :

w(z) =—

T T
supess E(&,u) + 45/ / Vo v/EPdudzdt + 7’0/ / |u|*dxdzdt
0o Jo 0 Jo

t€]0,T|

T T
—l—r/ /{\ul?’dazdzdt—&—/ /2§1§\Dx(u)]2dxdzdt
0o Jo o Ja
T T
—|—/ /?2§|82u|2d1‘dzdt—|—u/ / |Au|*drdzdt (2.69)
o Ja o Ja
2 T —5/2 ke [T 2 2
+ﬂﬁ/ /|vg \dwmﬁ+4—/./ﬂvxmﬂduhﬁ
5 Jo Jao 2 Jo Jo
T
+&//ﬁ$$mw&g&,
0 Jo
on 1 1 5
E@uf3é(fwﬁ+@mf—g+n+ﬂj%”ﬂ+mvﬂ@ﬁ+?ngaﬂ¢mz
Ainsi, nous obtenons 'existence de solutions faibles au niveau du systéme approximatif.
Proposition 2.3 Pour tout T > 0, le systéme
i€ + divm(§ﬂ> = eA¢,

Or(€u) + divy(Eu @ u) + 0, (Euw) + V&€ + rou + ré|ulu + pAu + V€ - Vau

A:L‘\/E 5
0EVLAYE,
¢E)+ Vet

(2.70)

= 201 div, (€D, (1)) + 7202 (£0:0) + Vg0 + KEV,(
0. =0

admet une solution faible (§,u,w) avec des données initiales appropriées.
En particulier, la solution faible satisfait l'inégalité d’énergie (2.69).
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CHAPITRE 3

LA BD-ENTROPIE ET PASSAGE AUX
LIMITES

Introduction

Dans ce chapitre, nous obtenons I'estimation de 'entropie mathématique appelée BD-entropie
(ou estimation de Bresch-Desjardins ou inégalité d’énergie modifiée) pour le systéme approximatif
de la Proposition 2.3, introduite pour la premiére fois par DIDIER BRESCH et BENOIT DESJARDINS
dans [2]. Puis, en utilisant I'inégalité d’énergie (2.69), la BD-entropie (3.5), des estimations & priori
supplémentaires et des arguments de compacité nous passons aux limites pas a pas suivant nos
parametres artificiels dans le but de récupérer le systeme intermédiaire (1.16) tout en gardant
I’existence des solutions faibles a chaque étape. Nous terminerons par la preuve du Théoreme 1.35.

3.1 La BD-entropie

Par (2.56) et (2.51), nous avons :
E(t,x) > C(6,m) >0, & L>(0,T; H°(Q) N L*(0,T; H*(Q)). (3.1)

Gréce a (3.1), nous pouvons prendre Ve comme fonction test pour dériver la BD-entropie a partir

de l’équation du moment. Nous suivons la méme démarche que T. NGoM dans [34].
En prenant le gradient de I’équation de conservation de la masse (2.70), par rapport a z, on écrit :

0V € + Vodiv, (§u) = eV, AL,
Or d’apres (1.28) et le fait que 0, = 0, nous avons div, ({u) = div,(&u) + 0. (w), alors :
OV + Vodivy () + 0.V (€w)) = eV, A6,
Puisque

Vodive(u) = dive([Vo(Ew)]') = divy ([Va€ @ u+ EVul') = dive ([Vo€ @ u]t + [EV,u]’)
= divy(u® V€ + £[Vaul') = divy (u @ V&) + divy (€[V,u]")

alors
OV €+ div,(u® V&) + divx(f[qu}t) + 0. (Vi (€w)) = eV, ALE. (3.2)

En multipliant I’équation (3.2) par 277 et en écrivant les termes V£ sous la forme £V, In &, on
aboutit a :

01 (201EV  In €) + div, ((€u) ® (201 V, In€)) + div, (201£[V ,u]")

(3.3)
+0, (201 V. (§w)) = 201V, ALE.
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Ensuite, on additionne I'équation (3.3) avec I’équation de conservation de la quantité de mouvement
(2.70), pour obtenir :

O (&(u+ 21V In€)) + dive((§u) @ (u+ 201V, Ing)) + 0,201 Vi (Ew)) + 0, (§uw)
+Vm£ + rou + Tf|u|u + IUAQU = dlvz(2§1£Am(u)) + anz(gazu) + ﬁvmf_lo

AZ,\/E
Ve

(3.4)

—eV,E - Vit + 201V, A + KEV, ( ) + 06V AL,
Veu — [Veult

ou A, (u) = 5

= V,u — D,(u) = Dy(u) — [V,u]" est le tenseur de taux de vorticité.

Comme l'obtention de 'inégalité d’énergie en multipliant (3.4) par v + 20,V In{ appelée
communément vitesse modifiée puis en intégrant par parties, le tout combiné avec une bonne dose
de calculs et de majorations nous obtenons la BD-entropie donnée par le Lemme 3.1.

Lemme 3.1 (Estimation de la BD-entropie)
Sous Uhypothése (3.1), on a la BD-entropie suivante :

1 T
sup ess/ (5€lu+ 201 Vo g = 2wro(In€) - )dedz + 291 / / ¢|0.w|2dzdzdt
telo, T Jo N2 0o Jo

T T T
+8?1/ / ]Vgc\/g]dedzdt—i—r/ /g\u\?’dxddevQ/ /ﬂﬁzu]dedzdt
0 Q 0 Q 0 Q

T T
+877V1/ / |Vz§_5\2dxdzdt+,u/ / |Au|*dzdzdt
5 0o Ja o Ja

g 21 (2 g 2 T 3412 (3.5)
+/<a?1/ /gyvz In¢| dxdzdt—i—ro/ / |ul dxdzdt+26§1/ / |AE|“dadzdt
0 Jo 0o Jo 0o Jo

— T 2 — T !Vx§|2
+21/1/ /f\Am(u)| dxdzdt—l—ylroa/ / 5 —drdzdt
o Ja o Ja &

< / (&oluol? + 1202V V& + 2170(In€) . — 20aro In &g ) dad>
Q
+Ey+ C +eC(0,1) + /uC(0,1),

ot (In¢)_ = In(min{,1}), (Iné)y = In(max{{,1}), C est une constante positive générique
dépendante des données initiales et autres constantes mais indépendante de €, &, n, 1o, W, K et
C(d,n) est une constante positive générique qui ne dépend que de § et 1.

Preuve de ’estimation de la BD-entropie (Lemme 3.1) :
En multipliant (3.4) par u + 20, V,Iné et en intégrant sur €2, nous avons :

/ O(&(u+21V,In€)) - (u+ 21V, In&)dedz
Q

+/ div, ((§u) @ (u+ 201V, 1In¢€)) - (u+ 201V, In§)dedz
+ [ 0.(201 V. (éw)) - (u+ 201V, In§)drdz —I-/ 0. (fuw) - (u + 201V Iné)dxdz
0 0

+ /Q Vi€ (u+ 207V, Iné)dedz + /Q rou - (u+ 201V, In§)dadz

+ /Q rélulu - (u+ 201V, In €)drdz + /Q,LLAQ’LL (u+ 201V, In€)drdz (3.6)
— / dive (201£ A, (1)) - (u + 20,V In €)dadz

+ 720, (€0.u) - (u+ 201V, In €)dwdz + /Q NV 0 (u+20,V, In€))drdz

- /Q VL6 - Vot - (1 + 201V, In €)dudz + /Q WV Al - (u+ 201V, In €)dad

+/ﬂmfvx (A\I}g/g) (u+ 20V, In€)dxdz + /Q SEVLAE - (u+ 201V, In €)dadz.
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En s’inspirant de la Section 2.1 explicitons les termes dans (3.6) un par un.
» Par un calcul direct, nous avons :

/&g (u+201V,1n¢)) - (u+ 201 VyIng)dadz
/8t§]u+2ylv Ing| d:z:dz+/ —&0i(|u + 201V, In €|?)dwdz
/at Lelu+ 201V, In €2 dudz + = /Otﬁ\u—i—Qz/lV In&2dadz

- a/ﬂ§§|u+2ylvmln§\2d:cdz+i/ﬂatflu—FZVlelnﬂ dxdz

et

/ divy ((€u) ® (u+ 201V In€)) - (u + 204 VyIné)dudz
/Q [(u+ 20,V In €)divy (€u) + (€u) - Val(u + 20,V In€)] - (u + 201 V,Ing)dwdz
/dlvx (Eu)|u + 201V, In € 2dadz + = /(gu) o(Ju+ 201V, In€?)dzdz

= /Q divy (Eu)|u + 20,V In € 2dadz — / div, (Eu)|u + 201V, In €2 dzdz

1
= 5/ div, (€u)|u + 27,V In €[> dadz.
Q

En additionnant membre & membre (3.7) et (3.8), nous obtenons :
/ O (&(u+ 21V, Ing)) - (u+ 277 Vyln)dadz
Q

+/ divy ((§u) @ (u+ 201V, 1n€)) - (u+ 201V, In)dzdz
Q
d 1 - 2 1 . — 2

= 7/ —&lu+ 201V, In¢|*dedz + f/ (atg + dlvx(fu)) |u+ 2071V, Iné|*dxdz.
dt Jao 2 2 Ja

Or en utilisant (2.21), nous avons 9§ + div,(§u) = eAzE — 0,(Ew), ¢’est-a-dire :

% /Q (04 + div, (€u))u + 27,V In£[2dad
_ % /Q (A€ — 0, (Ew))|u + 201V, In €] ddz
= g/QAxf\u + 201V, In ¢Pdadz — ;/ﬂ@z(ﬁw)]u + 201V, In ¢ dadz.
De plus,
g/ﬁmﬁlu+ 21V, In € [2dd>
_ %/QAmgqu\? VATV In€ + 472|V, In €|?)dud>
= g/QAgcf’UFdxdz + 2§1€/QA96§U -Velnédxdz + 2?%5/9 ALV, InéPdadz
_ —%/QVJ{-VI(]uP)dl‘dz—Qﬁle/ﬂvzf-vz(u-vzln@dﬂidz
—2?%5/9Vx5 - Vo(|Ve In€?)dxdz
= —s/ﬂvzf -Vu - udrdz — 204 /Q Vi€ - Veu-Vilnédrdz

—2Te / Vol -Vin¢ -udrdz — 473 / Vol -ViIngé -V, Inédrdz.
Q Q
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Donc, en combinant (3.9), (3.10) et (3.11), nous déduisons que :
/Q(?t(§(u + 2171V, In¢)) - (u+ 201V, Iné)dxdz
4 /Q div, ((Eu) © (u+ 200V, 0 €)) - (u + 201V, Iné)dwd-
= (Z/Qégu + 201V, In ¢ 2dadz — s/vag -V - udzdz (3.12)
—Qﬁls/gvxf -Veu - Vilnédrdz — 2U15/QV96§ . V?E In¢ - udzxdz
—4v§e/vag -V2In¢ -V, Inédrdz — ;/Qaz(gw)ywr 201V, Iné|2dxdz.
>
/982(251Vz(§w)) (u+ 201 Vlnl)dedz = —20; /Q V.(w) - 0.(u + 201V In)dzdz
= 273 /Q(wvx{ +¢{V,w) - Oudedz
= —2ﬁ1/Qwa§ - Oyudzrdz — Qﬁl/gfvmw - Oyudrdz.
Or par intégration par parties suivant x puis suivant z, nous pouvons écrire :
/ngxw - Oyudxdz = /vaw <0, (Cu)drdz = — /Q wdiv,d,(¢u)drdz = — /Q w0, div, (Eu)drdz
et d’apres 1'équation (1.26), on a £0,,w = —0.div,(&u), alors
/ EVaw - Dyudrdz = / fwd,,wdrdz = —/ 0, (§w)0,wdzdz = —/ |0, w|?dadz.
Q Q Q Q
Donc
/Qaz(mvx(gw)) (u+ 201V Iné)dxdz = 214 /Qwvxf - Oyudxdz + 204 /Qf\(?zw|2dxdz. (3.13)

| 2
/ 0. (uw) - (u + 201V, Iné)dxdz
Q

= /Q 0. (€w(u+ 20, VIngé — 20, V,Iné)) - (u + 20,V In €)daedz

_ /ﬂ 0, [€w(u + 27V, Iné)] - (u + 201V, In €)dard=
= /Q 0. (EwV,Iné) - (u + 201V, In €)dudz

= /Qaz(gw)m + 201V, In €2 dadz + % /Q(gw)az(lu + 20,V In€|?)dxdz (3.14)
—21, /ﬂ 0.(wV ) - (u+ 20,V In&)dadz

1
= / 0. (¢w)|u + 20,V In €| drdz — 5/ 0. (éw)|u + 201V, In ¢|*dwdz
Q Q

+20 / (WwVzE) - 0y (u+ 207V, In&)dxdz
Q

— %/ 0. (w)|u + 21V, ln§|2dxdz + 2?1/ wV € - O,udrdz.
@ Q

/ Vi€ (u+ 21V, In¢)dedz = / V& - udrdz + 2?1/ Vi€ VeIn&drdz.
Q Q Q

Or d’apres 'équation (2.28), nous savons que :
d
/ V€ - udrdz = —/ (Elng — &+ 1)dxdz + 45/ Vo /€2 dadz
Q dt Q Q
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et

Vi€
£

Vi |2
2v¢

2%, / V& -V, Inédadz = 27, / V& - 25 dadz = 20, / 4]
Q Q Q

drdz = 8ﬁ1/ |V V/EPdadz.
Q

Alors, nous obtenons :

/ Vo (1 + 201V, In€)deds — d/ (€€ — & + V) dadz + (87, + 45)/ Vo VEPdrdz. (3.15)
Q Q Q

dt
>
/rou-(u—FZ?lvx In¢)dedz = ro/ u-udxdz—i—Qﬁﬁg/ u -V Inédxdz
Q Q Q
V. (3.16)
= ro/ |u|2d$dz+2?1r0/u- 7> dxdz.
Q Q 3
>
/rf|u|u-(u+2§1vzln§)dxdz = r/ §|u|(u-u)dmdz+2?1r/ Elulu - Vi In€drdz
@ @ @ (3.17)

= 7’/ §]u|3dxdz+2§1r/ lulu - V Edrdz.
Q Q

/ pA*u - (u+ 201V, In€)dedz = u/ (A*u) - udrdz + 271#/ A%y -V, Inédrdz
Q Q Q
. / Au- Audedz + 20141 / Au-AV,Ingdedz  (3.18)
Q Q

= u/ \Au|2dxdz+2?1u/ Azu - Vi Ay Inédrdz.
Q Q

/ div, (2016 A (w)) - (u + 201V, In€)dadz
Q

= / div, (201§ A,(u)) - udxdz + 204 / div, (2016 A, (u)) - Vi Inédadz.
Q Q
Or

/ div, (201€A,(u)) - udxdz = —2?1/ EAL(u) - Vyudedz = —2?1/ EAz(u) - (Az(u) + Dy(u))dxdz
Q Q Q

_— /Q €| A, (u)[2dxdz — 27, /Q A, (1) - Dy(u)dedz = —27, /Q €| A (0)[2dadz.

Donc,
/ dive (201 € Au (W) - (1 + 201V, In €)dad
Q (3.19)
= —2ﬁ1/ E| AL (v)Pdadz + 2?1/ div, (2016 AL (u)) - Vi Inédxdz.
Q Q
| 4
/ 720,(£0,u) - (u+ 201V, In&)daxdz = -7y / (€0.u) - 0,(u+ 201V, In&)dadz
Q Q
= —Pg/ £0,u - Oyudrdz (3.20)
Q
= —ﬁg/§|8zu|2dxdz.
Q
4

/ V€10 (u+ 20V, In€))dxdz = 7 / V610 udrdz + 201n / V.19V, Inédedz.
Q Q Q
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Or d’apres 1'équation (2.30), nous savons que :

17/ Vo619 udrdz = ——77 /§ mdxdz—fns/ V&% 2dadz.
Q 11 °dt

x _ 2 _
De plus, V717 Vo Iné = —106 711 V,¢ - f —L0E VL] = —10jEOVag = =2 Va7,

c’est-a-dire :
_ —10 o _%7 —5|2
2vin | V& - Vylnédrdz = 4V |V €777 dadz.
Q Q

Alors, nous obtenons :

/ V€0 (u+20,V, In€))dadz = _ﬁndt / e (€+2V1 / V&5 2dadz. (3.21)
>
—/ eVi€ - Veu- (u+ 2V, In)drdz
@ (3.22)
= —s/ Vi€ Veu - udrdz — 2§15/ Vi€ - Vau - Volnédrdz.
Q Q
>
/ 2016V A - (u+ 207V In§)dadz = 2?15/ VoD - (u+ 207V, In)dadz. (3.23)
Q Q
g A
/infvx( j/\g/g) (u+201VyIn)dadz
AgVE _ AgVE
:/-f/vaz< JE )-udxdz—l—Ql/m/QfVZ( N )-Vzlngdmdz
A, , _ A,
= /1/QV$<\/\g/g)dlvx(fu)d:cderyln/Q%Vx( \/\E/g) -V Inédzdz.
Or d’apres 'équation (2.32), nous savons que :
—/@/QVZ( f}ff)dlvm(fu)dxdz —fs—/ Vo€ drdz — —/ EIV2InéPdadz
et
%V, (Aj/‘g/g ) = div,(£V2 Ing),
c’est-a-dire :
ﬁm/ 2£VI<A\I/\§/E) -Velnédxdz = Pm/ divz(§Vi In¢)-V,In&dxdz
Q Q
= -1k / EV2iIng -V, V, Inédrdz
Q
= 731%/ ¢V In € dadz.
Q
Alors,
/ ﬂgvm(A“/E) (u+201VyIn)dadz
@ V€ - (3.24)
:—n—/ Vo€ dadz @z””/gwglng\?d;pda
Q
| 2

/ SEVLARE - (u+ 20,V né)dedz = & / EVLAYE - uded + 2716 / £V, AP -V, In Edudz
Q Q Q
= =9 / AS¢div, (¢u)dadz + 20,6 / VA3 -V, Edrdz
Q Q

= —6/ Aifdivz(fu)dxdz—Qﬁlé/ ASEN, Edxdz.
Q Q
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Or d’apres (2.31), nous savons que :

5/ A>¢div, (Eu)drdz = §$/ |V.A2¢)? da:dz+6£/ |A2¢ | drdz.
Q

Par ailleurs, par intégration par parties successives, nous avons :
9w /Q N3eAEdedz = —2016 /ﬂ AYEA2Edrdz = —2716 /Q NI
Alors

/ SEVLABE - (u+ 201V, In €)dwdz = ‘m / IV, A262dadz — 5( + 201) / A3¢Pdrdz. (3.25)
Q Q

Ainsi, en remplacant (3.12)-(3.25) dans (3.6), nous déduisons que :
% /Q %§|u +20 Vo Ing + (Iné -+ 1) + 1—11775*10 + K|V +
gmAingxdz + 27 /Q ¢|o.w|2dzdz + (87, + 4e) /Q Vo€ Pddz
+r/ngu|3dxdz +v2/Q§|azu|2dxdz - %n(a+ 231)/9\%5*5;%9:@
+“/Q | Auf2dadz + W/Qavg In é[2dadz + 6(e + 2?1)/Q|Ai£|2dxdz
+27 /OT/Qf\Az(u)dedz + To/Q lu2dxdz (3.26)
=27 /Q div, (201§ A,(u)) - Vi In&dadz — 201 /Q Azu - Ve AyInédadz
+20,e /Q V& ViIn¢ - udrdz + 403 /Q V& -Ving¢ -V, Inédrdz

—i—QPlg/ VAL (u+ 207V In)dedz — 2?17"/ |ulu -V Edrdz
Q

—21/17“0/ ZI

Gréce au fait que £ et u sont périodiques suivant z7 et x5 (conditions aux limites périodiques sur
le bord du tore), on conclut que le premier terme I; = 0. En effet :

2 /Q div (€A, (1)) - Vo In Edadz = /Q O, (D —aggjui))aﬂgg .

Oy, E0,,
:/ éjg(azl 8zjuz) (azja:mu]_ar]amjul)azfgdxdz
Q

(3.27)
_ / O, O, 110, € — Oy Do, i, Edlzlz
Q
_ / O, Oy t1j 0 € — O, O, i, Edrdlz = 0.
Q
Pour I, nous écrivons :
I; = —2?17"0/ vggdxdz: —2?17"0/ (gu) £2§dxd
Q
= 2?17"0/ ({u)'Vi(l)dxdz: —2ﬁ17"0/ dlL(éu)dmdz
Q AP 3 A o ¢
= 2?17‘0/ afas Z(§§U)—5 Igd;vdz
(3.28)

z Al’
= 21/17"0/ —dxdz+21/17"0/ fagwdxdz—2ulr05/ﬂfdzdz

h 1
= 2?17"0/ O lnfdxdz—i—Qﬁlro/ / 8zwdzdx-|—2ﬁ1r0€/ fo-vx<f
Q

5)cl:zcdz

2
= 2V1T0/8t1nfda:dz—21/1r0€/ v I§| dxdz.
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Ainsi,
T Vgl

e dxdzdt.
Q

T
/ I;dt = 2?17“0/ Inédxdz — QPlro/ In&ydxdz — 2?17’05/
0 Q Q 0

Or
/ Inédwdz = / (In€)_dud= + / (In€). dadz,
Q Q Q
ot (Ing)— = In(min{g, 1}) et (Ing);+ = In(max{g, 1}) pour toute fonction g donnée.
Puisque (Ing)_ < 0 alors —2w7g / (In&)_dzxdz > 0. Ainsi, en mettant ce terme du coté gauche

Q
de l'estimation de la BD-entropie on gagne, car on a une intégrale positive qui est destinée a étre

majorée par une quantité finie donc elle n’explose pas.
Par contre (Ing); étant positif ou nul nous donne —27;7r / (In&)drxdz < 0 ce qui ne garantie
Q

pas que cette intégrale converge, y a possibilité qu’elle diverge notamment vers —oo.

En étudiant la fonction h(x) = f(z) — = sur |0; +o00[ avec f(z) = zlnz — z + 1 on montre qu’elle
admet un minimum global en e égal a 1 —e. Clest-a dire f(z) —z>1—e < f(z)+e—1> .
Onadonc (Elng—&+1)+e—1>¢.

De méme 1'étude de la fonction = — In z sur ]0; +o00[ montre qu’elle admet un minimum global en 1
égal a 1. C’est-a~dire x — Inx > 1 > 0. Ce qui donne £ > Iné&.

Pour (¢ <1, (In¢)y =0= —2?17"0/ (In¢)+dadz = 0.
Q

Donc, nous nous plagons désormais dans le cas délicat ou & > 1, c’est-a-dire In§ = (In§) > 0.
En combinant ces résultats, nous obtenons : 0 < (In¢); <& < ({lm&—&+1)+e— 1.
Ainsi, en intégrant sur €2, nous avons :

0< /Q(lnf)+dxdz < /Qfd:vdz < /ﬂ(f In¢ — &+ 1)dedz + /Q(e — 1)dzdz.

A partir de I'inégalité d’énergie on a £Iné& — € + 1 € L*(Q) et comme le domaine © est borné, alors
nous obtenons :

0< /(ln§)+dxdz < / Edrdz < 400, ie. € € LYQ) et (In€), € LY(Q).
Q Q

Nous déduisons donc que —2v;rg / (In &)y dxdz n’explose pas.
Q
De plus, puisque nos données initiales satisfont & € L'(Q) et &Inéy — & + 1 € L'(Q) alors le

méme raisonnement que ci-dessus nous permet de montrer que —2717 [ (Inéy);drdz n’explose
Q
pas.

Pour boucler, nous supposons que —2717rq / (In&y)_dxdz est uniformément bornée dans L'(Q) ce

qui en fait raisonnable puisque nous sommes a l'instant initial.
En substituant (3.27)-(3.28) dans (3.27) et en 'intégrant par rapport & t sur [0, T, nous avons :

1 1 5
/Q (§£|u T2V, InEP + (€€ — &+ 1) + 77nE " + KV VEP + §|VIAi§|2)da:dz
T T T
+2ﬁ1/ / €10, w|Adrdzdt + (87, + 45)/ / |V V/EPdadzdt + 7‘/ / |l drdzdt
0 Q 0 Q 0 Q
T 2 T T
—i—ﬁg/ / |0, ul*drdzdt + ~n(e + 2?1)/ / V£ 2dwdzdt + u/ / |Au|*dxdzdt
0o Ja 5 0o Ja 0o Ja
2T T T
+”‘(5+”1)/ / €[V2 In ¢ 2dudzdt + 5( + 2v1)/ / INR
2 0o Ja 0o Jo
T T
+27, / / €| Ay (w)|?dadzdt + 1o / / \u2dxdzdt — 20,7 / (In€)_drdz =
0 Q 0 Q Q

1 1 J
/Q (580w + 271 Ve ol + (G0l &o — &0 + 1)+ 1706 " + KIVavEl + 5[ Va A2 ) dad

T |VaE?
o &2

T 6
+/ Z Lidt + 2011 / (Iné)4dxdz — 20179 / In &odxdz — 2?17”05/ dxdzdt.
(it Q Q 0

63



En utilisant I'inégalité de Young, nous écrivons :

alors

Ainsi,

201 6ot - Vo Inéo = 2(v/&ouo) - (71vVE Ve In o)
< Wéuol* + V&V In&ol? = &oluol” + 71&| Ve In &,

1 1
§§0|Uo + 201V, In&|* = §§O|U0|2 + 201&0up - Vi In &g + 20760| Vi In &

<

<

1 1
§fo|uo\2 + &oluol?® + 371& | Ve In&|* = *§0|U0|2 + &oua + 35%50’

1
§§0|UO‘2 + £0|U()|2 + 12?2‘

V&o ‘2
€o

xfo‘ = *§0|U0\2+§0|U0|2+12V1|Vx\/§»0\ .

1 1
/ (5oltto + 271 Vo &l + (o n o — o +1) + =05 ™ + 6|Vav/E [+
§\V$A§£O|2)dxdz < E +/ngu3 +1202|V /& | dud.

De plus, nous savons que :

T T
4e / / |V$\/E|2dxdzdt+§ns / / IV, Pddzdi+
0 Q 0 Q
T T
re /§|v§1ng|2dxdzdt+55/ / AB¢ Pdadzdt > 0.
0 Q 0 Q

Alors, nous obtenons :

sup ess

t€]0,T|

1 T
/ (§§|u + 2V, Ing[? = 2m1m0(In€) ) dadz + 27, / / ¢10.w|2dadzdt
Q 0 Q

T T T
+87; / / Vo€ dudzdt + r / / E|ulPdedzdt + vy / / £|0.u|*dadzdt
0 Q 0 Q 0 Q
8 T T
+777ﬁ1/ / |V$§_5|2d:pdzzdt+u/ /|Au\2dxdzdt
5 0o Jo 0 Jo

T T T (3.29)
+KT1 / / E\V2In &2 dadzdt + ro / / |u2dzdzdt + 267, / / |A3¢ | dodzdt
0o Jo 0 Jo 0o Jo
— T 2 — T ‘Vx£|2
+21/1/ /{]Ax(u)\ dxdzdt+2y1r0£/ 5 —drdzdt
0o Ja 0o Ja &
T 6
< / (§0|U0|2 + 12?1|VZ\/§>0|2 + 2ﬁ1r0(lnf)+ - 2?17’0 1D§0>dl‘d2’ + / Z]Zdt + Eo.
Q 0 i=2
Ensuite, nous controlons les autres termes a droite de (3.29).
» On commence par I5. A laide de I'inégalité de Holder, nous avons :
T T
/ Ldt = —Qﬁl,u/ / Azu - Vi Ay Inédrdzdt
0
= —21/1,[1,/ /A u - 52 52 + 53 )d d dt
< cu [ [ 1am( gﬂvia £V, +€’3!Vr€!3)d$dzdt
0
< C\/ﬁH\/ﬁAxUHL2(o,T;(L2(Q))2)(||§_1||Loo(o,T;Loo(Q))HVif”Lz(o,T;(Lz(Q))2x2xz)
HNEH N 0,151 ) V€ [l oo 0,151 @2 I VEEN L2 0. 22 (2))222)
+H§_1”iw(o,T;Lw(Q))Hvac§||?is(o,T;(L6(ﬂ))2)>
< OVullVeAzull2omyr29)2)
(”571Hi“(O,T;Lw(Q))Hviﬁ“LQ(O,T;(LQ(Q))Q“X?) + H{l”Lw(O,T;Lw(Q)))
< C6,n)vh,
(3.30)
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ou nous avons utilisé le développement suivant :

VoA, In€ = V,div,V,In¢ = V dwx( gi) QVx(idivafo—FVmg.zm(l))
— v, ( gf_ V.- 69235) :vx( g§_| gzﬂ ):Vx( gf)_vx(| gf2§| )
1 ) b /1
5v PBaf + DbV () = Ve (IVaEP) = IVatPVa ()
_VeluE AuEVE | VEE-ViE | [VatPVat
£ &2 &2 &g

» Nous poursuivons avec ;. En remarquant que V,(|V; In ¢ ]2) = QV?C Iné-V, In &, nous obtenons :

T
/ Ldt = 47% / / Vel Vi -V, Inédedzdt
0
v 1
_ 4u15/ /vzg VellValnef) ) roar

= —23%5/ /A$§|Vxlnf|2dxdzdt

3.31
= —21/15/ /Ax§|Vx§] dxdzdt (331

S . -
X[ Vagll 2o, ryz2@)2) | Bt |l 2(0,75L2(2)
< eC(4,n).

Vi€

» En utilisant le fait que V,In& = et le fait que V?v In ¢ est un tenseur symétrique (nous

1
permettant d’écrire V,In¢ - V2Iné = V2Ing -V, Iné = §VZ(|VI In£[%)), nous avons :

T T T

/ Lydt = 27,2 / / V.- V2In¢ - udrdzdt — 20,e / / VoIng - V2Ing - (Cu)ded=dt
0 0 Q 0 Q

T T V€02
:m/ /vx(m In€)?) - (u)dwdzdt = —vls/ / 22| div, (¢u)dadzdt

0o Ja o Jal &

T 2

— 7 / / ‘E] (€divau + u - Vo€ )dadzdt

2
gﬁls/ \Vxﬁ\ VEV u + ;5’ Vu - Vi €drdzdt
0o Jo

62
< evql|— V. oo ([0 29[|V, 2 (L2 2 Ve 2 (L2 2x2
< N 2| e i o | Ve sz @) Va2, 22(@) IVEVaull L2 0,73(22(0)2x2)
o lyz
+emy || = LOO(O,T;LOQ(Q))||vw§||2L°°(O,T;(L°°(Q))2)vafnLQ(O,T;(LQ(Q))Z)H\/EUHLQ(O,T;(Lz(Q))Q)

< enC(4, 77)(||\/Evzu||L2(o,T;(L2(Q))2x2) + 1)

V1
? \/>A u||L2(0T (L2(£2))2%2) + 50(5 7])

(3.32)
ou nous avons utilisé

IVEAul|E2 0 1y(z2 (@y2x2y + IVED 220, 1r2@yexzy = IVEVullTao ryz2()exe)-

65



» Pour I5, nous avons :

T T
/ Isdt = 2ﬁ15/ / Vi AZE - (u+ 201V, In§)drdzdt
0 o Ja
Vil

T T
= 2We / / VA€ - udrdzdt + 473 / / VA€ - drdzdt
0o Ja 0o Ja 3 (3.33)
< 2016 Vo Aol 2oz ) IVEU 20,22 @) 1€ 2o 0. 00 )
+4TTe ||V Aslll 20,7522 0)2) | Vel L2 0,1 (2202 1€ oo (0,720 (02))
< eC(4,n).
» En fin, comme :
1
Vo (|u]?) = 2u|V, =V, = —V.(Jul?), 1
(1) = 2§l V-[ul) = Volfu) = - ollu) [ T
Ve(|ul?) = Vo (u? 4 u3) = 2uy Vaur + 2usVeus = 2V, - u, Jul
alors 1
divy(Julu) = |uldivy(u) + u - Vi (Ju|) = |u|divy(u) + - (mvxu . u)
Donc
T T T
/ Igdt = —2?17“/ / |ulu - Vy€drdzdt = 2?17’/ / &divy (Jufu)dxdzdt
0 0o Ja 0o Ja
/T/ ! \% dxdzdt
= 2uyr uldivyu + —u - (Vyu - u) |dzdz

IN

Co|[VEu 2001202 IVEV 2l L2(0,1:12(0)2%2)
V1
< C+ ?H\/EAw(u)||2L2(0,T;L2(Q)2X2)'

Ainsi, en remplagant (3.30)-(3.34) dans (3.29), nous déduisons la BD-entropie (3.5). B

3.2 Passage aux limites quand u,e — 0 puis quand
n — 0.

3.2.1 Passage aux limites quand pu,c — 0.

Nous notons la solution de (2.70) & ce niveau d’approximation par (., Uyc, Wy.c).
A partir de I'inégalité d’énergie (2.69), nous obtenons les régularités uniformes suivantes :

Vuctine € L¥(0,T5 (LA(Q))%), &ueln§ue — Gue +1 € L¥(0,T; L1(22)
06l € L0, T LNQ). Vob,- € L¥(0.T: HAQ)), vigu,- € L*(0,T: (L3(2))%)

(3.35)
1
Eietipe € L0, T5 (L3())?), (/&ueDaluye) € L2(0,T; (L*(2))*?),
VéueOauue € L*(0,T; (LA(Q))?), Ay, € L*(0,T; L*(Q)).
En plus la BD-entropie (3.5) nous donne les régularités uniformes suivantes :
Var/€ue € L0, T (L*(2))%), Véue € L2(0,T; HY(Q)), \/€uc0:w € L*(0,T; L*(9)),
(3.36)
VIVED € L0, T3 (LP(Q))), \féueAu(upe) € L2(0,T5 (L(9))*2).
Gréace au Lemme 2.2, nous avons l'estimation uniforme suivante :
VA e € L0, T3 HA(S)), VRV .&iie € L0, T3 (L4(2))%). (3.37)

Avec les régularités (3.35)-(3.37), nous montrons les résultats de compacité uniforme suivants.
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Lemme 3.2 Soit (§,c, Uupe,wpue) €tant la solution faible de (2.70) satisfaisant (3.35) et (3.36),
alors les estimations suivantes sont valables :

190/ Sl o v 2y + IV S lz0 28000 < 56

K, [|&.2

3oLy S5

< K,

&sscll 2o,y 1068mell 2o im0 <
Hfﬂvguﬂv‘EHLz(oyT;(WL% (2))2) + Hat (§M75uﬂ75) HL2(0,T;(H*5(Q))2)
ot K est indépendante de € et p.

Preuve du Lemme 3.2 : La preuve est similaire a ’analyse de compacité dans le Chapitre 2.
Pour la simplicité, nous omettons les détails ici. B

Avec le Lemme d’Aubin-Simon (Lemme 1.3) et le Lemme 3.2 en main, nous avons les résultats
de compacité suivants quand p,e — 0 :

e — V&, fortement dans L*([0,T]; H'(Q2)),
Eue — &, fortement dans C([0, T];H5(Q)), Eue — &, dans LQ(O,T; Hﬁ(Q)),
e = u, dans L2(0,T; (L3(2))%), (/€. — VE, dans L*(0,T; H*()), (3.38)
Epctye — Eu, fortement dans L*(0,T; (LP(22))?), pour ¥V 1 < p < 3,
10 710 fortement dans L'(0,T; L*(Q)).

e

Par conséquent, /&, — VE, §ue — & et f;éo — £719 presque partout.
Comme a la preuve du Lemme 2.5, nous pouvons démontrer que :

VEuetpe — VEu, fortement dans L?(0,7T; (L*(2))?), quand u,e — 0.

De plus, grace a /&, 0w, € L*(0,T; L*(Q)), par I'inégalité de Poincaré, nous avons :

h h
2 2
Wy e dzgc/ 0, W, )|?dz.
/0 |\/fu, el ; 10:(\/ ey

Ainsi, en intégrant sur €2, puis sur [0, 7], nous obtenons :

T T
/0 /Q |\t Pdedzdt < o /0 /Q Epel Oty 0) [Pdadzdt,

ce qui implique que /&, cw,. € L*(0,T; L*(Q)) et il existe [ € L*(0,T; L*(Q)) tel que

EueWy,e — [ faiblement. Puisque /&, . — V€, fortement, nous définissons w comme suit :

L
- ﬁ si >0, (3.39)

0 pp-si&=0.

l
Alors, la limite [ = /¢(—= ) = V/€w.
el = V() = V6 -
Par les résultats de régularité ci-dessus, nous pouvons passer aux limites quand p,e — 0.
Pour toute fonction test ¢ € (C*°([0,T];Q2))?, lorsque j, e — 0, nous avons :

T T
/0 /Qaz(§%5u%€w%5) - pdrdzdt = —/O /Q (Epetpwye) - Ozpdrdzdt

= _/OT/Q (@UM,E EueWye) - Ozpdadzdt
T
— _/0 /Q(\/gu\/gw) - Oypdrdzdt

T T
= _/ / (§uw) - O, pdrdzdt = / / 0, (Euw) - pdxdzdt.
o Ja 0o Ja
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et

T T T
/ /82(§M,8wu,g)apdxdzdt = —/ /§M7Ewu7582<pda;’dzdt = —/ / EneWper/Epe0pdrdzdt
o Ja 0 Jo 0 Jo

— —/OT/Q\/Ew\/gazgodxdzdtz —/OT/Qé“wﬁzwdxdzdt = /OT/Q@(ﬁw)@dxdzdt.

De plus, en intégrant par parties, nous obtenons :

/ /szug Vatpe - godulzdt—s/ /Vxéﬂe- o(Upep) — uy edivep)dedzdt

—5/ /Vxé’,w‘ uuago)d:pdzdt—s/ /foug Uy divypdrdzdt

= —5/ /Azgﬂ,eu#,egpdxdzdt—s/ / Ve - upedivypdrdzdt
0 JQ 0 JQ

< el|Avépellzzo.r:r2@)) ltpell 2o,z @)2) 1@l Lo (0,132 (9)2)
+elIValuell L2022 [Well 20,722 (9)2) |divap|| oo (0,715 (02))
— 0, quand € — 0,

et

T T
,u/ / AQuM,E cpdrdzdt = ,u/ / Auy, o - Apdrdzdt
0o Ja 0o Jo

VIV EAU [ L2072 (0)2) | D@ L2073 (22(9))2)
— 0, quand p — 0.

IN

Nous vérifions grace a (1.27) que :

/ / O e + divy (§,.c1y.c ) pdadzdt

- / | 1o+ diva (Gt + 0u(Epctc)pdadzdt = 0.
Donc, en prenant u,e — 0 dans (2.70), nous montrons que :

& + diva(§u) + 92 (Ew) = 0

O¢(&u) + divy(§u @ u) + 0, (§uw) + V€ + rou + ré|uju =
AsvE
Ve

201 div (§Da (1)) + 720 (£0:1) + V€ ™0 + KEV(
9.6 =0

) + 06V A%,

est valable au sens des distributions sur |0, T'[x 2.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

De plus, griace a la semi-continuité inférieure, a la convexité et la convergence forte de
(€pes Upe, Wy e ), NOUS POUVONS passer aux limites dans I'inégalité d’énergie (2.69) et la BD-entropie

(3.5) quand p,e — 0 avec 9, 7, 19, k étant fixés. Et, nous avons :

1 1 1)
smw%/féﬂw2+§m§—f+1+Ifﬁ*0+mvm@P+§W@A%F)mw
t€]0, 7] /2

T T
Jr?“o/ / ]u|2d:cdzdt+7“/ /§|u|3dxdzdt
0 Q 0 Q

T T
ﬁ//b%ﬂ%wwmwﬁ+/‘/%wmfmwﬁ
0 JQ 0 Jo
1 1 _ 5
= /Q (§€0|u0|2 +(§oIngo — & +1) + ﬁngo Y+ k| VeVEo + §|VxAifo|2>dl‘dz
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et

1 T
sup ess/ (fﬁ\u + 211V, ln§]2 — 2ﬁ1r0(1n£)_>dxdz + 21 / / 5\8Zw]2dq:dzdt
tejo,T] Jo \2 0o Jo

T T T
+8?1/ /\Vx\/EIQd:cdzdt+T/ /§|u|3dxdzdt+ﬁg/ /f\@zu\dedzdt
0 Q 0 Q 0 Q

T T
+§ny1/ /|Vx§75\2dxdzdt+/@1/ /f\Vﬁ In é|*drdzdt (3.46)
o Jo 0o Jo

T T T
+ro / / lu[?dzd=dt + 257, / / AB¢Pdedzdt + 27 / / €| Ay (u) 2 dzd=dt
0 Q 0 Q 0 Q
S / (&)’UOF + 12?%‘vx\/§70‘2 + 2?17”0(1H§)+ - 2?17“0 ln&))dxdz + E() + C.
Q

Ainsi, pour conclure cette partie, nous donnons I'existence de solutions faibles pour le systeme
approximatif avec la Proposition 3.1.
Proposition 3.1 Pour tout T > 0, le systéme
0 + div, (Eu) + 0, (Ew) = 0,

O(&u) + div, (Eu @ u) + 0, (Euw) + V€ + rou + r&|ulu =

SEV AL,
N ) + 06V A%

2711V (E D (w) + 7202 (€0:0) + 1V + REV,
0.6 =0

admet une solution faible avec des données initiales appropriées. En particulier, la solution faible
(&, u,w) satisfait l'inégalité d’énergie (3.45) et la BD-entropie (3.46).

3.2.2 Passage aux limites quand n — 0.

Dans cette sous-section, nous passons aux limites quand n — 0 avec 4, &, ro étant fixés.
Nous notons par (&, u,, wy) la solution faible a ce niveau.
A partir de la Proposition 3.1, nous avons les régularités suivantes :

V&t € X0, T3 (LX())%), /& Daluy) € LA(0,T: (LA(Q))>2), \/&,0:u, € L0, T: (L*(2)?),
Vay /&y € L2(0,T; (L(Q))%), V&, € L=(0,T; H(Q)), V&, € L*(0,T; HY(Q)),

Vg, € L2(0,T: (L2(Q))%), &y € L3O, T5 (L)), (/& Vauy € LX(0,T: (L*(2))>),

& Ing, —& +1€L>0,T; L), —rglng, € L=(0,T; LY(Q)),

ngy ™ € L0, T LNQ), ViV, ™ € L2(0,T5(LA(Q)%), 4/&daw, € L2(0,T5 LX(Q)),

Vi€ € L0, T5 HA(Q), VAV.E € L0, T: (L'(2))%),

Ainsi, nous avons des estimations similaires comme dans le Lemme 3.2 uniforme avec 7. 4%
De plus, nous en déduisons une compacité similaire pour (&, u,, w,) comme suit :
& — V&, fortement dans L*([0, T]; H*()),
&, — &, fortement dans C([0,T]; H*(2)), &, — &, dans L*(0,T; H%(Q)),
u, — u, dans L*(0,T; L?), &u, — &u, dans L2(0,T; (L*(Q))%),
(3.49)

&gy — Eu, fortement dans L?(0,T; (LP(2))?), pour V 1 < p < 3,
\/gun — V/€u, fortement dans L*(0,T; (L*())?),
\/g — V€, dans L*(0,T; H*(Q)).
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Done, a ce niveau d’approximation, nous nous concentrons uniquement sur la convergence de la
) )
pression a froid nV¢&;- 10 Nous énoncons ici le Lemme 3.3.

Lemme 3.3 Pour &, défini comme dans la Proposition 3.1, on a :

T
n/ / {;10d:vdzdt — 0, quand n — 0.
0 Jo

Preuve du Lemme 3.3 : La preuve est inspirée par A. F. VASSEUR et C. YU dans [46].
A partir de la BD-entropie (3.46), on a :

sup ess/ [ —2v17r9(Ing,)_|dzdz < +00 = supess/ [— (Ing&,)-]dzdz < C(rg) < +oo.
Q Q

elo.1] up cs
Or
) =~ 1) = () = (s (1)) = (0 (1)
h Supess/ (m(i)) dudz < C(ro) < +oo. (3.50)
o) Ja \ g

1
Notez que la fonction (ln (f)) , ¥y € Ry est convexe.
+

Ainsi, en combinant la propriété de la fonction convexe et le Lemme de Fatou, nous obtenons :

1 o 1
/Q (ln (E))ermdz < . h{?n_)l(l)rlf(ln (g))erxdz 550
< 1i£]nj51f . (ln (;))era:dz .
n

1

ce qui implique que (111 (g» est borné dans L>(0,T; L'(f2)).
+

Cela nous permet donc de déduire que :

{z € Q,: &(t,x) =0} =0, pour presque tout ¢t € [0, 77, (3.52)

ou |A| désigne la mesure de 'ensemble A.
En raison de &, — &, fortement dans C([0,T7; H®(Q)), alors & — & pp..
Alors les limites ci-dessus et (3.52) nous permettent de déduire que :

7757]_10 — 0 p.p. quand n — 0. (3.53)
Gréce a l'inégalité de Poincaré, nous obtenons :
1m0, @) = VA& lzomsz@) < ClviVesy *lizorz@)2)- (3.54)

Par ailleurs, I'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg (voir Lemme 1.2) nous founit :
4 1
167l o) < ClIVE; ooy 1€r 1 - (3.55)

1
De plus, comme V&0 = 26,°V,6,° et [1€,° || 12(0) = Hf;lOHIZ/l(Q) avec l'inégalité de Holder nous
avons :

IV2&, 20y < 201€° 2@ Va8 Ny = 206 710y I Vo N2 (3.56)

Par (3.48), nous rappelons que \/ﬁvgch;5 € L*(0,T; (L*(Q)?), alors en combinant (3.54), (3.55) et
(3.56), nous obtenons 77577_10 c LY0,T; L*(Q)).
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Nous rappelons également par (3.48) que 7]57]_10 € L>(0,T; L' ().
Ainsi, en utilisant I'inégalité d’interpolation (1.13) du Théoréme 1.29, on a :
~10 —103 —10)3
Enfin, en combinant (3.53), (3.57) et le Lemme 1.1, nous concluons que :
1757710 — 0, fortement dans L*(0,7; L'(£2)).1

Ainsi, avec les résultats de compacité (3.49), nous pouvons passer aux limites quand 1 — 0
dans (3.47) et nous obtenons que :

0¢& + div,(§u) 4+ 0, (§w) = 0,

Or(Eu) + divy(§u @ u) + 0, (§uw) + V€ + rou + ré|uju 3.58)
3.58
= 21 div, (EDy(u)) + 720, (£0:u) + KEV, (Af}f) + 0EV,ABE,

0.£=0

est valable au sens des distributions sur |0, T'[x (.
Grace a la semi-continuité inférieure et a la convexité, nous pouvons obtenir I'inégalité d’énergie
et la BD-entropie suivante en passant aux limites dans (3.45) et (3.46) quand n — 0 :

1 5
supess/ (Gl +EmE — €+ 1+ KV VEP + S|V A2 ) dudz
t€lo, 7] /2

T T
—H"o/ / \U\dedzdt—i-r/ /§|u\3dxdzdt
0 Jo 0o Jo

; ., (3.59)
+/ /2?1§|Da,(u)|2dxdzdt+/ /ﬁ2§|82u|2dwdzdt
0o Jo 0o Jo
1 )
< [ (Geoluol + (6olngo — &+ 1)+ KV /&l + 5 VoA ) dad:
et 1
sup ess/ <f§]u+ 201V, In¢|? — 2?17’0(1n§),>d:1:dz
t€]o, 7| /2 2
T T
+8v1/ / ]VI\/anxdzdt—l—r/ /g\u\3dxdzdt
0 JQ 0 JQ
T T
Jr?g/ /§|E)zu|2d1:dzdt+/<ﬂ1/ /§|Viln§|2dmdzdt
0 Q 0 Q (360)

T T
479 / / |u2dadzdt + 267, / / |A3¢Pdadzdt
0 Q 0 Q
T T
+om, / / €| Ay (u)[2dwd=dt + 27, / / €10, w|2dzdzdt
0 Q 0 Q

< / (goyu0|2 + 1202 |V /&o|? + 201m9(In &) 4 — 2017 In go)dxdz + Ey+ C.
Q

Nous obtenons ainsi 'existence de la solution faible (£, u,w) & ce niveau d’approximation donné
par la Proposition 3.2.

Proposition 3.2 Pour tout T > 0, le systéme (3.58) admet une solution faible avec des données
initiales appropriées. En particulier, la solution faible (&, u,w) satisfait l'inégalité d’énergie (3.59)
et la BD-entropie (3.60).
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3.3 Passage aux limites quand k,d,ry — 0.

A ce niveau, la solution faible (&, u, w) satisfait I'inégalité d’énergie (3.59) et la BD-entropie
(3.60). Nous avons, donc les régularités suivantes :

\/ &6,k,m0 Us kim0 € L>(0,T; (LQ(Q))2)> gé,n,roDm(ué,mro) € L2(07 T; (LQ(Q))QXQ)a

V& rraOtisrg € L0, T3 (L3 (D)%), Var/E ey € LZ(0, T3 (L()?),

V5 me € L0, T; H(Q)) N L2(0, T; HS(Q)), /Toussr, € L2(0,T; (LA(Q))?),

& wmatisnrn € L30T (L)), /& mm Vattsnr € L2(0,T; (L2(02)*2), (3:61)
.o M & pomg — Eoro + 1 € L2(0,T; LHRQ)),

—roIn & € L0, T; L1 (Q ,/@;moa Ws o € L*(0,T; L*()),
VE\/Es.mmo € L2(0,T; H*(Q)), fvwgmo e L0, T; (L4(2))?).

Ensuite, nous allons procéder aux arguments de compacité en une seule étape.

3.3.1 Convergence de /&5 r,-

Lemme 3.4 Pour &, satisfaisant la proposition 5.2, on a :

m est borné dans L>(0,T; Hl(Q))}
atm est borné dans LQ(O,T; H*l(Q)),

Alors, quitte a extraire une sous-suite, la suite \/&sr, cOnverge presque partout et converge
fortement dans L*(0,T; L*(2)), ce qui signifie

Esmre — VE, p.p. et fortement dans L*(0,T; L*(2)).
De plus, on a :
Esmro — &, pop- et fortement dans C([0,T]; LP(Q)), pour tout p € [1;3].

Preuve du Lemme 3.4 :

Ona: (&l = [ Iehmrnldeds = [ |gsnrldeds = [ ll10)

A Taide de I’équation de conservation de la masse 9;¢ + div,(€u) + 0.(£w) = 0, en intégrant sur
2, puis sur [0, ¢], nous avons :

¢ ¢ ¢
/ /asfg,ﬁ,rodxdzder/ /divx(fgﬁmu(;,,ﬁ,ro)dxdzds+/ /82(55,H,T0w57,17m)dxdzd5:0.
0 JQ 0 JOQ 0 JQ

Comme :

t
/ /&faﬁmodxdzds = Gé“(;modsdxdz_/gémo — &5 nro(0)dwdz
0 Jo

= fﬁémro dxdz—/é.é’&’ro(o)dde,

/divx(&in,rou&n,ro)dxdz /f&,ﬂ,rodivx(u&n,ro)dzdz+/ Ug, k1o ‘vxfé,n,rodxdz
Q Q Q

= _Kluﬁ,n,ro : vmf&n,rodxdz =+ /Q UG, k,ro * vzé&,m,rodxdz =0
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et
h
/ 8Z(£5,H,T0w6,H,T0)dxdz - / 55,}@,1"0 / az(wé,ﬁ,ro)dde
Q Qyp 0
= / oo Ws e (h) — Ws 4oy (0)dzdz = 0, car w(h) =w(0) =0

x

alors en remplagant, nous obtenons / Es o (H)dadz = / &m0 (0)dzdz, c'est-a-dire
Q Q

16500l 21 @) = l€0llLr () Ainsi, [[\/EmrollF2() = [1€0llzr@)-
De plus, comme V1/&s .y € L(0,T; (L*(Q))?), nous avons y/&s .., € L(0,T; H(2)).

Ensuite, un calcul direct nous donne

o, /56 _ 9eEs,m,ro _ _diva? (557577”0”5,&%) +0; (55,5,7”01”5757%)
o 2 V 5(5,5,7"0 2 V4 55,5,7"0
1

. — 1
= _5 gé,n,rodlvm(ué,n,ro) — Ug,k,ro V:E gé,ﬁ,ro - 5\/ g&,g,roazw&m,ro (362)
1 ) . 1
= ) féﬂfodlvﬂﬁ (U&&To) - dlvz( \/ fé,n,roué,ﬁ,ro) 9V ffifiwoazw&mm

ce qui nous fournit en utilisant (3.61) 9yy/&s e € L*(0,T; HH(2)).
En utilisant le Lemme 1.3, nous avons, quand 4, k, 79 — 0,

Es.mry — VE, fortement dans L2(0,T; L*()) et alors /&5 pry — VE D-D--
En utilisant le théoréme d’injection de Sobolev, nous obtenons que y/&s ., € L*(0,T; L5(9)),
alors

Es.mr € L7°(0,T; LP(Q)).

Puisque /&5 xroUsrre € LZ(0,T L2(0))? , nous déduisons
FLAZYA(] sKT0
557&7"0“57577"0 \/ 55,*@,% \/ g&ﬁymu&ﬁﬂ“o €L (07 T (L% (Q))z)a (3'63)

Aive (& pmotisnrg) € L0, T; WH2 ().

ce qui nous donne

Ceci combiné avec /&5 .ry0-Ws x.r, €t I'équation de continuité (3.58),, nous fournit

Osme € L2(0,T; W 13(Q)).

De plus, nous avons :

vxfé,m,ro = 2\/56,&,7‘0 vx \/fé,m,ro € LOO(Oa T; (L% (Q))Q) (364)
Donc &5 ., est borné dans L>(0,7"; Wl’%(ﬂ)) En utilisant le Lemme 1.3 nous obtenons :
&mro — &, fortement dans C([0,T]; LP(Q2)), pour tout p € [1;3]. (3.65)

Et par conséquent, nous avons
56,;@,7‘0 — 57 b-p.,

quand 0, k, 79 — 0.
Ainsi, la preuve de ce lemme est complétée. B
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3.3.2 Convergence du moment.
Lemme 3.5 Quitte a extraire une sous-suite, le moment ms . ro = &5 proUsk,ro Satisfait
Mg pry — M, fortement dans L*(0,T; (L4(Q))?), pour tout q € [1;1,5].
et
Mskrog —> M, p.p. pour (x,t) € 2x]0,T7].

En particulier, on peut définir u(t, x, z) = m(t,z,z)/&(t,x) en dehors de l'ensemble {x/{(t, x) = 0}.
On obtient alors :

Esmrollsmry — Eu, fortement dans L*(0,T; (LY(2))?), pour tout q € [1;1,5[.
Preuve du Lemme 3.5 : Par (3.61), nous déduisons que :

Vx(fé,ﬂmoué,ﬂ,ro) = Vs k0 @ Usk,ro + 66,00 VU6 5,70

(3.66)
= 2v$\/£5,f€,7"0 ® \/55,&1”()“57%77“0 + \/ 55,5,7"0 \/ 55,'@7’0V€Eu5,ﬁ,7’0 € L2<07 T (Ll(Q))2X2>7
0 (Esmrotsmre) =/ omro\/ GomroDetsmrg € L2(0,T5 (L5 (92))?)
ce qui en plus avec (3.63) nous donnent que
Es ooy € L2(0,T; (WH(Q))?).

De plus, comme

at (gé,&ﬂ‘ou&,ﬂﬂ'o) - ledivm (56,&,7"0 Dx (Ué,m,ro)) + anz (gé,n,roazué,n,ro)

A:r \ K,T :
+K€57H7Tovw(ﬂ) + 5557H7TOVIA2£5,H,TO —div, (55,&1”0“57%77“0 ® u(;,ﬁﬂ’o) (367)

\/ 55,;@,1"0

_az (5(57n7r0u5,/€,r0w5,/€,r0) - me&ﬁmg + roUs,k,rg — Tg&,n,ro‘ué,m,ro |u5,/$,7"07
nous pouvons montrer que
O(Es.pmoUb.mmy) €St borné dans L*(0,T; (H~%(£2))?), pour une certaine constante s > 0.
En fait en utilisant (3.61), nous en déduisons que :

gé,n,rou&fc,ro X U§ k,ro € Loo(07 T7 (Ll (Q))2X2)7 gﬁ,ﬁ,roué,n,row&ﬁ,ro S L2 (07 T7 (Ll (Q))Q)v

()%), Esro D (usnre) € L2(0, T35 (L2 (2))**?).
En utilisant les injections de Sobolev, nous avons :

divx(gé,n,rou&m,ro & u&,n,ro) € LOO(OyT7 <W7272(Q))2)7 az(gé,m,roué,n,rowé,n,ro) S L2(07T; (Wﬁ2y2(Q))2)a

N

3
2

fé,l{,roazu&n’ro S LQ(O, T, (L

0: (85 0,00 02ts m.r0) € L0, T; (W32(2))%), diva (&5 D (Us.0.0)) € L*(0, T (W2%(€2))).
Puisque V&5, € L0, T; H*(Q)) N L2(0, T; HS(Q)) et /k\/Espro € L2(0,T; H(2)) on a :
05,0 Va A2 s my € L?(0,T; (W™22(Q))%)

et

K& o Va (Aw\é\/%ﬁ) = ks xmo Va ( \/fé,ﬁ,rfoﬁzn\)/&,n,ro )

_ /iftgﬁ’m [Vx (\/&6,/{,7’0 Aac \/f&,m,ro) + \/6(57/{/77‘0 Ax \/557,€770Vx( 1

v (\/&- 55,5,&0 \/g ) 5{5,5,7“0 )}
z KT T KT V:z: KT
1) 56;77“0 8,K,T0 _ \/56,.‘1,7'0 Az \/56,5,7"0 (ggﬁjro 0 )}

= 6V (\/ om0 D[ € mo) — 2680 /Esnrg Var[Es o € L0, T3 (W2(2))?).

Par conséquent, nous obtenons que

= Kfé,n,ro [
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Ot (&5,10,r0 Us im0 ) €St borné dans LQ(O7 T, (H_5(Q))2).

Ainsi, en utilisant le Lemme 1.3 et le Lemme 3.4, nous complétons la preuve du Lemme 3.5. B
Avec le Lemme 3.4 et le Lemme 3.5 en main, comme & la preuve du Lemme 2.5, nous déduisons
que :

/s mroUsmro — VEu fortement dans L2(0,T; (L*(Q))?) quand &, d, 79 — 0. (3.68)

3.3.3 Convergence des termes 1t ,, divy (55,H’T0Dx(u(;,,€,ro)),
55,/@,7‘0va255,&,¢0 et "Qfé,n,rovx (Ax\/§5,n,ro/\/§6,ﬁ,ro>~

Pour toute fonction test o € (C*(]0,T[;2))?, nous avons :

T
7"0/0 /QU(S»&TO -(pdxdzdt S \/%H\/77)“5,&#0”LQ(O,T;(LQ(Q))Q)||80HL2(0,T;(L2(Q))2) —_— ()7

quand ro — 0, car par (3.61) \/Tous ., € L*(0,T; (L*(2))?).
Concernant le terme de diffusion divy (s x o D (s k.0 )), €n utilisant (2.64), nous savons que :

T
/ / divy (&5 .00 Da (Us .m0 )) + pdadzdt
0o Ja

1 T
= 5 /0 7/9 (5{5@,7@“&&#0 : Aw@ + 2V$(,0 Vg \/ 5(5,/{,7"0 Y. g&,n,roué7n7ro>d$d2dt (369)
1 . t ¢
5 [ (Somrtssr - v (V1) + 2 00) - Vs, - fEsrns s ) dada

Grace & Vi /& € L([0,T]; (L*(2))?), nous obtenons que :

Esmry — Vi€ faiblement dans L*(0,T; (L*(Q))?), quand 6, &, 79 — 0,

ce qui combiné avec le Lemme 3.4, le Lemme 3.5 et (3.68), nous donne

/ / Esmrotisnm Do + 2V Vo€ /€ ot ) didzdt

2/ / & mroisimro - AV ([Vol!) + 2Vl - Var [Esmry - \/&TWUMTO)dxdzdt
%f/ / Cu-Npp+ 2V, -V, f-fu)dxdzdt

2/ / €u - divy ([Vag]!) + 2[Vae]' - Va/E - fu)da:dzdt

quand 9, K, 79 — 0. Ainsi,

(3.70)

T T
/ / divg (&5 k,r0 Do (Us kro ) - pdxdzdt — / / div,(§D,(u)) - pdxdzdt,
0 Q 0 Q

quand «,d,79 — 0.
Pour le terme quantique, en rappelant (3.61), nous obtenons :

//&sm Agj?) pdadzdt = —H/ /A\/&Lm o (Esmmp)dudzdt

= _25/0 /Q Ax \/56,%,7‘0 Vm \/55,&#() : dededt - K//O /Q Aw \/ é&,/ﬁ,ro \/ gé,n,rodivx@ddedt

< 2VE[IVEAG\/Es o 20,1020 [ Vo) E,mm0 || L2 07522 000)2) 1] o0 (0,13 (£% (02))2)
FVEIVEAL .m0l 2(0,7522(@)) 11/ E6.0.70 | 20,7522 () | diVa ol Lo (0,720 (2

— 0, quand k — 0.
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Finalement, nous prouvons la convergence du terme d’ordre supérieur f@mmvai{g,,{,m.
En utilisant I'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg (voir le Lemme 1.2), nous avons :

9 2
||vi§5,l-c,7"o ||L2(Q) < Cvafé,m,ro ”(1[112(9))26 Hf&,m,ro Hilii(Q)
Ainsi,
5 ¥ 6 2 5
6||vx§5,fiﬂ“o H (22(9))25 < 06||vx£5,ﬁ,7“0 ” (L2(2))26 ||£5,H,7“0 ”23(9)
r 5 % T 6 2 %
- /0 5”V1:§5,/€,T0H('L2(Q))25 dt < C/O 5||vz€5,n,ro||(L2(Q))26 Hf&,n’,roHL?’(ﬂ)dt
Toce 5 2 s [T \[ 6 2
= /0 [022 Vx§5,H,ToH(L2(Q))25 dt < CQS}%%{”&’H’TO HL3(Q)> /0 | 5vx€5ﬁ,ro”(L2(Q))26 dt
3 6 2
< CHé_éy’fﬂ’O Hioo(o,T;LB(Q)) H \/gvxgifiﬂ“o ”L2(07T;(L2(Q))26)
3 2
< C||§5,n,roHzoo(o,T;LS(Q))||\/5§5,H,roHLz(O,T;HG(Q)) < +00,

ce qui implique
9 22
0% Vol nre € L9 (0,T; (L)),

Pour toute fonction test ¢ € (C°([0,T];2))?, en intégrant par parties, nous écrivons :

T T
5 / / Esmra Va3 Esr - pdudzdt = —6 / / A2V, (€5 e ) ABEs e roddzdt
0 Q 0 Q
T
— =0 [ [ D2Tubonns 0+ nrodivep) Ad6o s drdd
0 Q

T T
— 5 / / A2(V s rre - D) A5 o ddzdt — § / / A2 (Esrodivag)A3Es, o dudzdt
0 Q 0 Q

Nous nous focalisons sur le terme le plus délicat :

T
‘5/ /Ai(Vm&s,n,m)Ai&s,m,rowdﬂcdzdt‘
0o Ja

3.71
< COT VOV tarrnllaoim s 19 Vo |3 o gy | €100 0702000 = 0 .
quand 6 — 0. Comme les arguments ci-dessus, on peut contrdler les autres termes de
T
0 /0 /Q Eb .m0 VN2 ry - pdadzdt.
Ainsi, on a :
5/OT/52§57H77"0V$A2§6,H,T0 - pdxdzdt — 0, quand § — 0.
En passant aux limites dans (3.58) quand 6 — 0, k — 0 et 79 — 0, nous déduisons que :
0 + divg (u) + 9. (§w) = 0,
Or(u) + divy (§u @ u) + 0. (§uw) + Vo€ + rélulu (372)

= 201div, (D, (u)) + 720, (£0,u),
0.£=0

est valable au sens des distributions sur |0, T'[x (.
Ainsi, nous avons complété la preuve du Théoreme 1.34. W
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3.3.4 Preuve du Théoréme 1.35.

Maintenant on considére la solution faible (£, u, w) du systéme (0.4).
A partir du Théoréeme 1.34, nous avons les régularités suivantes :

VE € L0, T HY(Q)), VEu € L¥(0,T; (L2(Q))?), &u € L*(0,T5 (LA(Q))?),
EVu, E[Vau)t € L2(0,T; W11(Q)2?), éw € L*(0,T; L*(Q)), (3.73)
VEo.w € L2(J0,T[; LA(Q)), VE€d.u € L*(0,T; (L*(Q))%).

Afin de prouver le Théoréme 1.35, nous rappelons que :

p(t,x,y) = (L, x)e™ et w(t, z,y) = v(t,z,y)e””

et nous présentons le Lemme 3.6.

z
Lemme 3.6 Par le changement de variable z =1 —¢e™ Y et — = e™ Y, on obtient les propriétés

dy
suvantes :
IVouliore@p = IVeuli=orwe@p.
9Pl oy = 1Veullmona o,
oVl 20z w-1a(@pzray) = 1€Vl L20mmw—11(0)22),
PV aul'll 2o 2w 1@y = VU | L2msv—11 @222,
IVv20yull ooy = VPRlVE:ullaoma@ye),
10upll 10 12y = Velllz= i@,
V5
Vol oy < 5 IVEl=orm @,
IVoulor@y < CIVElzor@),
1
||\//38yv||L2(0,T;L2(Q)) < C(H\/gazw“%Q(O,T;LQ(Q) + H\/ng%Q((LT;LZ(Q)) ’
ot
1 1—e H
a:m/o (1 —2)dz < 4o0.
Preuve du Lemme 3.6 : Par calcul direct, nous obtenons les résultats suivantes.
>
IVpullperyrz@yzy = supess |[Voull 22 = SHD O (/ ‘ﬁu|2dxdy)2
t€]0,T| telor[ /R
= supess /]\/gﬁuﬁdx(eydz))5 = sup ess (/ ]\/Eu|26_~”’eyclgvdz>5
telo, 1] N /9 telo,7[ *JQ
— supess ( / VEuldrdz)?
t€]0,T[ Q
= IVeul =@z
>

1

[ 1ulpat) = ([ [ 19l asayar)’
/ /|\fu|3e yeycla:clzahf)§

I/pull Lo,y Layyz) =

(
= (/ /|\/§Wu|3dx evdz) dt ’
(/ / \/udedzdt)

13/€u| L3071 (0))2) -
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T 1
Iyl oy = ([ [ Ivaoul dodydr)* / / [\/72pe1d,udadydr

or

avec

Donc

or

I
N

N / /|\/£e Ye2V Oy ul dxdydt)
= ﬁ /0 /Qe_y|\/582u|2da:(eydz)dt)é

T 1
— vl / / VED.udrdzdr)’
0 Q
VP2|IVEByull 20,112 (2)))-

X

OyPll 70007 7200m = supess( ||0,pll 120 ),
10,0102 = supess 18yl

)

0oy = [ 10uePdudy = [ 1ay(6c ) Pda(eriz)

/| e y\zeydxdz—/ |€|%e Ydrdz

— /0 _ydz/ ]£|2dx—/0 eydzh// €|2dadz

= [ a2l
= O‘Hf”LQ(Q
1 1—e H
ﬁ/o 1—2 h/ 1—Z /1dZ—/ZdZ)
1 221 2—h  2—(1—e ) 1+e—H
(=151 =

h o~ 2 T2

< +00.

2

10yl oo (0.7:12(00)) = V€l L 0,7:22(92))

T 1
HpvmuHLZ(O,T;(W*M(Q))?X?)) = (/0 ”vauH?W—l,l(@))ZxZ)dt>27

pVau, o
||pvqu(W—1,1(Q))2x2) = sup |< >|
PE(Wa ™ (£2))2x2), <p;£0||<10||(W1 < (()))2%2)
—y L
sup [(€e™"Vau, o) _ “up [(EVu, e V)|

wie @22, g0 1Pl i @yzey  pewie @)z, prollPl e @2

[(EVau, ¥)|

sup

wiee(@))2x2), o[ Ul w2z

avec 1 = e Y. Donc

1PV U”LZ(OT(W L1(Q))2x2)) = = EVaull 20,75 w—11(0))202)) -

» De méme que ci-dessus, on a :

Hp{vzu]tHLQ(O,T;(Wfl,l(Q))mQ)) = ||§[qu}t||L2(O7T;(W71,1(Q))2x2).
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» On a: [|\/oll om0y = StUI]%GTS[S Vol (g €t
€0,

H\/ﬁHip(Q) = ||\/ﬁ||iz(§z) + Hv\/ﬁuiz@) = H\/EH%Z(Q) + va\/ﬁHQLQ(Q) + ‘|ay\/ﬁ|’i2(§z)
:/Q|\fpy2dxdy+/(2|vz\fp|2dxdy+f 10, /52 dedy

:/pdxdy+/~‘2vw —i—/‘Q ‘dmdy
fe™)
/56 Ydx(eVdz) + /’2\/@‘61 (eYdz) + /’2 ‘dxeydz)
:/ﬂfdxdz+/ \2\/25567\ eydxdz+/ \2\[@7\ eVdadz

—/Q]\/EIdedz+/Q‘2\/g‘ dmdy—l—/ﬂ‘z\/g) dxdz
= Vel + [ IVavEldody+ 5 [ |VEPdsds

1
= IVElZ2 () + HVI\/EH%%Q) + *”\/EHQH(Q)
= [IVEll3n @ T ||f||L2(Q) < ”\/HHl(Q)jL H\[HHl(Q H[HHI ()

donc

\f
VPl om0y < 5 IV EIL= @z -

En plus,

T H

(VR /0 /O /Q /50, v dadydt — / / / 210, (we) [2dadydt
I
[
[

ploywe? + we? Pdrdydt

o
S
{oz\

T

ge V] YO,we? + weY|*dr(eVdz)dt

x

|0, w + weY|*drdzdt

x

S5

o
o

T rh
< // ¢[2(|0,w + |wev|? )]dxdzdt
0 0 Q.
T rh
< //§|aw12+gw dadzdt
0 (1- ) .
T
< 2/ // |\V/€0. w\dedzdt+ 2/ / /~ |V Ew|2drdzdt
0 (1—=h)2Jo Jo Ja,

< O(H\/@WHLZ(O,T;LZ(Q)"'H\/UJHLZ(O,T;B(Q))

et

T H T th
ooy = | [ [, Wovldedya= [*[7 [ ceuerdaerazya
T th T h 1

cw?edrdzdt = Ew? dxdzdt
2
o Jo Ja, o Jo Ja, (1-=2)
1 T rh 9

—_— dxdzdt
(1—h)2/0 /0 /QT]\/EM xdz

o \/gw”%Q(O,T;LZ(Q))'

IN

Donc la preuve du Lemme 3.6 est achevée. B
Avec les estimations du Lemme 3.6 en main, le Théoréeme 1.35 est prouvé. B
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Remarque 3.1 Comme mentionné dans I'Introduction générale, le terme d’amortissement 7&|u|u
peut étre retiré de (1.16). C’est-a-dire que nous pouvons prouver 'existence de solutions faibles du
systeme suivant :

Oyp + div(pu) + 0y(pv) = 0,
Ot(pu) + divy(pu @ u) 4+ Oy (puv) + V4 P(p) = 2div,(v1Dy(u)) + 0y (120,u), (3.74)
8, P(p) = —gp, P(p) = ’p.

Pour cela, il suffit d’ajouter le terme 71&|u|?u au systéme approximatif (2.1) que nous avons
construit dans le Chapitre 2. C’est-a-dire :

€ + diVm(fa) = eA€,

O (€u) + divy (bu @ u) + 0. (Euw) + Vo€ + rou + ré|ulu + riélul*u
FuA*u + eV € - Vou = 201dive (€D, (1)) + 120, (£0.u) (3.75)

Am\/g 5
0EV AL,
¢E)+’§ ¢

Va0 + ke VL (
0.¢ = 0.

En utilisant les mémes calculs que dans la preuve du Théoréme 1.35 et en prenant les cing niveaux
limites quand €, i, 1, 4, r — 0, on obtient l'existence globale de solutions faibles du systeme
suivant :

até- + divm (fﬂ) = EAZE,
Or(€u) + divy (éu @ u) + 0. (Euw) 4 Vo€ + rou + r1€|ul*u

A, \/g) (3.76)
\/g )

= 21 dive (€D, () + 7202 (€0:u) + KEV, (
9.€ = 0.

AI\/E
Ve

) peuvent assurer que ’approximation de la vitesse

Maintenant, on garde les termes rou, m&|ul*u et mgvz( ) dans le systeme 3.76. Il est &

A
noter que les termes r1&|ul?u et ngvz( evVE

v = ¢(€)u soit borné dans L(0,T, (H'(R2))?) (voir le Lemme 2.1 du travail de VASSEUR et YU
dans [45]), ot ¢(&) = dm(&)Pr(§), et dm et ¢k sont deux fonctions de troncature C* définies
comme suit :

1 1
om(§) =1, pour tout £ > —, ¢, (§) =0, pour tout £ < —
m 2m
et
oK (&) =1, pour tout £ < K, ¢x(&) =0, pour tout £ > 2K,

2
ici m, K > 0 sont des nombres réels quelconques, et |¢], | < 2m, |¢%| < —.

Pour faire les autres limites g, 71, k£ — 0, il est nécessaire d’obtenir une estimation de type
MELLET-VASSEUR (voir [45]). L'idée de la preuve de Iestimation de type MELLET-VASSEUR est
la suivante. Comme au Lemme 2.3 de VASSEUR et YU dans [45], pour tout ¢(t) € D(] — 1, +o0]),
on peut prouver que

- T/ " [ etz [ [ YO IRt
/0 /jcz W()S : Vo (¢ (v))dadzdt + /0 /Q »(t)810: (U, (v)) dwdzdt
:/0 /Qfocpn(vo)w(())dxdzdt,
o AuVE
VE
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F = 2u¢/ (&)diveu + E2ugd' (€) 0w + ViEp(€) + Da(u) - Vi (€)E + roue(€)
+ri€lulPud(€) + kVEV (6 ApV/E + 2k6(E) Vv EALVE,

et ¢, est une fonction de troncature

n(w) = Gnlul),

ou ¢, est donné sur R, par

1
—_— sio<y<n
,, Y ’
Pnly) = - sin<y<C,
1+y
0, siy > Cy,

avec @, (0) =0, $,(0) =0, et C, = (1 +n)? — 1.

A la différence de VASSEUR et YU dans [45], nous avons le terme supplémentaire £2u¢’(€)d,w
dans F et le terme S1, mais ce sont de bons termes. En effet, de I’énergie de base et de la BD-entropie,
on a :

VED,(u) € L*(0,T; (L*(Q))>%), VE€0.u € L*(0,T; (L*())?),
VEV.(u) € L¥(0,T; (L3(Q)*?), Véd.w e L*(0,T; L*(Q)).

Par conséquent, on peut manipuler le terme &> up(§)0,w d’une maniere similaire au terme
2ug(€)divyu dans les travaux de VASSEUR et YU dans [45] quand m — 400, k — 0, K — +oo.
On peut traiter S; de maniere similaire au premier terme {¢(£)D,(u) de S.

Ainsi, nous avons :

/ / O (1)epn(u)dudzdt

< 12([¢)]| e / Eoluol® + 1201 |V /& |* — 20170 In &o)dadz + Eo + C) (3.77)

0(0) [ Eogutun)drdz+ Clligll) [ [ 1+ F(ul)edrdzat,
Q 0 JQ

quand m — +o0, kK = 0, K — +00. Comme ce que VASSEUR et YU ont fait dans la partie 5
de [45], en laissant n — 400 dans (3.77) et en prenant

—_

sit <

| =
~
14

b(t) =

w\m ~ m\m
Sl
_l_
| ™

t—
13
E 2 =
>t

S
wn

=

~

_|_
pour tout petit € > 0, on peut prouver 'inégalité de type MELLET—VASSEUR.

Remarque 3.2 Indépendamment de ces travaux de F. WANG, C. Dou et Q. JIU que nous avons
explicité dans ce mémoire, signalons que XIN LU et Epriss S. Tit1' ont produit 'article [32]
dans lequel une approche différente et intéressante (voir [30]) a été utilisée pour construire des
solutions approchées réguliéres et prouver I'existence globale de solutions faibles des équations
primitives compressibles.

1. Department of Mathematics, Texas A&M University, College Station, TX 77843
(titi@math.tamu.edu), and Department of Computer Science and Applied Mathematics, The
Weizmann Institute of Science, Rehovot 76100, Israel (edriss.titi@weizmann.ac.il).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un article de FENGCHAO WANG, CHANGSHENG
Dou et QUANSEN Ji1U intitulé “Global existence of weak solutions to 3D compressible primitive
equations with degenerate viscosity”, publié dans Journal of Mathematical Physics en Février 2020.

Apres avoir défini les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, nous avons reformulé le
systeme original par le changement de variables proposé par T. NcoM et M. ERSOY et obtenu un
systeme intermédiaire pour lequel la densité ne dépend plus de la verticale, ce qui nous a permis
d’exprimer la vitesse verticale w en fonction de la densité £ et de la vitesse horizontale u selon
I’expression suivante :

 divg(§u(2)) Zdivw(ﬁﬂ)
e e

Ensuite, en perturbant ce systeme intermédiaire par des parametres artificiels positifs accom-

w(z) = pour £ > 0. (3.78)

pagnés de “bons termes” nous avons considéré un systeéme approximatif pour lequel nous avons
montré 'existence des solutions faibles globales par le biais de la méthode de Faedo-Galerkin.

Enfin, en estimant la BD-entropie que nous combinons avec I'inégalité d’énergie obtenue au
systéeme approximatif et d’autres estimations a priori, nous avons pu utiliser des arguments de
compacité pour passer aux limites et “dégager” nos termes avec parametres artificiels pas a pas
tout en gardant ’existence des solutions faibles a chaque étape.

Une fois que nous obtenons la solution faible au niveau du systéme intermédiaire le retour au
systeme original par le changement de variables est immédiat moyennant quelques calculs.

Ainsi, nous avons réussi a montrer I’existence globale des solutions faibles des équations primi-
tives compressibles 3D pour lesquelles P(p) = Ap.

Ce travail nous a ouvert quelques perspectives. D’une part, pour ¢ pouvant s’annuler nous
constatons qu’a priori 'expression (3.78) pose probléme. Nous pensons qu’il est possible de gérer
ce cas délicat toujours avec I'approximation de Faedo-Galerkin.

D’autre part, il serait mathématiquement intéressant d’étudier les équations primitives avec
une loi de pression de la forme :

P(p)=kp", ~v#1.
Dans ce cas, la densité ne peut plus s’écrire p(t, z,y) = £(t, x) exp ( - %y)
c
Néanmoins, par I’équation hydrostatique 0, P(p) = —gp elle prend la forme :

plt..9) = (ay+ Blt,2) 7T, o a = L7,

En posant p = exp(p”™'), nous pouvons écrire j(t,z,y) = e™YE(t, x).

Par ailleurs, il serait intéressant de construire via la méthode des éléments finis un schéma
numérique pour un tel modele et de comparer les résultats a ceux obtenus par un solveur pour les
équations completes de Navier-Stokes compressibles.
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ANNEXE A
ELEMENTS DE CALCUL TENSORIEL

Les équations aux dérivées partielles font un usage intensif des champs scalaires, vectoriels
et tensoriels. Ces outils mathématiques indispensables permettent non seulement d’établir des
résultats fondamentaux indépendamment du référentiel choisi, mais en outre, conferent aux formules
qui les expriment une concision remarquable.

Les scalaires, vecteurs et tenseurs ont en effet la propriété d’étre invariant lors d’un changement de
base. C’est ainsi que grace a ces quantités on peut écrire les équations de la mécanique de maniere
intrinseque c’est-a-dire indépendamment de la base choisie.

A.1 Convention de sommation d’Einstein

Chaque fois qu’un indice apparait deux fois dans le méme mondme, ce mondéme représente la

somme des N termes obtenus en donnant successivement a cet indice les valeurs 1;2;---; V.
N
Par exemple, a;b; est la notation compacte pour Z a;b; = a1by + -+ - + anby. L’indice répété sur

i=1
lequel on effectue la sommation est appelé indice muet. On peut lui substituer n’importe quel indice

pourvu qu’il differe des autres indices présents dans le mondéme. Un indice non muet est dit franc.
Ainsi, dans a;;b;, I'indice ¢ est franc et I'indice j est muet; on peut le remplacer par n’importe
quel autre indice excepté i. Cette convention de sommation est dite convention d’Einstein.

A.2 Produit contracté

Le produit contracté de deux vecteurs (appelé plus couramment produit scalaire) est un
scalaire :

N
s:a-b:Zaibi<—>s:a,~bi. (Al)

i=1

La norme euclidienne d’un vecteur a € RY est :

N
la| =va-a=,|Y d?«— |a] = \aa. (A-2)
=1

Le produit contracté d’un tenseur d’ordre deux A et d’un vecteur b est un vecteur, on peut post-
ou pré-multiplié par un vecteur. Le résultat n’est pas le méme & moins que A ne soit symétrique :

N
Ab:C(—>(Ab)l:ZAZ]b]:CZpOUI'Z:L7N(—>Azjb]:C“ (A3)

Jj=1

83



N
i=1
Retenons que b- A = A" - b ou encore A-b =b - A’
Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre deux est un tenseur d’ordre deux défini par :

Retenons que dans ce cas le produit contracté se comporte comme le produit matriciel.
En effet, pour A = (Alj)fvjiwl et B= (Aij)%fl ona:
M
(A-B)ij = > AiBij.
k=1

Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre deux est un scalaire :

N
ij=1
Soit n l'ordre du premier tenseur et m l'ordre du second (m = 1 pour un vecteur, m = 2 pour
un tenseur d’ordre deux...). Le résultat d’un produit simplement contracté est un tenseur d’ordre
n +m — 2 et le résultat d’un produit doublement contracté est un tenseur d’ordre n + m — 4.
Par exemple, le produit doublement contracté d'un tenseur d’ordre quatre et d’un tenseur d’ordre
deux est un tenseur d’ordre deux :

C=A:B+— Cij = Aijlekl- <A7)

Remarque A.1 Le produit doublement contracté entre un tenseur d’ordre deux antisymétrique
et un tenseur d’ordre deux symétrique donne toujours le tenseur nul.

A.3 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur d’ordre deux :
A=b®c+— Aij = biCj. (AS)
Concretement pour N = 3, on a :

b1€1 b162 b163
b®c=|byc; bacy bocs
b301 bgcg b363
Soit n 'ordre du premier tenseur et m l'ordre du second. Le résultat du produit tensoriel est un

tenseur d’ordre n + m.
Par exemple, le produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre deux est un tenseur d’ordre quatre :

A=BxC<+— Aijkl = Bij(]kl. (Ag)

A.4 Opérateurs différentiels classiques

On présente dans cette partie quelques opérateurs différentiels et leurs relations usuelles. Pour
les détails le lecteur peut se référer au Chapitre 1 dans [22]. Le symbole

0
0ufls) = 5ol). i=1LiviN,

désigne la dérivée partielle de f = f(y), y = (y1,- -+ ,yn), par rapport a la variable y; calculée

en un point y € RY. On est souvent amené & considérer des fonctions de type g = g(t,x) de
variable en temps t €]0,T[ et de coordonnées spatiales © = (21, ,2y) € Q € RY pour un
certain domaine (ouvert, connexe) © donné de frontiere 05.
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A.4.1 Gradient

Le gradient d’une fonction scalaire g = g(¢, ) par rapport a la variable x est le vecteur :

Le gradient d'une fonction vectorielle b = (by(t,z),--- ,bn(t, )" = (bs(t,z))Y, (on écrit aussi
(b); = b;(t,z)) par rapport a la variable x est le tenseur d’ordre deux :

Vb = (85,b5(t, )Y,y <— (Vab)ij = 0u,b;. (A.11)

A.4.2 Divergence

La divergence d’une fonction vectorielle b = (b;(t, z))Y., par rapport & z est le scalaire :

N
divyb =Y 0,,b; +— divyb = 0,,b;. (A.12)
i=1

La divergence d’'une fonction tensorielle B = (B;;(¢, Q:))f\;zl (on écrit aussi (B);; = B;;(t,z)) par
rapport a la variable x est le vecteur :

N
(divB); = (div,B); = > 8,,Byj(t, @) «— (diveB); = 9,, Byj. (A.13)

i=1

A.4.3 Laplacien

L’opérateur de Laplace standard communément appelé Laplacien et noté A est la composition
de l'opérateur divergence et de 'opérateur gradient dans cette ordre. Ainsi, on écrit : A, = div, V.
Le laplacien d’une fonction scalaire ¢(t, z) par rapport a x est le scalaire :

Ayg = Ayg(t,x) =div,V,g(t, ) 282 (t,x) +— Apg = 02,049 (A.14)
i=1
Le laplacien d’une fonction vectorielle b = (b;(t, z))~,, par rapport a z est le vecteur :

(Agb); = (Agb(t, z)); = (div,Vyb(t, z) (gjamlb] 7)) (Agb); = Du0uby. (A1)

=1

A.4.4 Quelques exemples en coordonnées cartésiennes

Soit f une fonction scalaire réguliere. En coordonnées cartésiennes pour N = 3 les composantes
d’un vecteur et celles d’un tenseur d’ordre deux sont respectivement notées :

a A A A
a=|az|; A=Ay Ay Ay
as Azr Az Asz

e Les opérateurs différentiels scalaires :

82f 82f 82f aal 8a2 8a3

Af = =d diva = —.
f= o % + 912 P wVf; iva . 0352 + D5
e Les opérateurs différentiels vectoriels :
of 0An  0Ay  0A3
— - -
%;v 88/3161 88/3132 852’3 divA.,
vi=| 2. aiva= 22 T8 LdivA,y |

oz oy 0o 0r3 .
of 0A13 . 0Aas3 . 0Asz3 divAs
O3 oy 0o Oxs
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620,1 82(11 82a1
dx3 013 013

Aa
2 2 2 !
Aa — 0 a22 n 0 a22 + 0 a22 _ A(IQ = divVa.
axl 8$2 ax3 A
Pas  0%as  0%as “
Ox? D3 03
e De type tensoriel :
Oay  Oaz  Oag
Ory Ory Oxy [val]t
Va — day  Oay Oas | _ (ch Vas Va3) s [Val' = | [Vay)'
Ory Oz9 Oxa t
day Ouy  Ous v
Org Ozg Oxs

A.5 Formules et relations usuelles

Soient f et g deux champs scalaires et a = (a;) et b = (b;) deux champs de vecteurs.
Alors, on a les relations suivantes :

V(fg) = 0v,(f9) = fOr,g + g0u, f = [Vg+ gV f;

div(fb) = 8y, (fb) = fOub; + bi0y f = fdivb+b - V f;

div(a X b) = 8957 (aibj) = b]@rz.ai + aiamibj = bdiva 4+ a - Vb;

V(fb) = 05 (fbj) = fOu,bj + b0, f = [V + V@ b;
V(b*) _ 1
V(|bl|) = = —Vb:b;
D=l = o)

la+b|* = la]” +2(a - b) + [b|* < 2(|al* + [b[*);
la = b|* = |al* — 2(a-b) + [b[*;

la—b|? < |a* + |b|?, pour a;,b; > 0.
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