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Résumé :

L’objectif de ce mémoire est de présenter un autre moyen d’obtenir les équations
de Saint-Venant-Exner en se basant sur les travaux de NGOM et ERSOY [12].
D’abord, on considere un couplage particule-fluide dont le mouvement des
particules est régi par I’équation de Vlasov incluant un terme de gravité et
I’évolution du fluide est gouverné par les équations de Navier-Stokes
compressibles avec un tenseur de viscosité anisotrope.

Ce couplage sera appelé le modele mélange.

Ensuite, on fait un développement asymptotique sur le modele mélange.

Puis on integre I’équation de Vlasov sans dimension afin d’obtenir les équations
de type Euler et par la suite on les additionne avec les équations de Navier-
Stokes compressibles sans dimension.

On obtient alors les équations de Navier-Stokes compressibles qui prend en
compte la densité des sédiments.

Le modele obtenu sera appelé le modele intermédiaire.

Et enfin, on fait une analyse asymptotique couche mince sur le modele intermé-
diaire afin d’obtenir notre modele asymptotique qu’on va par la suite intégrer
suivant la verticale tout en tenant compte de la faible profondeur du fleuve par
rapport a son étendu.

Alors, on obtient les équations de Saint-Venant couplées a une équation de
transport de sédiments.

Mots-clés : Equation de Vlasov, équations de Navier-Stokes, interaction fluide-
particules, Viscosité anisotrope, Saint-Venant-Exner, loi barotrope modifiée.



Introduction :

Tout fleuve a son propre lit. Mais il arrive que la population y jette ses
ordures, que les industries y déversent des produits chimiques comme les hydro-
carbures ou les PCB (polychlorophényles) ou que les affluents et I’atmosphére
y transportent des produits phytosanitaire/pesticides (herbicides, insecticides,
fongicides) contenus dans les engrais et utilisés dans I’agriculture créant ainsi
des sédiments.

Ainsi, les sédiments qui sont contaminés, affectent la qualité de 1’eau, sont
souvent source de maladies et viennent perturber 1’ecosysteme.

De plus, a long terme, le lit sous 'action de la sédimentation se déforme et
peut engendrer des problemes de navigabilité.

Par conséquent, il est d'un grand intérét d’avoir des modeles mathématiques
de sédimentation qui vont nous permettre de prédire et simuler I’évolution de
la morphologie du lit d’un cours d’eau au fil du temps.

A cet effet, de nombreux modeles mathématiques sont proposés.

Le plus souvent utilisé est celui appelé Saint-Venant-Exner.

Ce modele est composé des équations de Saint-Venant qui régissent la partie
hydrodynamique et d’une équation de transport modélisant la partie morpho-
dynamique, c’est a dire le mouvement du fond.

De ce fait les équations de Saint-Venant sont couplées a ’équation d’Exner par
le terme de topographie.

Les équations Saint-Venant sont données par :

Oth + div(q) = 0,

Owq + div <CF§Q> + V(gh2/2) = —ghVb

et I’équation d’Exner est donnée par :
b+ £div(gs(h. q)) =0, (2)

ou h désigne la hauteur de I'eau, ¢ = hu le débit d’eau, £ = 1/(1 —¥) la
porosité de la couche de sédiments et g, le flux de transport de sédiment qui est
une loi empirique donnée. Parmi ces lois (pour n’en citer que quelques-unes),
on trouve dans la littérature :

e l'équation de Grass [7],
e [’équation de Meyer-Peter et Muller [11].

Ce modele a été étudié numériquement, par exemple dans [14, 5] et
mathématiquement pour la version visqueuse, par exemple dans [15, 4] en
utilisant les résultats bien connus [13, 8, 1, 2, 3, 10].

Ce manuscrit étant un des travaux de NGOM et ERSOY [12], présente un
autre moyen d’obtenir les équations de Saint-Venant-Exner en utilisant une
autre approche.

Le document est organisé comme suit :

» dans le chapitre 1, on énonce les outils mathématiques utilisés,

» dans le chapitre 2, on fait le mélange entre ’équation de Vlasov avec un
terme de gravité et les équations de Navier-Stokes compressibles anisotropes,
» dans le chapitre 3, on fait un développement asymptotique sur le modele
mélange.



Du coup, on part de Vlasov aux équations d’Euler compressibles puis on fait
la somme entre ces équations et les équations de Navier-Stokes compressibles
pour obtenir notre modele intermédiaire.

Apres cela, on fait une analyse asymptotique couche mince sur le modele
intermédiaire pour aboutir a notre modele asymptotique.

Et par la suite, on integre suivant la verticale le modeéle asymptotique tout
en tenant compte de la faible profondeur du fleuve par rapport a son étendu.
On obtient ainsi les équations de Saint-Venant couplées a une équation de
transport.



Chapitre 1
I Préliminaires et notions de bases

I.1 Rappels de quelques opérateurs différentiels

Soit un domaine Q C R% d > 1, de frontiére 9Q réguliere. On considére les
fonctions v : Q — R et w : Q — R? régulicre avec w(x) = (w(x), ..., wq(x))
pour X = (71, ..., 24) € R%. On définit les opérateurs différentiels suivants :

1. Opérateur nabla (V) :
ov ov d ,
o Vu=|—-—,..,=— | € R" est le gradient de v (un vecteur).

8x1 T 8[Ed
Ow, - Own

Ow: 81‘1 o 8xd

o Vw = ( Z) = : : est la matrice jacobienne

0% rcijzd | oy wa

81'1 o 8l‘d
de w.
4 ow

) — e d
° (w V)W = z;wl 9z, € R” est un vecteur.
1=

2. Divergence :

o div(w) =V -w= Z

e Si M= M d ésigne une matrice de taille d x d définie pour x dans
d 8M1] aMdj
1 Oz;

Q, alors div(M ( ) € R? est un vecteur

(dw(M))

7

Z pour1<2<d
8%

3. Laplacien vectoriel :

4 9w

Aw = div(Vw) =3 =
= Ox;

est un vecteur.

I.2 Les espaces de Lebesque I”, 1 <p <

Définition I.1 Soit Q Cc RY, N e N*.
1. On note LP (Q), 1 < p < o0, lespace vectoriel des classes d’équivalence des
fonctions f mesurables presque partout, définie par :

/Q|f(x)|pd:v < 0.

Une norme dans LP est définie par :

B =

I fllzr) = (/Q|f|pdx) pour € LP(Q).



2. Lorsque p = oo, on définit [’espace L™ par :

L>*(Q) = {f mesurable : |f| < oo}
et la norme dans L™ est :
Iz ) = inf{C >0:|f| <C presque partout}.
Pour tout 1 < p < oo, LP(Q2) muni de sa norme correspondante est un espace

de Banach (espace vectoriel normé complet).

1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.2 On note D(Q)), le C — espace des fonctions définies de )
dans C indéfiniment différentiables a support compact inclus dans 2.

Définition 1.3 Soit v € L*(Q). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L? s7il existe des fonctions w; € L*(Q2) pouri € 1,..., N telles que :

/Q v(a:)gi (z) = — /Q wi(2)o(z)dz, Vo€ D(Q).

Chaque w; est appelée la i°™¢ dérivée partielle faible de v et notée

()
(9@ ’

Définition 1.4 On dit que v € L*(Q) est m fois dérivables au sens faible si
toutes ses dérivées partielles d’ordre m — 1 sont dérivables au sens faible.

Définition 1.5 Soit Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev H'(QY) est défini
par :

ov
’ 391:1

HY(Q) = {v e Q)i e {1, N}, e L?(Q)}

ol est la 1™ dérivée partielle faible de v.

Li
On munit H'(Q) du produit scalaire :

et de la norme :

lullon o) = (<u, u>> g

L’espace Hl(Q) muni de la norme correspondante est un espace de Hilbert.

Définition 1.6 L’espace de Sobolev Hy () est défini comme 'adhérence de
D(Q) dans H*(Q) et est caractérisé par :

Hy(Q) = {v € H'(Q)/v=0 sur 89}.
Muni du produit scalaire de H'(SY), Uespace Hy(SY) est un espace de Hilbert.

9



Définition 1.7 Soit m > 0. L’espace de Sobolev H™(Q2) est défini par :
H™(Q) = {v € I2(Q)Va: |a| <m, 9 e L2(Q)}

ot la dérivée 0%v est a prendre au sens faible.
Muni du produit scalaire :

(u,v) :/Q > 0%u(z)0v(x)dx

laj<m

et de la norme :

N[

ey = (.00 )

Uespace H™(S2) est un espace de Hilbert.

Définition 1.8 Pour tout entier m > 0 , l’espace de Sobolev W™P est défini
par :

Wm(Q) — {v € LP(Q)Na:|a| <m, 9 e LP(Q)}

ot la dérivée 0v est a prendre au sens faible .
Muni de la norme :

1
2
[lullwmo ) = ( > II(?“uII’Ep(Q)) :

|a|<m

Uespace W™P(Q) est un espace de Banach.

I.4 Formules de Green

Soient f de classe C? sur Q et ¢ de classe C' sur Q. Alors,

; , of
| Af@yg)de == [ Vi) Vo) + [ S(0)g(0)do
aof = " C o o . .\
avec ?(0) =V f(o)-7i(o) ou 7 est la normale unitaire sortante a la frontiere.
n

1.5 Quelques formules utiles
o V(f9) = 0u(fg) = fOug + g0u.f = fVg+ gV].
o div(fb) = 0u,(fb) = fOubi + bi0s, f = fdivh+b-Vf.
o div(a®@b) =0y, (aib;) = b;Ow,a; + a;0r,b; = bdiva + a - Vb.
o V(fb) = 0:,(fb;) = fOubj + b;0u f = FVb+ VDD,
o V([b]) = a, (bjb;) = 2b;00,b; = 2(0x, )b; = 2Vb - b.

V(IpP?) 1
- v(Ibl) = g‘b’ ) _ T

10



Chapitre 2
II Le modele mélange

II.1 Le modele mélange

L’évolution des particules en interaction avec un fluide est décrite par la
fonction de densité f(t,z,9) > 0 ol x € w C R?® désigne la position d'une
particule avec ¥ € R? sa vitesse cinétique.

Le domaine occupé par le mélange fluide/particule est donné par

Qy = {x e R (IL’l,l‘g) € [O,fl} X [0, £2] et 0 <23 < H(t,xl,xQ)}

et le domaine du fluide est donné par
Qt) = {x e R (le,x2> € {O, £1] X {O, £2} et b(t,xl,xg) <13 < H(t,xl,:vg)}.

H est 1’élévation totale de la surface libre et b la topographie induite par
le stockage des sédiments. La fonction de densité f satisfait ’équation de
Vlasov avec la gravité :

Ouf + divg (0f) + divg ((F+7) f) =rAaf. (3)

4
Désignant par M = ppgﬂag la masse d'une particule ou a est le rayon (supposé

constant, c¢’est-a-dire a = ag pour toutes les particules) et p, la densité de
masse d'une particule, la quantité M F est la force agissant sur une particule
et est proportionnelle a la force de trainée de Stokes, elle est donnée par :

F= 6?\5“@—19), (4)

ou u est la vitesse du fluide et p une viscosité caractéristique (supposée

constante) du fluide. La quantité » > 0 indique la vitesse de diffusion donnée
par la formule d’Einstein :

KT 6mrpa KT 9u (5)
r=— = —
M M M 2a2p,’
ou k est la constante de Boltzmann, T" > 0 est la température de la suspension
supposée étre une constante. Le terme rAy f décrit alors le mouvement brownien

t

des particules. La quantité ? est le vecteur de gravité (O, 0, —g) , également
L t

désigné par —g? avec K = (O, 0, 1) .

11
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Figure 1: Domaine (%)

D’autre part, le fluide est décrit par sa vitesse u(t, x) = (ul, Us, u3) (t, m) avec

T = (xly X2, :L'3>

€ Q(t) et sa densité p, (t,x) qui satisfont les équations de

Navier-Stokes compressibles suivantes :

Opw + div (,owu) =0, (6)
Oy (pwu) + div (pwu ® u) = divo (pw, u) + 3, (7)
P =P (pu: ps) (8)

ol a(pw, u) est le tenseur des contraintes totales :

—P(,Ow, ps)Is + 22 (p) : D(u) + A(p)div(u) 13

ou I3 représente la matrice d’identité. Le terme ¥(p) est la matrice anisotrope.
Elle prend en compte les sédiments et permet de controler la direction de
I’écoulement en jouant sur 'amplitude des viscosités ;.

Cette matrice est donnée par :

M1 pa Mo
()= w2
M3 H3 M3

et le tenseur des déformations est donné par :

Oyt (Beyin - 0eys) 3 (Onyr + )
;(axlw + 8m2u1> Oz, U2 ;(83631@ + &Egus)
;(amu?) + agc3ul) ;(axz uz + 82?3u2) 837311’3

12



Ensuite, en faisant le produit des éléments de X(p) et de D(u), le tenseur
visqueux Y(p) : D(u) est donné par :

1 (p) Oy ur M1ép) (3:52%1 + 8z1u2) NQQ(P) (acvgul + On, Us)
A BTV L I A R | B )
,u3(p) ((9:1:1 usg + axg,ul) ,ugép) (@cgus + 3x3U2) Ms(p)axgu3

La loi de pression est modifiée pour tenir compte de la densité des sédiments
et elle est donnée comme suit :
g hpw + ps)?

P(pw,ps) = [Tpf’ (10)

ol ps est la densité macroscopique des sédiments :

po= [ fai

et h = H — b est la hauteur du fluide.

Le dernier terme § de la partie droite de I'équation (7) est I'effet du mouvement
des particules sur le fluide obtenu en additionnant la contribution de toutes les
particules :

3:—/ Ffdz9+pw?:9—“ (19—u)fdz9+pw7. (11)
R3

2a2%p, Jr3

En remplacant r dans I’équation de vlasov par son expression, § et a(pw, u)
dans I’équation de Navier-Stokes par leurs expressions on aura :

ot + i (01) + i (57 (0~ 9) + 7)) = gl
O pw + div (pwu> =0,
O (pwu) + div (pwu ® u) + div (PI3) — 2div<z : D(u)) = div <)\(pw)div(u)13>
+232ﬂp o (19 — u)f dvy — gpw?,
p

or
div (PI3) — Pdiv (13) +13-VP = V(P)
et

div(Mdiv(u)s) = V(Mdiv(u)).

13



Enfin, le modele mélange est décrit par le systeme suivant :

Ouf + div, (Vf) +dwﬁ<<6ﬂ“j(ﬂ—ﬁ) +7) f) = ’j\fﬁjpmf,
p
O1pw + div (,owu) =0,

Oy (pwu) + div (pwu ® u) + VP — 2div (Z : D(u)) = V()\(pw)div(u)>

Iu —
+2a2pp o (19 — u)f Ay — gpw k

(12)
ou P est donné par (10). Le systeme (12) est alors doté des conditions aux
limites décrites dans la section suivante.

I1.2 Conditions aux Limites d’interface

Pour rappel, le domaine du fluide est défini comme suit :
{x e R (;1:1,:62) S {0, £1} X [0, £2] et b(t,xl,xg) <23 < H(t,xl,xQ)}

ou H représente I'élevation locale de I’'eau depuis la surface x3 = 0 jusqu’a la
surface libre et b désigne 1’élévation locale de la couche de sédiment depuis la
surface x3 = 0 jusqu’a x3 = b. Les conditions aux limites sont composées des
conditions de surface libre et des conditions au fond. Les conditions au fond
décrivent comment la couche de sédiment évolue i.e. comment les particules
entrantes ou sortantes augmentent ou diminuent 1’élevation de b.

Conditions de surface libre

Considérant que la viscosité de l'air est négligeable, nous imposons une
condition normale de continuité des contraintes sur la surface libre avec une
tension superficielle a U'interface air/fluide par :

o(u)ng = (ﬁﬁ(t, T)— po)ns en x3= H(t, ) (13)

ou [ est un coefficient capillaire et s est la courbure moyenne de la surface et
po la pression atmosphérique a la surface libre. Le vecteur n, est la normale
unitaire extérieure a la surface libre définie par

) o, H
ns = _8:52H
\/1 + |vx1,x2H’2 1

Les éléments de la condition a la surface libre sont donnés par :

o H (B — po) O, H
o(u)| —0,H | =| —(Br—po)0s,H |. (14)
1 (5’1 - po)

14



Et en détaillant plus (14), on obtient

POy, H — 20010, 10, H — Adiv(w) 0y H — 04y H jy (8@“1 + 0x1u2>

+ 2 (a:zg% + axﬂ%) = — <5ff - po) <8r1 H) )

POy H — 20010y u20,, H — Adiv(u)0,, H — m@le(@mul + &Elug)

+ 2 (aangQ + ax2u3> = - (5/‘6 - po) <3x2H> ;

—0y, Hpig <8x1u3 + 3x3U1> — Oy, Hpus (5@“3 + ax3u2> — P+ 2130, u3

+Adiv(u) = Bk — po.

(15)
D’ou, les conditions au niveau de la surface libre sont données par :
Uy
(p + ﬂ/{ - pO) vml,mgH - 2M1Dx1,z2 ( Us ) vazl,xgH
+14o ((913 ( “ ) + lemu;;) — Miv(u)Vy, . H =0,
“ (16)

2 6’% +p0 — M3 (axg ( Z; ) + vxl,x2u3> : vxl,xQH

+2430,,us3 + Adiv(u) = 0.

Remarque I1.1 Cette condition peut étre obtenue comme dans [15, 9], ou les
auteurs on introduit une fonction indicatrice ¢ qui montre que la hauteur de la
région humide est advectée par la vitesse du fluide u :

1 s1 z3€ [b(t,$1,$2),H(t,$17$2)]a
b = (17)

0 sinon.

En effet a partir des équations (6) et (17), on a

0,(pu®) + div <pwu¢> = 0. (18)

Ainsi, en intégrant cette fonction de b a 400 et de b a H suivant x5 et en faisant
la différence des deux résultats obtenus, on obtient la condition de surface libre.

Conditions au fond

On impose de maniére tres générale, une condition au fond qui s’écrit :
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<(U(u)nb> -Tb) ™ = R(u) en x3 = b(t, 1, x2).

Par exemple, le frottement

¢
) = (0. (0, ()

peut étre le frottement laminaire et/ou turbulent (voir [9]). Le vecteur normal

unitaire extérieur est donné par

. By, b

Oy, b
\/1+ |V:v17:v2b|2 —1

ou 7, est un vecteur unitaire du plan tangent a la surface x3 = b(t, 21, x2).
La condition au fond mobile peut aussi s’écrire comme suit :

ny =

o(w)ny — (U(u)nb : n,,> ny = K(u) en 3 = b(t, 11, 23),

Ainsi, o(u) est donné par :

—p+ 241 (p) Oz, u1 + Adiv(u) 41 (8I2u1 + 39511@) 1o (3:531&1 + 311U3)
141 (c’)mluQ + 812u1) —p+ 241 (p) Oz, o + Adiv(u) 72 (3131@ + 81211,3) ,
H3 (3ac1 us + 513%61) H3 (8x2u3 + am;;UQ) —p+2u3 (P) Oz us + Adiv(u)

et lorsqu’on multiplie o(u) par ny, on obtient :

(“)xlb( —p+2u (p)@mlul + )\dz’v(u)) + Op,biun (3w2u1 + ax1U2> — Lo ((“)xgul + Gmlug)

1
/1T+ [Vb[? Oz, by (3m1uQ + 3x2u1) + amb( —p+2u (p)@muQ + )\div(u)) — lo (6x3u2 + 3m2u3) )

O0x, buis (&Clu?, + (’“)w?,ul) + Op,bus ((9IQU3 + (“)mug) +p—2us3 (p)@wBug — Mdiv(u)

de méme en faisant le produit scalaire entre o(u)n;, et n,, on obtient :

2
(8:,3117) < —p+2u1(p) Oy ur + Adiv(u)) + <3zlb> <812b> 111 (O u1 + Oy usz)

1 _87;1 b/,l,g (6w3u1 + awl U3> + (auLz b) (a»n b) H1 (811 Uz + 8x2u1)
14+ |Vb|? , ’
+ <8x2 b) < —p+ 21 (p) Oz, U2 + Adiv(u)) — Oy, bpa (@cauz + O, U3)

=04, b3 (O, u3 + Opyur) — Oy btz (Onyuz + Opyuz) — p + 213(p) Opyus + Adiv(u)

16



et (a(u)nb . nb> ng est donné par :

o(u)ny - np0y, b

1
o(u)np - npOy,b

372
(1 + |Vb|2>
—o(u)ny - ny

Enfin les conditions au fond peuvent aussi s’écrire :

2
—H1 ((1 + |VI17l’2b|> 12 - vm,dfzbvm,mbt) 2D9E1,9€2 ( Z; > vl’hmb

+u2<<1 + |Vx1@2b|2) I — mebvm,mbﬁ <ax3 ( Z; ) + Vzl,mu?))

_,u3<<813 ( Z; ) + vm,mu?)) : vm,mb) le,mb + 2u3ax3u3vff1:l"2b

ﬁl(u)
= (14 Ve, mbl?) ,
ﬁg(u)

[N

u
_:U’3|V:v17$2b|2 <aw3 ( u; ) + V$17x2U3> ' V$17$2b + 2M3|V$1,I2b|2&v3u3

+/'L2 (amg, < Z; ) + vx1,2¢2u3> : vml,xgb — M1 (le,xz ( Z; ) vw1,$2b> : Vxl,xgb

= (14 Varnab)* Ro(w).

(19)

Nous complétons les conditions au fond par une équation de continuité de la

vitesse a l'interface entre la partie solide et la région fluide. Cette équation
s’écrit, :

w- Ny = Up - Nyp. (20)

b+ /1 + ‘vthb’Qu ‘ny =95 en r3= b(ta 331,.1132) (21)

ou S — /14 |V 2,b%u - ny régit la variation de b comme le formalisme décrit

ci-dessus pour les particules sortantes et entrantes.

On pose

17



CHAPITRE 3

IIT Modélisation

Dans ce chapitre, on part du modele mélange pour obtenir le modele intermé-
diaire via une modélisation.

Ensuite, on part du modele intermédiaire pour obtenir le modele asymptotique
en faisant une deuxieme modélisation.

Et enfin, on integre suivant la verticale tout en tenant compte de la faible
profondeur du fleuve par rapport a son étendu. Ainsi, on obtient les équations
de Saint-Venant couplées a une équation de transport de sédiments.

III.1 Obtention du modele intermédiaire a partir du
modele mélange

Dans cette partie, on va introduire des variables sans dimensions dans le
modele mélange (12) afin de ’écrire sous forme adimensionnelle.
Par la suite, en introduisant un nombre sans dimension, qui est le rapport de
temps de relaxation par un temps caractéristique, supposé petit, on fait une
analyse asymptotique sur le modele mélange sans dimension.
Apres cela, en intégrant I’équation de Vlasov sans dimension, on obtient les
équations de type Euler compressibles.
Et enfin, on les additionne avec celles de Navier-Stokes compressibles afin
d’obtenir notre modele intermédiaire.

Adimensionnalisation

On introduit un petit parametre ¢ = — ou 7 est le temps de relaxation qui

doit étre comparé a un temps caractéristique €. Le temps de relaxation est
donné par
M 2ad°p,

T = —=
67 pa 9u

(22)

Il correspond au temps terminal de stokes, i.e. le temps a partir duquel une
particule en chute atteint une accélération constante. On introduit également
une longueur caractéristique £ et une vitesse caractéristique du fluide i telles

que i = T On définit alors une fluctuation de la vitesse thermique

KT
Vo ===
M
que 'on compare a $l.
On introduit les variables sans dimensions :
.t T 9 U
t=—, == V=—, u=—4

‘3: Ea \/57 \/@7 p:ma p:;fa

() = 0 3 =2 et f(0.2.9) = py VB AT £, VB).

Avec ces variables sans dimensions, on a :
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1 1 .
Ohf = =—=0:f, 9Pw = Pr9Pw,
TV

1 1
Oipw = =P 0w, Oipuw) = =V0py,

T
dive(0f) = fdive(0) + 0 - Vof =0V, f = \/59 : pf\l/ggvif,

KT9u o 1 L1 1
Troa Avf=—=—=8;(f) ==
M2a?py o ,Of\/g3 79( )

dwﬁ((%‘“(u )+ g)f) _ \}gdw@(ag(a ) — gz‘é) pflﬂgf),

\;gwl\/ggdiw( - gfk) = —%Wl\@sdwﬁgg)’
div(pwu) = ;ﬂpfd’iv(ﬁwﬁ)y
VP = 4psV:P,

div (pwu ® u) = ;pﬂdiv (ﬁwﬂ ® 71)7

Vo

V(/\div(u)) =

Vi (Adivs (1)),

dw<z : D(u)) = gudz‘vf <ij : D(ﬂ)>,

9u ~ 9 = N\ 7
V= p)f o =~ [ (- i) f .
2a2pp R3( ’u)f QGQPpr\/@ ]R3( 'u)f
Ainsi, le systeme (12) s’écrit :

1, - VO - 1 . (Vo, . =\ 1
S0 + -5 0 Vaf + \/gdz%(T(u —9)f - gfk> = A,

;:&?ﬁw + \fdw (pui) =0,
\/prag(ﬁwﬂ) + ngdwi (Pt ® ) —

Vo
£2

I =\ F a3 .7
Qazpppfﬁ/w (9 — ) f dd — prgpuk.

(MW (£:D(@)) + Vs (Adz’vﬂﬂ))) + p0LV 3P

(23)

(24)

(25)

Apres cela, on écrit les nombres sans dimensions comme B, C, E, F' comme

suit :
VO o lE o9 gl ayeg
E7 ps

(26)



Par la suite, en multipliant I’équation (23) par T, I’équation (24) par ¥ et
T

psVO

sans dimension (26) et en omettant le 7, le systeme précédent devient :

I'équation (25) par en utilisant la définition de 7 (22) avec les nombres

Of + E@dwx (vf) + \fgdm<(u —9)f - vﬁf> = gfgdwﬂ (Ff),
upa+ v ) _
a(mﬂ)+dwgmu®u)+Tg@vp-4%§2dw<§:;Dao> =:£§ZV(N%MU»
+féﬂﬁ—u)ﬂw—meE
Et aprés simplification, on aura :
&f+BM%@H)+&Mm«u—®f—VM> = Fdivy(kf),

Oy pw + Bdiv (pwu) = 0,

O (pwu> + div (pwu ® u) + BVP — 2Ediv<z : D(u)) = EV (Adz’v(u))

+C/R (9 —u)f d9 - p, FE.

t
ol k = (0,0,1) .

Remarque III.1 Les conditions aux limites sont invariables par cette mise a
[’échelle.

(27)

Analyse asymptotique

-
Supposons € = T petit et considérons le régime asymptotique suivant,

1
Pr — 0(1), B=0(1), C=-. F=0(1), E=0(). (28)
P
Expliquons un peu les significations physiques de cet ordre asymptotique :

e ['hypothese Po O(1) signifie que le poids des particules n’est pas
P

négligeable.

e B =0(1) signifie que la vitesse caractéristique & du fluide et la fluctuation
de la vitesse thermique V6 sont du méme ordre ¢.

e Comme décrit dans [6], le terme C' est le nombre de Knudsen et C' = ¢~
signifie que le temps d’interaction est tres rapide.

1

£

1
e Le terme a est le nombre de Froude. En effet, puisque VO ~ 4 = T on

écrit I comme :

gt gL
F="—==—.
£y
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e FE = 0O(1) signifie que le diametre des particules est petit devant la hauteur
du domaine.

Puisque 1'objectif est d’obtenir une approximation du systeme (27) a 'ordre
principal par rapport a €. Alors, nous écrivons le développement asymptotique
de f, u, p et p comme suit :

f="+ef'+0(e?), u=u"+eu'+0(e*), p=p"+ep'+O(e%), pu = pu+epy,+O(E?).
(29)
Par la suite, en introduisant (29) dans le systeme (27), on obtient

(1021 + 0 + Ban (9(0+ 21" + 0(1)
iy ((0+ a4 06) o) (10421 + 0
9o+ e + O(E) = Fing (E( e 0(52))>,
O+ Do o+ <00+ 0(9) ) =,
5 (M(uo fefit 0(52))> +div (pw(uo feul +O() @ (u +eul + 0(52))>

+BVP — 2Ediv ( > :D(u +eu' + 0(62)>> = EV (Adz‘v (u® +eu' + o(ﬁ)))

+C/R (19 — (v +eu' + 0(52))> (fo +efl+ 0(52))> dv — p, Fk.

Et apres cela, on regarde a l'ordre e ! et & l'ordre principal :

a lordre — :

div, <(u0 —9)f’ - wﬂ’) =0,

/R(ﬂ—uo)dev —0,

(30)

a l'ordre principal :
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O f° + BOV.f° + div, ((uo —9)f" - wﬂ) +divy(u' f7) = FVyf?,
o> + Bdiv(p?uu0> =0,

0:(pu”) + Bdivy (pu’ ® u”) + BV,p” = E<2dw<zoj : D(u0)>

+V (A(p?u)div(u")» +/ (é‘ - uO)]” dd +/ u' fOdv — Fpk.
R R
(31)
Apres cela, on définit la densité macroscopique des particules p, et la vitesse
macroscopique V par les intégrales suivantes :

D, = / Fd0 et pV = / 9fdo. (32)
R R
On suppose que p, et V s’écrivent a I'ordre principal comme suit :
ps = p) +ept +0(?), V=V04+eV!4+0().

Ainsi, le systéme (30) nous donne d’une part I’équation suivante :

divg < <u - 19> R v f0> = 0. (33)

Et de I’équation (33), on en déduit

<u0 - 19) OVl =, (34)

ou C' ne dépend pas de .
La relation (34) est une équation différentielle ordinaire.

Pour la résolution de 1’équation homogene, on a :

<u0—19>f0—vq9f0:0:>v}96fo = <u0—19>

1 2 —l(uo—ﬁ)z
:ln|f0|:—2<u0—19> + const = f* = ke ? :

ensuite, en calculant le gradient de f°, on a :

2

S P P
en reportant Vy " dans (34), on obtient
()T T o o

et apres simplification, on a
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Posons —C =c=k = ¢ 2:/ ¢ 5
R3 6_%(11,0 19) R3 Nors 6%1 (uo_ﬁ)
Vor
c
= k= or/fodﬁng
Vi 27?3
d’ou
£ = e (3)

2V 27‘(‘3

Et d’autre part, I’équation (33) nous donne :

/(ﬁ—u°>f0:0:>(ﬁ—u0>f020:>19—u0:0 dotr

9 = . (36)

Ainsi, les équations (32)-(36) forment les systemes suivants :

/ 8,000 = 8, (/ fodﬁ> = 9,07,
R3 R3

/ 90, fOd9 = 0, ( / 9 f“dz?) — 9, <pgu0>.
Rg R3

1 atpg
/ ( 9 ) O, dv = .
" 0,(pu’)

div, (19 f) = fdiv,(9) + 0 - Vof = 0.V, f.

D’ou :

Ce qui implique que :

/]1{319 -V fdd = /Rg’divz (ﬁf) = div, (/Rgﬂfo> = div, (pgu()),
ona ¥?-V,f'=ddiv, (ﬁf())

or div, < 9@ 19) = Jdiv, ( f019> +0f° - divy (V) = Vdiv, ( f019> =9V, f°

alors

/Rgﬁz-vxfodﬁ‘ - /dez'vx<foz9®z9> _

/ divx<f°<z9 —u0> ®19> +/[div$<f0u0 ®19>
R3 R3
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alors
/ div, (fo (19 — u0> & 79) + / div, (fou0 ® 19) = div, (pguo & u0> + prg.
R3 R3
D’ou
(0,0
/ ) | ) dw(psu )
A div | Vf° |dv = ;
. div (pgug ® uO) + Vp!
/ diw((uo — ﬁ)fl — Voft —utft = Ff0E>dﬁ =
R3
—/ <u0 —9ft = Vo ft —ulft — Ffol%)divﬁ(])dﬁ =0
R3
et
/ ﬂdiw((uo — ﬁ)fl — Voft —uf! — Ffol;>d'z9 =
R3
— <<u0 — 19) freut Fp§E> divg () dd.
R3
D’ou

/RS ( ;>dwv<<u0—ﬁ>ﬂ VL — gt —Ff%)dﬁ
0
- ( /Rs<u079>f1+uzf0+ﬂ%)'

Ainsi, I'équation de Vlasov sans dimension du systeme (31) devient

dp? + Bdiv (pgu()) =0,

9 (p2u’) + Bdiv (pguo ® u0> + BV(p?) = /]R3 (uo — ﬁ)fj + /]R3 u fOdo + p°k.
(37)

D’autre part, les équations de Navier-Stokes compressibles sans dimension se
lisent :

0P, + Bdiv(pdu’) = 0,
0
O (P2 u”) + de’v(,o?uuo ® u0> + BVp’ = E(Qdiv(Z : D(u’)

+V (Adiv(u0)>> + /Rg (19 - u0>f1 - /Rd u' f0dv + Fplk,

24
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Ensuite en posant ¢ = p?ﬂ + pg,
et en additionnant le systeme (37) et le systéme (38) on obtient :

Op0 + Bdiv(ou”) = 0,

9, (ou’) + Bdiv, (gu’) ® u0> + BV,P(0) = E<2dw<§0: 3 D(“0)> (39)

+V (A(g)dz’v(u”))) — Fok.

Maintenant, pour revenir aux variables physiques, on écrit :
Vou' =u, pro=p

P
<

0
I’équation de quantité de mouvement du méme systeme par pf?, on obtient :

et on multiplie I'’équation de conservation de la masse du systeme (39) par

1
%fatg = %atpa

1
Pf\/gat <9u0> Pf\/_ ( ) _1, (pu>7
T pVo) T
———Bdiv|ou®@u | = d —div| pu @ u |,
T pf\/_ Vi) %
1
B%fdz'v (gu0> = \/gsdw (pu) = gdiv (pu) en posant B = \/5,

0 0 hp? 1 (6ghp?
’@/—Bvx<p+p§> = Uy, (g 4 +p>zgvx<g/)+9mp§>

< 4,0f 4
= ;Vm (p+00s),

Oghp® 0
avec p = = et ps = ppy;

pfgéE <2dw (2°: D)) + V()\div(uo))) = E’)@/@ <2dw (zo :D(

)
+V <Adm(\;‘§)>>

- E;spf <2dw (2°: D(u)) + V(Adiv(u)))

sls

= ;<2div (EO : D(u)) + V(Adiv(“))),

1
en posant K = —,
Pr
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oV Fpk  ppJ/0 S 1 -
fmﬁgr_—"xwf_—ﬂm[k g 1

Py T I IV ez =
car Vo = 4 = §
* 1
En simplifiant par — dans ’équation de conservation de la masse et dans
I’équation de conservation de la quantité de mouvement, on obtient notre
modele intermédiaire donné par :

Op + div(pu) = 0,

dy(pu) + div (pu ® u) + V(P(p) + 9ﬂs) = Z(dz’v (Z 3 D(U))) (40)

+V (A(p)div(u)) — gpk

ou la pression est donnée par :

gh(t, x1, xg)

P(p) = k(t,z1, 22)p(t, v) avec k(t,xl,xQ) = D
p

(41)

II1.2 Des équations de Navier-Stokes compressibles aux
équations de Saint-Venant-Exner

Dans cette partie, on présente un modele de transport de sédiments obtenu
par une analyse asymptotique couche mince et par moyennisation suivant la
verticale.

D’abord, on introduit des variables sans dimensions dans le modele intermédiaire
afin de I'adimensionnaliser.

Ensuite, en introduisant un nombre sans dimension qui est le rapport de la
hauteur caractéristique par une longueur caractéristique, supposé petit, on fait
une analyse asymptotique sur le modele intermédiaire sans dimension.

Alors, on obtient notre modele asymptotique et 'approximation hydrostatique.
Et enfin, on intégre suivant la verticale le modele asymptotique tout en tenant
compte de la faible profondeur du fleuve par rapport a son étendu. Ainsi, on
obtient les équations de Saint-Venant couplées a une équation de transport.
Adimensionnalisation couche mince

Nous supposons que
LV

TLTU
ol ¢ est un petit parametre, £ est la hauteur caractéristique, L est la longueur
caractéristique du fleuve, V' la vitesse caractéristique verticale et U la vitesse
caractéristique horizontale.
On introduit également un temps caractéristique 7" donné par ¥ = L/U et une
pression p = pU? ol 7 est la densité caractéristique.
Dans la suite du document, nous utilisons les notations

T = (:cl,xQ), Y=2T3, U= (ul,ug) et v =1x3

pour dissocier les composantes verticales et horizontales.
Ainsi, nous introduisons les variables sans dimensions suivantes
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7 t 5 T Yoo U 5 )
= — €r = — = — u = — V= —
T AN U’ %
. p . p 5 _H b
:—7 :—’ H:—’ b:—7
P=5 =3 I I
Y .
AZ:; ~j:%7j:17273
A I

Ces variables sans dimensions représentent le temps, ’espace, la vitesse
du fluide, la pression, la densité, la hauteur totale, la hauteur du lit et les
viscosités.

Avec ces notations, on a respectivement le nombre de Froude F,., le nombre de
Reynolds associé a la viscosité p; (izl, 2, 3), Re; et le nombre de Reynolds
associé a la viscosité A\, Rey :

S
=
=
h
s

5 L
Re; = == Rey = v (42)

VT I A
On introduit également les grandeurs & et S correspondant au frottement
caractéristique et a la vitesse caractéristique de la variation du lit.

En introduisant les quantités sans dimensions dans (40), (16) et (19),

on obtient :
les éléments du systeme (40) qui s’écrivent :

1

. P4
Oip = §8£PP = %afpv

div(pu) = div, (pu) + 0, (pv) = Zpdz’vi (ﬁﬂ) + Zpﬁg (ﬁ@),

1 .
sy [ zo)
o) - - ,
or(pv) épvag (p@)
div(pu @ u) idivf (pﬁﬂU @ al ) + ;83; (pﬁﬁUﬁV)
div <pu®u) = —
dw(puv) 2dwi <pﬁﬂUf)V> + ;ag <pﬁ@2vz>

Vs (p(p) + 9ps> i% <p15 + 90@)
V(p(p) +6ps) = = ,
Oy (P(P) + 905) 0y (pﬁ + 90ﬁ5>

el
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V(A(p)div(u)) = =1

div (3 : D(u)) =

U % %4

gpk = gpp.
Ainsi le systeme (40) devient :

;a,;p + [gdwj (p1) + Zag () =0,
'5585(,3@) + ’BLUzdwj (i ® 1) + P ZV& (p0) + Vs (ii)(ﬁ) + ﬁLeps> =

21U i, (mDs(@)) + @ag (H0yi) + @a@ (12V3:0)

L? £2 LE
AU v AV o
V.o N pUV V2o P-ix , PO\ _
?8g(pv) + 7 dw;c(,ouv> + T&;(pv ) + 0y Ep(p) + ohs) =
o omU wsV o sV Ca
—gpp + %dwi (MgagU) + %dwi (/LngU) + 2%8@; (,ugﬁgv)
N oo AV
(43)
Les éléments de la condition de surface libre (16) s’écrivent également :
£l 7/ - pL_ L ~
<p+6f<o —m)vm ~ L(ppw]ﬁ —pp())ij - p(pwn —m)%H
pp L
avec .
R=
p°p*
_ meU . 7
D (u) Vo H = Ds (@) VaH,



U
M2 <8x3u + VIU3> = EQ,&Q <£ag’l~t + Vﬁ?) s

~| <

)\dw( )v H = ALUQE:MWI( )v H+&5\8 V. H,

(o) =s{ i)

_ (v, V_ N\ £_ -
M3 ((%Su + VwU3> . va = HUsl3 <£8gu + LV@’U) . ZV:};H,

V.
21130, u3 = 2ﬁ3ﬂ3§a@7%

Adiv (u) = )\/[\/Udzvx (u) + )\/\Sv&ﬁ.

D’ou les conditions de surface libre sont données par

p,ﬂ - /LlUS
L<p+5/’i_p0>VH e —— D ()V H—|—

(.U, . V_ ML~ .
,u(,ug <£8gu + LV;;;U)) 72 ( )VxH

—Al‘j/xa (9)V.H =0, (44)

R (. (U, . VE&_ _ =
p( —p—- ﬁk + pO) — M3 <,U,3 (Lagu + BV@U)) -Vi:H

+2”3;/ﬂgagﬁ + ALUdei,(a) + A;Xag (2) =0

Et les éléments de la condition au fond du systeme (19) s’écrivent aussi :

Y 12

22 N\ Ug? -
)12 73 VilVs b)LzD (@) Vb,

pa (11920 ) 12989 ) (00 Vs ) = oo (147 958

2 2
€2 N/U. V.
o U,. V_ \ £_ \E£_ -
3 ((8x3u + qu;),) . be) Vb= M3M3<(£8gu + LVjU> . Lij) Evgzb,
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V

211305 u3V b = 2ﬁ3ﬂ3fagﬁvii),
3/2 [ Ri(uw) o 2\3/2_ Ri(a)
<1 + \be|2> = (1 + 'ijb ) /U | :
ﬁg(u) ﬁz(ﬂ)

&P (U, . Ve -
Mg’vbe (8903% + V$U3> . Vmb = HU3H3 nggb (Lagu + LQ> . Vj;b,

_ 1L _
U3 ‘be|2813U3 = U313 Zvib E@gv,

(/U V_ N £_ -
4o <8x3u + qu;g) - Vb = Ty fia <£8gu + LV;CU) . Eij,

_ (LU . ~
M1 Dx(u)Vmb . V;Bb = H1H1 ?DQ(U)ij . Vfb,
3/2 @ N2
(1 + ]beP) R3(u) = <1 + \LvibF) R3V R3(D).
D’ou les conditions au fond sont données par

UL (( ‘E ~
_ 1+ [2Vs
2 M * L b

2 £2 _ - _
)12 — 25 VabVib )Di(a)vjb

2 2
£ s > U |4

Iy — 5 VbVab' | ( S0t + — V30

>2 = be)(gaquerv)

Y ~

—i—ug((l + ‘va@b
_ LU, . ver_o N_ - Vg -
—M3M3<<Bagu + stjv) . ij) Vzb + 2%#38gvvjb

2\ 3
) AU ,
() (45)

Y ~
= <1 + ’ijb

-, (LU LV _ ~ ~ .
—Eu3|vjb|2 (Lz))agu + L2V§CU) -Vizb+2 72 ,U3|vib|28gv

_ £ v, . V_ _ ~

Ug? - -
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On a:
1 0z, b
/ 20 — 1/ 2, . — - _
14 |Vab|2u-np =1/1+ |Vib|?u e Opyb | =u-Vib—wv.

D’ou Ue g

Alors, la condition de la variation du lit (21) s’écrit :

%agé + Ufﬂ(t I, B) Vib—Vo <£, z, B) =SS. (46)

En utilisant la définition des nombre sans dimension (42), en fixant p, = p en
omettant le T en multipliant 1’équation de masse du systéme (43) par T, I’équation

de quantité de mouvement pour u du systeme (43) par 0 I’équation de quantité
p

T
de mouvement pour ¥ du systéme (43) par T nous obtenons une version sans
D

dimension du systéme (40) ou les éléments sont donnés comme suit :

1 U . . L
gatp X T = Op, fdwx (pu) x T = divg(pu) car T = ik

_L
==,

oU T
Folm) <=l
—r72

i T U (o) = divs ()
7 dzv$<pu®u>><pU— 7 divg | pu®u | = divg | puRu |,

gay (pvu) X ;f = V?T@y (pvu> =0y (pvu),

<l

V
an (pv) = By (pv) car



HZJ;V divy (puv) X i = Edivx (puv) = divy (puv>7
p

% T V%

Peon(m) x gy =g an(er) =a(om).

o T U2s 0% U2 932 1 052
0 (2‘1‘2 )va = 8y<£Vp+£Vps) = ay(wp+£2Ps) Oy| 5p+—5 a2 Ps )

_ T T U? g£U2 11
g x == T p= 14
v o U2V v2ve? T 2 Feh

o dwx<u38 u> X —V M—Uﬁdwx p3lyu | = @dwx 130y |,

T I 1
Nz;/divx <,u3VIU) X ;/ ﬁ?dex <M3VIU> = R—egdivx <,u3VIU),

AT T @, T i, U 1
%ay (M?ﬁyv)xpv = %W@/ <u38yv> = imay HsOyv | = 50y #39y )

AU
e <Ad“’w< >)pv = SULVE
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D’ou le systeme (40) devient :

Op + divy (pu) + 9y (pv) = 0,

. 6%
O (pu) + divg (pu @ u) + 9y (pvu) + Vy (p(p) + L2ps) —

1. 1 1 1 .
R—eldwx (,ulDI (u)> + R—@(’“)y <M2 <€2ayu + VU>) + Tex Ve <)\dw(u)>,
47)
: 1 6%> 11 (
0e(pv) + divg (puv) + 9y (pv?) + ay(EQP(P) + ‘IQPS) =2l

1 . 1 2
+R—63dwx (ug (828yu + V;ﬂ})) + 2 Res 8(/13%1})

1 .
+%8y (Adzv(u)) .

L 1
En multipliant la premiére équation du systéme (44) par — et la seconde par — on

obtient les éléments de la condition de surface libre comme suit :

IV L
p(erﬁ/@—po)VxH = (p+ﬁf”v—po>,
L L

mUL L Ay 1
D H = D H=—u1D H
M1 :v(u)va: e ﬁULMl z(u)vw Rey H1 a:(u)vx s

)\Il/]zgplé = L;\U)\dw(u)va = Rf@)\AdW(U)Vva
ALV;:A%@W““H = Lgpggmvvm = t)\)ﬁy(v)Vch,
”3’;/;#33@;( ) = %us%(v) = Roeg 3% (V),

Ag ;Adiv(u) = pggL Miv(u) = ;Adiv(ux
& IN(0) = o50,(0) = A
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D’ou la condition de surface libre est donné par

F2
(p + Bk — pO) Vol — =Dy (u)V H
Req

F2 F?
Re ( ( Oyu + Vﬂ))) — “Re, Aivg(u)V,H

E? _ 48

F2
< —p— B+ po> e (,ug (8yu + EQVxU>> V. H
R63

F? F?
2 r 77‘ ) €T == .
Res p30yv + R A (dw (u) + ay(v)> 0

L
Et en multipliant la premiére équation du systéme (45) par =TETE la derniere
D

1
équation du méme systéme par — 2 , les éléments de la condition au fond sont donnés
P
comme suit :

nUue L (( ’3
= (14|20
z Mg\ Y

Q)Ig—szvxbvxbt)Dx(u)be S u1<<1+52|vxb|2>12
L2 pUL

—52Vmbvxbt) Dy (u)V b

M1 2 2
= 1+e2|V I
R1(< ‘ b|>2

52bevxbt) D, (u) Vb,

Fopi2L £ ?
1 —
U8 (( * ‘LV ’

£2 U \% _ VvV L
)Iz — LQbeV:pbt> (253/“ + vav> = 'LLWQZEUTS ((1 + €2|Vzb|2) I
L
—52bevxbt) (ggayu - vxu>

U 2 2
pUZT(< +e°|V |>2

1
—z-:QVszxbt) <Qayu + vmv>
9

2 2 2
= 1 Vb7 ) I
Rez(<jL | |>2

—52v$bvxbt) (;ayu + vw),
2

TzusL ( (LU Vg2 ) ) _ M3M3L2U<< VEerr? ) )
UL <( dyu + 73 Vav ) Vab |Vab = CIENE ayu—l—ingU Vv ) - Vb | Vb

_ H3p3 2 '
= UL <<8yu + e Vﬂ)) be> Vb

- B ((a v v) -vgcb)vxb,
R63
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Vi, L Vs

LpUQSM?)a L,oVb = EUQSM?’a , UV b
= pU%S/JJga UV b
1
— Re ,uga Uv b
2\ 3/2 Ri(u) 3/2 R (u)
L = L
p Ro(u) Ro(u)
3/2 [ Ra(u)
= (1+62\be\2>
Ra(u)
= pUL
avec K= I
£U £V p & eV
iﬁ;lv b|2< ot T Vﬂ)) Vb = *UL 3| Vb |2< Dyu + i va> Vb
= R;)’|be|2<528yu + 54va> - V.b,
3
LV . LV
125 532'“3|V b|25’yv = j(?L UL 13|V b| Oyv
= Reg £V ,.b[20,v,
£ g K _ ﬁg E g K
LV
= TRe (a ML “) Vil
= R (8 u+e’v, U) - Vb,
2
UL o L2
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O 1 A 1%
UL v
= 7 pUQﬁB(/U)
LV 3/2
= LU<1+ |V, b|2> Rs(v)

3/2
= & (1 - 52]be]2> R3(v).
Ainsi, la condition au fond est donnée par

RL (1 + 52]Vmb]2> I — 52Vmbvxbt) D(u)V,b

1
Jg‘— ( <1 v Evasz) I — 52bevxbt> (éaayu + vzv>

U3 1
R— <8yu+5zvxv> Vb)V b+2R 30, vV ;b
Ri(u)
(1 + V3|V, b|2> :
Ro(u) (49)

—]_%yvrby? (623yu + 54%@) Vbt 22 St i Vb0,
3

R€2 (8 u+ e’V U)V b

2 M1
2 (D (w)V,b) -V
c R€1 ( I(U) xb) xb

=g’ (1 + gQ\beO A(v).

T
En multipliant 1’équation (46) par — on aura :

£
ULs
gatbz 3tb, TEU V b= Vzb,
< T S§S SS
Vev=v SSe=v T
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Alors, la condition de la variation du lit est donné par

oib + u(x,t,b) -V, — U(t,l‘,b) = 5]8' (50)

On sait que

£ £2
VO~ or ﬂziiﬁzﬁ.
D’ou, on a
2 2
<9L‘Z2 = €2> et (823; = 1). (51)

Lorsqu’on remplace (51) dans le systéme (47), on obtient

Op + divg(pu) + 0y (pv) = 0,

O (pu) + div, (pu ® u) + 0, (pvu) +V, (p(p) + 5205> =

1 . 1 1 1 .
R—eldwx (ule(u)) + R—ezay (,ug (Ezﬁyu + VU)) + R—eAvx (Adzv(u)),

1 11
, 2
Oy (pv) + div, (puv) + 0, (pv ) + 0, <€2p(p) + ps> = _Qf?p
1 1 2
+R7€3d2’ux </L3 <€2Gyu + Vﬂ))) + TR@)@(ugayv)
+#a ()\div(u)).
€2R6)\ 4
(52)
Analyse asymptotique
Soit le régime asymptotique suivant
; . , A
D), i =123 e 3= () (53)
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Maintenant on introduit (53) dans (50), (48) et (49) :
pour le systéme (50) on obtient

Op + divg(pu) + 0y (pv) = 0,

O (pu) + div, (pu ® u) + 0, (pvu) + Vop(p) + €V ops = div, (ulDI(u))

20, (12(0,0) +20,(1a70) ) + 9. (i),

Oy (pv) + div, (puv) + 0, (pU2> + 9, <€12p(p)> + Oyps =

p + div, (Vgayu> + 20, (ng)yv) + 0, (ydi%(u)) + 2div, (ngmv).

22F?
(54)
Les conditions a la surface libre (48) deviennent
1
(p + Bk — p0> VoH — 11Dy (u)V,.H + vy <€8yu + 5va>
—e?ydivg (u)V,H — e*v0,(v)V,.H = 0,
(55)

( —p—ak+ p0> — &2y, <3yu + 52va> -V.H

+2e%130,v + 2y (divx(u) + Gy(v)> =0
et les conditions au fond (49) donnent le systéme suivant

—2u, ((1 + 52|be|2> I — 52Vwbvxbt> Dy (u) - Vb + y2<<1 + 52|be|2> I

1
—52Vzbv$bt> - <€ayu - 5V$v> — &%y ( (ayu + 52%@) - Vzb> V.b

3/2 [ Ri(u)
+26%130,0V b = <1 + 52\Vwb\2> ,
Ro(u)

—£%u3| Vb <€2ayu + €4va> -V,b+ 254u3\be\28yv + €1y <8yu + EQva> - Vb

3/2
—?y (Dz(u)vzb> Vb= é? (1 + 52|V$b|2> £3(v).

(56)
On écrit maintenant le développement asymptotique des quantités u, p, v et p
¢’est-a-dire sous la forme :

u=u+eu', p=p"+ep', v=0"+ev', p=p°+ep', h=h+chl. (57)
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Par la suite, on introduit (57) dans (54), (55) et (56).
En le faisant, on a pour le systeme (54) :

Oy (po + 8,01) + div, ((po + 5p1> (uo + 5u1)> + 0, ((po + 5p1) (UO + 57)1)) =0,

0, ((po +ep') (u” + €u1)> + div, ((po +ep') (u +eut) @ (u® + su1)>

+0, ((po + 6,01) (UO + €U1> (uo + 6u1>> + Vs (4}17“2 (ho + 5h1> (po + spl)Q + 52,05>
= div, (I/le (uo + €u1)> + %V, <7div (uo + €u1)>

iay (vgay (uo + 5u1) + €0, (ngx (’UO + 8U1>)> ,

o) ((po + 5,01) (UO + 51}1)) + div, ((po + 5p1) (uo + 5u1> (UO + 51}1))

+0, ((po + €p1> (UO + 6U1)2> + 0, <€12;2 (ho + 5h1) (,00 + €p1)2> + 0, (pg + 5pi>

_ <p0 + 5p1> + div, <y38y (uo + €u1)> + 20, (ugay (UO + 8?)1))

e2F?

+0, (fydivx (uo + 5u1)> + 2div, (ngx (UD + 51}1)) .

Les conditions a la surface libre (55) deviennent

<4F17’2 (ho + ghl) (pl + 5P1)2 ¥ Br — p0> V,H — 1D, (UO + gul)va

+15 (iﬁy (uo + 5u1> + eV, (UO + 61}1)) — 52'ydiv$ (uo + €u1)VzH

—527(92, (UO + €U1)VIH =0,

< - 41;7”2 (h+eh?) —an+ po) e (ay(uo +eut) + €2V, (1° + 5’01)> VL H

+26%130, (UO + 5vl> + &%y (dz’vx (uo + 5u1) + 0, (UO + 52}1)) =0
(59)
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et les conditions au fond (56) fournissent le systéme suivant
—2u, ((1 + % Vb*) I — 52Vmbvxbt> Dy (u + eu') - Vb
1
1 2 xb2[_ 2 :l:b Ibt N 0 1 . 0 1
—|—1/2<< + €%V \) o —e°V,bV ) <€ y(u +€u>—|—6V (U ~|—€v)
—52y3<<8y (uo + 5u1) + 2V, (vo + 5vl)> : V$b> V.b
ﬁl (uo + £u1>
3/
+2e%130, (UO + 5U1)Vwb = <1 + 52|be|2> ,
£ (uo + 5u1>

—&%13| Vb (528y (uo + 5u1) + 'V, (UO + 51}1)) Vb

+2e13|V ,b/?0), (UO + 51}1) + ey <8y (uo + 5u1) + &2V, (UO + 5v1>> Vb

3/2
—&2y (DI (uo + 5ul)be> Vb =¢? (1 + 62\be\2> f3 <’U0 + 51}1).
(60)
Apres, on fait une identification suivant les puissances du parametre e.

A Pordre e 2 :

I'équation (58) donne,

0 0
o) =~ = o) ==

D’ou, on a :
o) -

-
—
= %" = —2[yl7
-

hop° = —2(H — Z).

A Pordre e :

I’équation (58) donne,

Oy <V28yu0> =0,
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I'équation (59) donne,
Vgayuo =0 en y=H°,
A Tordre €° :
I'équation (58) devient,
00" + div, (pouo) + 0, (povo) =0,

0, (pouo) + div, (pouo ® uo) + 9, (povouo) + pr(p()) = div, (VlDI (uo))

+0, (ugﬁyul),
hopo(t,x,y> = 2<H — y),
(61)
I'équation (59) devient,
p+ Pk — po) V.H — 1D, (u" )V, H + (ugﬁyul) =0,
(62)
<—p—ﬁl€+po> =0,
I'équation (60) donne,
ﬁl (UO)
211D, (uo) Vb + vd,ut = :
f(u”) (63)

Vgayulvxb =0.

Et I'équation de continuité donne, en posant S = eU ,

o0 + U° (t, z, bo) Vb0 — 0 (t, z, bo) =S.

Ainsi, en omettant la puissance zéro, a ’ordre principal, on obtient notre modele
asymptotique donné par :

Op + div, (pu) + 0, (pv) =0,

O (pu) + div, (pu ® u) + 0, (pvu) + V.p(p) = div, (l/le(u))
(64)
+8y (Vgayul),

hp(t,a:,y) = 2(H - y).
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En posant k = pg = 0, la condition au niveau de la surface libre se réduit a :

~ Dy () Vo H + (1:9,u') =0,

(65)
V.. (hp) =0
et la condition au fond s’écrit :
ﬁl (U)
—VlDw(U)be + VZayul = )
Ra(u) (66)

Ob+u(t,x,b) - Vb —v(t,z,b) =S.

Les équations proches des équations Saint-Venant-Exner sont alors obtenues
en posant S = 0.

Intégration suivant la verticale

Le modele de sédimentation est obtenu en faisant une moyennisation suivant
la verticale du systeme (64) tout en utilisant les conditions aux limites (65)-(66).
A cette fin, pour toute fonction f, on note sa valeur moyenne verticale par

ht, 2)f(t,z) = /b "ray

On note que I'équation hydrostatique nous permet d’avoir hp = Z(H — y)
Par la suite, on en déduit :

oy = M hpdy = 2" (1 dy = h
/bpy—ﬁ/b py—g/b(—y)y—- (67)

c’est-a-dire :

"o Ly =2 [ (0 —
/bpy—ﬁ/b py—ﬁ/b(—y)y
2

H 1 21H 2 L
— h([Hy]b _Q[U]b>:h<H(H_b)_2<H_b)(H+b)>
= 2H—(H+b)=H-b=h

Ainsi, la pression moyenne s’écrit :

i 4
/ hp? dy = ~h? (68)
b 3
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ie:

/Hh%z _ 1/Hh2 24 —4/H
b py_hb py—hb

- ;LL/bH (H2 —2Hy+y2)dy

= (- 0) - a (- ) 4

_ 2<H2h Hh(H+b)+;h(H2+Hb+b2)
S,/
5

4 4 4 4
R o 2t Py vE B
+ 3 * 3 - 3 3 * 3
4 2 4,
= g(H —b) = .
Ensuite, en utilisant :

e La formule de Leibniz qui est donnée par :

d f(;c,t)da: _ /(t) af(:c, t) de — f(a(t),t)dﬁ + f(b(t), t)@

dt Ja(t) aity Ot dt dt’

e les conditions aux limites (65)-(66),

o u=1u+ O¢),

e 'équation (67).

On obtient, les éléments de 1’équation de la masse moyenne suivant la verticale
qui sont donnés comme suit :

H(tx) H(t,x)
/b . Oipdy = 0, / : pdy — pOH + pdib

H(t,I) H(t,:l?)
/ div,(pu)dy = div, (/ pudy) — puV.H + pV,b
( b(

b(t,z) t,x)

= divy(hu) — puV,H + puV b, (70)

/b :(t)) 9, (pv)dy = 8, (hv) — pvd, H + pvdyb
= 0y(hv). (71)
Et en les additionnant, on obtient
(69) + (70) + (71) = Oth — pOH + p0ib + divy(hu) — puVH + puV b+ 0, (hv)
= Oih + div(hu) — p(@tH + quH> + p(@tb + uVmb>

= 0sh + div(hu).

D’ou I’équation de la masse moyenne devient
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De la méme maniere, 'intégration de ’équation de la quantité de mouvement
suivant 1’horizontal du systéme (64) pour b < z < H donne :

H(t,z) H(t,x)
/ Oy(pu) = (9t< / pudy) — pudH + pud;b
b(t,ac) b(tvm)

= Oy(hu) — pudyH + pud;b, (73)

(t,x) ) ] H(t,z)
/ div, (pu ® u) dy = div, / pu@udy | — pu@uV,H + pu@uV,b
b( b(

129 t,z)

= div, (hu ® u) — pu @ uV,.H + pu ® uV,b, (74)

/ Oy (pvu) dy = 0, (/ pvudy> — pvudyH + pvudy,b
b b

(t,x) (t,x)
=0, (hvu), (75)
H(tw) 1 1 H(t.2)
v () dy = —V, / ho2d
/b(t,a:) 4FT,2V ( p) v= 4FTZV < b(t,x) P y) AF? 4F2
— B2 — —p 2V b
4F23V ( ) 4F2 p 4F2 Ve
—p 2V, b,
3F2 4F2 p 4F2 Ve (76)

/( | div, (Vle(u))dy = divx</( | Vle(u)dy> — D, (w)V.H + 11D, (u)V,b
b(t,x b(t,x

= div, (Vlth(u)) — 11Dy (u)V,.H + 11Dy (u) Vb,

(77)
H(t,x) Hit)
- 0y(h%ay“1>' (78)

En faisant la somme de (73), (74), (75), (76), (77) et (78) on a :
@(hu) — pud H + pudib + 0, (hvu)

+div, (hu ® u) —pu@uV,.H + pu®uV,b

AV

3F2 4F2 4F2
= div, (VlhDgC(u)) — v D, (u)V. H

01D, (u) Vb + 0, (h%é?yul).
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En utilisant les conditions limites (65)-(66), et w =7 + O(g), on a :
1
3F?

O (hu) + div,(hu @ u) + 9, (hvu) + —V,h*

—pu <8tH + uVmH> + pu (&b + qub>

1
AF?

= div, <I/1th(u)> — ﬁayul
£

o)
+—=0,u' — :
£ Ro(u)

Apres simplification, on a :

1
AF?

oV H + ——hp*V,b

. 1 2
O¢(hu) + div (hu ® u) + 352 V.h
v v
a2 e T et Ve
Ri(u)
= div, (Vlth(u)) - :
ﬁg(u)
Or
hp(t,x,y) = 2<H — y) = hp® = Q(H — y)p.
Lorsque
y=H alors hp* =0
et lorsque

y =10 alors hp® = 2(H — b)p = 2hp = 2(2(1—1 - b)) = 4h.

Nous obtenons finalement pour la quantité de mouvement :

1 h fa(u)
0u(ht) + div (Wi @ u) + 75 Vh? = = Vb+div(hD(7)) - . (79)
3F? E?
r r ﬁ2 (u>
Pour en revenir aux variables physiques, le modele présenté de type Saint-
Venant-Exner se lit comme suit :

Ah + dz’v(hﬂ) = 0,
h ﬁl (u)
0,(h) + div(hu © @) + ghV <3 + b) = div(hD(u)) — ,
ﬁg(u)
Ob+u-Vyb = .

(80)

Remarque I11.2
e Sion pose v—u-V,b = div (ozhu|u|’C —BvVbI |, on aura le fond de Zabsonré.

e Si on pose v —u- Vb= div(hu), on aura le fond de Grass.
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Conclusion

Nous avons présenté une méthode nous permettant d’obtenir un modele de
Saint-Venant-Exner avec une équation de transport par charriage.

Ce modele est obtenu par une moyennisation suivant la verticale des équations
de Navier-Stokes compressibles aux quelles nous avons ajouté d’autres équations
obtenues a partir de I’équation de Vlasov.

Toutefois, ce travail nous a permis d’obtenir les équations de Saint-Venant-
Exner mais il serait pertinent d’étendre cette étude pour trouver ’expression
de la vitesse verticale au fond a partir de I’équation de Vlasov.
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