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Résumé :
L’objectif de ce mémoire est de présenter un autre moyen d’obtenir les équations
de Saint-Venant-Exner en se basant sur les travaux de NGOM et ERSOY [12].
D’abord, on considère un couplage particule-fluide dont le mouvement des
particules est régi par l’équation de Vlasov incluant un terme de gravité et
l’évolution du fluide est gouverné par les équations de Navier-Stokes
compressibles avec un tenseur de viscosité anisotrope.
Ce couplage sera appelé le modèle mélange.
Ensuite, on fait un développement asymptotique sur le modèle mélange.
Puis on intègre l’équation de Vlasov sans dimension afin d’obtenir les équations
de type Euler et par la suite on les additionne avec les équations de Navier-
Stokes compressibles sans dimension.
On obtient alors les équations de Navier-Stokes compressibles qui prend en
compte la densité des sédiments.
Le modèle obtenu sera appelé le modèle intermédiaire.
Et enfin, on fait une analyse asymptotique couche mince sur le modèle intermé-
diaire afin d’obtenir notre modèle asymptotique qu’on va par la suite intégrer
suivant la verticale tout en tenant compte de la faible profondeur du fleuve par
rapport à son étendu.
Alors, on obtient les équations de Saint-Venant couplées à une équation de
transport de sédiments.

Mots-clés : Equation de Vlasov, équations de Navier-Stokes, interaction fluide-
particules, Viscosité anisotrope, Saint-Venant-Exner, loi barotrope modifiée.
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Introduction :
Tout fleuve a son propre lit. Mais il arrive que la population y jette ses
ordures, que les industries y déversent des produits chimiques comme les hydro-
carbures ou les PCB (polychlorophényles) ou que les affluents et l’atmosphére
y transportent des produits phytosanitaire/pesticides (herbicides, insecticides,
fongicides) contenus dans les engrais et utilisés dans l’agriculture créant ainsi
des sédiments.
Ainsi, les sédiments qui sont contaminés, affectent la qualité de l’eau, sont
souvent source de maladies et viennent perturber l’ecosysteme.
De plus, à long terme, le lit sous l’action de la sédimentation se déforme et
peut engendrer des problèmes de navigabilité.
Par conséquent, il est d’un grand intérêt d’avoir des modèles mathématiques
de sédimentation qui vont nous permettre de prédire et simuler l’évolution de
la morphologie du lit d’un cours d’eau au fil du temps.
A cet effet, de nombreux modèles mathématiques sont proposés.
Le plus souvent utilisé est celui appelé Saint-Venant-Exner.
Ce modèle est composé des équations de Saint-Venant qui régissent la partie
hydrodynamique et d’une équation de transport modélisant la partie morpho-
dynamique, c’est à dire le mouvement du fond.
De ce fait les équations de Saint-Venant sont couplées à l’équation d’Exner par
le terme de topographie.
Les équations Saint-Venant sont données par :

∂th+ div(q) = 0,

∂tq + div

(
q ⊗ q

h

)
+ ∇

(
gh2/2

)
= −gh∇b

(1)

et l’équation d’Exner est donnée par :

∂tb+ ξdiv
(
qb(h, q)

)
= 0, (2)

où h désigne la hauteur de l’eau, q = hu le débit d’eau, ξ = 1/(1 − ψ) la
porosité de la couche de sédiments et qb le flux de transport de sédiment qui est
une loi empirique donnée. Parmi ces lois (pour n’en citer que quelques-unes),
on trouve dans la littérature :

• l’équation de Grass [7],
• L’équation de Meyer-Peter et Muller [11].
Ce modèle a été étudié numériquement, par exemple dans [14, 5] et

mathématiquement pour la version visqueuse, par exemple dans [15, 4] en
utilisant les résultats bien connus [13, 8, 1, 2, 3, 10].
Ce manuscrit étant un des travaux de NGOM et ERSOY [12], présente un
autre moyen d’obtenir les équations de Saint-Venant-Exner en utilisant une
autre approche.
Le document est organisé comme suit :
▶ dans le chapitre 1, on énonce les outils mathématiques utilisés,
▶ dans le chapitre 2, on fait le mélange entre l’équation de Vlasov avec un
terme de gravité et les équations de Navier-Stokes compressibles anisotropes,
▶ dans le chapitre 3, on fait un développement asymptotique sur le modèle
mélange.
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Du coup, on part de Vlasov aux équations d’Euler compressibles puis on fait
la somme entre ces équations et les équations de Navier-Stokes compressibles
pour obtenir notre modèle intermédiaire.
Après cela, on fait une analyse asymptotique couche mince sur le modèle
intermédiaire pour aboutir à notre modèle asymptotique.
Et par la suite, on intègre suivant la verticale le modèle asymptotique tout
en tenant compte de la faible profondeur du fleuve par rapport à son étendu.
On obtient ainsi les équations de Saint-Venant couplées à une équation de
transport.
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Chapitre 1

I Préliminaires et notions de bases

I.1 Rappels de quelques opérateurs différentiels
Soit un domaine Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, de frontière ∂Ω régulière. On considère les

fonctions v : Ω → R et w : Ω → Rd régulière avec w(x) = (w1(x), ..., wd(x))
pour x = (x1, ..., xd) ∈ Rd. On définit les opérateurs différentiels suivants :

1. Opérateur nabla (∇) :

• ∇v =
(
∂v

∂x1
, ...,

∂v

∂xd

)
∈ Rd est le gradient de v (un vecteur).

• ∇w =
(
∂wi

∂xj

)
1≤i,j≤d

=


∂w1

∂x1
. . .

∂w1

∂xd... . . . ...
∂wd

∂x1
. . .

∂wd

∂xd

 est la matrice jacobienne

de w.
•
(
w · ∇

)
w =

d∑
i=1

wi
∂wj

∂xi

∈ Rd est un vecteur.

2. Divergence :

• div(w) = ∇ · w =
d∑

i=1

∂wi

∂xi

∈ R est un scalaire.

• Si M = M
(
x
)

désigne une matrice de taille d× d définie pour x dans

Ω, alors div(M) =
(

d∑
i=1

∂M1j

∂xj

, ...,
d∑

i=1

∂Mdj

∂xj

)t

∈ Rd est un vecteur

et
(
div(M)

)
i

=
d∑

i=1

∂Mij

∂xj

pour 1 ≤ i ≤ d.

3. Laplacien vectoriel :

∆w = div
(
∇w

)
=

d∑
i=1

∂2w
∂x2

i

∈ Rd est un vecteur.

I.2 Les espaces de Lebesque Lp, 1 ≤ p ≤ ∞
Définition I.1 Soit Ω ⊂ RN , N ∈ N∗.
1. On note Lp

(
Ω
)
, 1 ≤ p < ∞, l’espace vectoriel des classes d’équivalence des

fonctions f mesurables presque partout, définie par :∫
Ω
|f(x)|pdx < ∞.

Une norme dans Lp est définie par :

||f ||Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f |pdx

) 1
p

pour f ∈ Lp(Ω).
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2. Lorsque p = ∞, on définit l’espace L∞ par :

L∞(Ω) =
{
f mesurable : |f | < ∞

}
et la norme dans L∞ est :

||f ||L∞(Ω) = inf
{
C ≥ 0 : |f | ≤ C presque partout

}
.

Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) muni de sa norme correspondante est un espace
de Banach (espace vectoriel normé complet).

I.3 Les espaces de Sobolev
Définition I.2 On note D(Ω), le C − espace des fonctions définies de Ω
dans C indéfiniment différentiables à support compact inclus dans Ω.

Définition I.3 Soit v ∈ L2(Ω). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L2 s’il existe des fonctions wi ∈ L2(Ω) pour i ∈ 1, ..., N telles que :∫

Ω
v(x) ∂ϕ

∂xi

(x) = −
∫

Ω
wi(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Chaque wi est appelée la ième dérivée partielle faible de v et notée ∂v

∂xi

.

Définition I.4 On dit que v ∈ L2(Ω) est m fois dérivables au sens faible si
toutes ses dérivées partielles d’ordre m− 1 sont dérivables au sens faible.

Définition I.5 Soit Ω un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini
par :

H1(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω)/∀i ∈

{
1, ..., N

}
,
∂v

∂xi

∈ L2(Ω)
}

où ∂v

∂xi

est la ième dérivée partielle faible de v.

On munit H1(Ω) du produit scalaire :

⟨u, v⟩ =
∫

Ω

(
u(x)v(x) + ∇u(x)∇v(x)

)
dx

et de la norme :

||u||H1(Ω) =
(

⟨u, u⟩
) 1

2

.

L’espace H1(Ω) muni de la norme correspondante est un espace de Hilbert.

Définition I.6 L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est défini comme l’adhérence de

D(Ω) dans H1(Ω) et est caractérisé par :

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω)/v = 0 sur ∂Ω

}
.

Muni du produit scalaire de H1(Ω), l’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert.
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Définition I.7 Soit m ≥ 0. L’espace de Sobolev Hm(Ω) est défini par :

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω)/∀α : |α| ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)

}
où la dérivée ∂αv est à prendre au sens faible.
Muni du produit scalaire :

⟨u, v⟩ =
∫

Ω

∑
|α|≤m

∂αu(x)∂αv(x)dx

et de la norme :

||u||Hm(Ω) =
(

⟨u, u⟩
) 1

2

,

l’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Définition I.8 Pour tout entier m ≥ 0 , l’espace de Sobolev Wm,p est défini
par :

Wm,p(Ω) =
{
v ∈ Lp(Ω)/∀α : |α| ≤ m, ∂αv ∈ Lp(Ω)

}
où la dérivée ∂αv est à prendre au sens faible .
Muni de la norme :

||u||W m,p(Ω) =
( ∑

|α|≤m

||∂αu||pLp(Ω)

) 1
2

,

l’espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

I.4 Formules de Green
Soient f de classe C2 sur Ω̄ et g de classe C1 sur Ω̄. Alors,∫

Ω
∆f(x)g(x)dx = −

∫
Ω

∇⃗f(x) · ∇⃗g(x)dx+
∫

∂Ω

∂f

∂n⃗
(σ)g(σ)dσ

avec ∂f
∂n⃗

(σ) = ∇⃗f(σ) · n⃗(σ) où n⃗ est la normale unitaire sortante à la frontière.

I.5 Quelques formules utiles
• ∇

(
fg
)

= ∂xi

(
fg
)

= f∂xi
g + g∂xi

f = f∇g + g∇f.

• div
(
fb
)

= ∂xi

(
fb
)

= f∂xi
bi + bi∂xi

f = fdivb+ b · ∇f.

• div
(
a⊗ b

)
= ∂xi

(
aibj

)
= bj∂xi

ai + ai∂xi
bj = bdiva+ a · ∇b.

• ∇
(
fb
)

= ∂xi

(
fbj

)
= f∂xi

bj + bj∂xi
f = f∇b+ ∇f ⊗ b.

• ∇
(
|b|
)

= ∂xi

(
bjbj

)
= 2bj∂xi

bj = 2
(
∂xi

)
bj = 2∇b · b.

• ∇
(
|b|
)

=
∇
(
|b|2

)
2|b|

= 1
|b|

∇b · b.
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Chapitre 2

II Le modèle mélange

II.1 Le modèle mélange
L’évolution des particules en interaction avec un fluide est décrite par la

fonction de densité f(t, x, ϑ) ⩾ 0 où x ∈ ω ⊂ R3 désigne la position d’une
particule avec ϑ ∈ R3 sa vitesse cinétique.
Le domaine occupé par le mélange fluide/particule est donné par

Ω0 =
{
x ∈ R3;

(
x1, x2

)
∈
[
0,£1

]
×
[
0,£2

]
et 0 ⩽ x3 ⩽ H

(
t, x1, x2

)}
et le domaine du fluide est donné par

Ω(t) =
{
x ∈ R3;

(
x1, x2

)
∈
[
0,£1

]
×
[
0,£2

]
et b

(
t, x1, x2

)
⩽ x3 ⩽ H

(
t, x1, x2

)}
.

H est l’élévation totale de la surface libre et b la topographie induite par
le stockage des sédiments. La fonction de densité f satisfait l’équation de
Vlasov avec la gravité :

∂tf + divx

(
ϑf
)

+ divϑ

((
F + −→g

)
f
)

= r∆ϑf. (3)

Désignant par M = ρp
4
3πa

3 la masse d’une particule où a est le rayon (supposé
constant, c’est-à-dire a = a0 pour toutes les particules) et ρp la densité de
masse d’une particule, la quantité MF est la force agissant sur une particule
et est proportionnelle à la force de traînée de Stokes, elle est donnée par :

F = 6πµa
M

(
u− ϑ

)
, (4)

où u est la vitesse du fluide et µ une viscosité caractéristique
(
supposée

constante
)

du fluide. La quantité r > 0 indique la vitesse de diffusion donnée
par la formule d’Einstein :

r = κT

M

6πµa
M

= κT

M

9µ
2a2ρp

, (5)

où κ est la constante de Boltzmann, T > 0 est la température de la suspension
supposée être une constante. Le terme r∆ϑf décrit alors le mouvement brownien
des particules. La quantité −→g est le vecteur de gravité

(
0, 0,−g

)t
, également

désigné par −g−→κ avec −→κ =
(
0, 0, 1

)t
.
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D’autre part, le fluide est décrit par sa vitesse u
(
t, x

)
=
(
u1, u2, u3

)(
t, x

)
avec

x =
(
x1, x2, x3

)
∈ Ω(t) et sa densité ρw

(
t, x

)
qui satisfont les équations de

Navier-Stokes compressibles suivantes :

∂tρw + div
(
ρwu

)
= 0,

∂t

(
ρwu

)
+ div

(
ρwu⊗ u

)
= divσ

(
ρw, u

)
+ F,

P = P
(
ρw, ρs

)
(6)

(7)

(8)

où σ
(
ρw, u

)
est le tenseur des contraintes totales :

−P
(
ρw, ρs

)
I3 + 2

∑(
ρ
)

: D(u) + λ(ρ)div(u)I3

où I3 représente la matrice d’identité. Le terme Σ(ρ) est la matrice anisotrope.
Elle prend en compte les sédiments et permet de contrôler la direction de
l’écoulement en jouant sur l’amplitude des viscosités µi.
Cette matrice est donnée par :

Σ(ρ) =

µ1 µ1 µ2
µ1 µ1 µ2
µ3 µ3 µ3


et le tenseur des déformations est donné par :

D(u) =



∂x1u1
1
2
(
∂x2u1 + ∂x1u2

) 1
2
(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
1
2
(
∂x1u2 + ∂x2u1

)
∂x2u2

1
2
(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
1
2
(
∂x1u3 + ∂x3u1

) 1
2
(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
∂x3u3


.
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Ensuite, en faisant le produit des éléments de Σ(ρ) et de D(u), le tenseur
visqueux Σ(ρ) : D(u) est donné par :

µ1(ρ)∂x1u1
µ1(ρ)

2
(
∂x2u1 + ∂x1u2

) µ2(ρ)
2

(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
µ1(ρ)

2
(
∂x1u2 + ∂x2u1

)
µ1(ρ)∂x2u2

µ2(ρ)
2

(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
µ3(ρ)

2
(
∂x1u3 + ∂x3u1

) µ3(ρ)
2

(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
µ3(ρ)∂x3u3


. (9)

La loi de pression est modifiée pour tenir compte de la densité des sédiments
et elle est donnée comme suit :

P
(
ρw, ρs

)
= g

ρp

h(ρw + ρs)2

4 , (10)

où ρs est la densité macroscopique des sédiments :

ρs =
∫
R3
f dϑ

et h = H − b est la hauteur du fluide.
Le dernier terme F de la partie droite de l’équation (7) est l’effet du mouvement
des particules sur le fluide obtenu en additionnant la contribution de toutes les
particules :

F = −
∫
R3
Ff dϑ+ ρw

−→g = 9µ
2a2ρp

∫
R3

(
ϑ− u

)
f dϑ+ ρw

−→g . (11)

En remplaçant r dans l’équation de vlasov par son expression, F et σ
(
ρw, u

)
dans l’équation de Navier-Stokes par leurs expressions on aura :

∂tf + divx

(
ϑf
)

+ divϑ

((
6µa
M

(
µ− ϑ

)
+ −→g

)
f

)
= κT

M

9µ
2a2ρp

∆ϑf,

∂tρw + div
(
ρwu

)
= 0,

∂t

(
ρwu

)
+ div

(
ρwu⊗ u

)
+ div

(
P I3

)
− 2div

(∑
: D(u)

)
= div

(
λ(ρw)div(u)I3

)

+ 9µ
2a2ρp

∫
R3

(
ϑ− u

)
f dϑ− gρw

−→
k ,

or

div
(
P I3

)
= Pdiv

(
I3
)

+ I3 · ∇P = ∇
(
P
)

et

div
(
λdiv(u)I3

)
= ∇

(
λdiv(u)

)
.
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Enfin, le modèle mélange est décrit par le système suivant :

∂tf + divx

(
ϑf
)

+ divϑ

((
6µa
M

(
µ− ϑ

)
+ −→g

)
f

)
= κT

M

9ν
2a2ρp

∆ϑf,

∂tρw + div
(
ρwu

)
= 0,

∂t

(
ρwu

)
+ div

(
ρwu⊗ u

)
+ ∇P − 2div

(
Σ : D(u)

)
= ∇

(
λ(ρw)div(u)

)

+ 9µ
2a2ρp

∫
R3

(
ϑ− u

)
f dϑ− gρw

−→
k

(12)
où P est donné par (10). Le système (12) est alors doté des conditions aux
limites décrites dans la section suivante.

II.2 Conditions aux Limites d’interface
Pour rappel, le domaine du fluide est défini comme suit :{

x ∈ R3;
(
x1, x2

)
∈
[
0,£1

]
×
[
0,£2

]
et b

(
t, x1, x2

)
⩽ x3 ⩽ H

(
t, x1, x2

)}
où H représente l’élevation locale de l’eau depuis la surface x3 = 0 jusqu’à la
surface libre et b désigne l’élévation locale de la couche de sédiment depuis la
surface x3 = 0 jusqu’à x3 = b. Les conditions aux limites sont composées des
conditions de surface libre et des conditions au fond. Les conditions au fond
décrivent comment la couche de sédiment évolue i.e. comment les particules
entrantes ou sortantes augmentent ou diminuent l’élevation de b.

Conditions de surface libre

Considérant que la viscosité de l’air est négligeable, nous imposons une
condition normale de continuité des contraintes sur la surface libre avec une
tension superficielle à l’interface air/fluide par :

σ(u)ns =
(
βκ(t, x) − p0

)
ns en x3 = H(t, x) (13)

où β est un coefficient capillaire et κ est la courbure moyenne de la surface et
p0 la pression atmosphérique à la surface libre. Le vecteur ns est la normale
unitaire extérieure à la surface libre définie par

ns = 1√
1 + |∇x1,x2H|2

 −∂x1H
−∂x2H

1

 .
Les éléments de la condition à la surface libre sont donnés par :

σ(u)

 −∂x1H
−∂x2H

1

 =


−
(
βκ− p0

)
∂x1H

−
(
βκ− p0

)
∂x2H(

βκ− p0
)

 . (14)
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Et en détaillant plus (14), on obtient

p∂x1H − 2µ1∂x1u1∂x1H − λdiv(u)∂x1H − ∂x2Hµ1

(
∂x2u1 + ∂x1u2

)

+µ2

(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
= −

(
βκ− p0

)(
∂x1H

)
,

p∂x2H − 2µ1∂x2u2∂x2H − λdiv(u)∂x2H − µ1∂x1H

(
∂x2u1 + ∂x1u2

)

+µ2

(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
= −

(
βκ− p0

)(
∂x2H

)
,

−∂x1Hµ3

(
∂x1u3 + ∂x3u1

)
− ∂x2Hµ3

(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
− p+ 2µ3∂x3u3

+λdiv(u) = βκ− p0.
(15)

D’où, les conditions au niveau de la surface libre sont données par :

(
p+ βκ− p0

)
∇x1,x2H − 2µ1Dx1,x2

(
u1
u2

)
∇x1,x2H

+µ2

(
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)
− λdiv(u)∇x1,x2H = 0,

−p− βκ+ p0 − µ3

(
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)
· ∇x1,x2H

+2µ3∂x3u3 + λdiv(u) = 0.

(16)

Remarque II.1 Cette condition peut être obtenue comme dans [15, 9], où les
auteurs on introduit une fonction indicatrice ϕ qui montre que la hauteur de la
région humide est advectée par la vitesse du fluide u :

ϕ =


1 si x3 ∈ [b(t, x1, x2), H(t, x1, x2)],

0 sinon.
(17)

En effet à partir des équations (6) et (17), on a

∂t

(
ρwϕ

)
+ div

(
ρwuϕ

)
= 0. (18)

Ainsi, en intégrant cette fonction de b à +∞ et de b à H suivant x3 et en faisant
la différence des deux résultats obtenus, on obtient la condition de surface libre.

Conditions au fond

On impose de manière très générale, une condition au fond qui s’écrit :

15



((
σ(u)nb

)
· τb

)
τb = K(u) en x3 = b(t, x1, x2).

Par exemple, le frottement

K(u) =
(
K1(u),K2(u),K3(u)

)t

peut être le frottement laminaire et/ou turbulent (voir [9]). Le vecteur normal
unitaire extérieur est donné par

nb = 1√
1 + |∇x1,x2b|2

 ∂x1b
∂x2b
−1


où τb est un vecteur unitaire du plan tangent à la surface x3 = b(t, x1, x2).
La condition au fond mobile peut aussi s’écrire comme suit :

σ(u)nb −
(
σ(u)nb · nb

)
nb = K(u) en x3 = b(t, x1, x2),

Ainsi, σ(u) est donné par :


−p + 2µ1

(
ρ
)
∂x1u1 + λdiv(u) µ1

(
∂x2u1 + ∂x1u2

)
µ2
(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
µ1
(
∂x1u2 + ∂x2u1

)
−p + 2µ1

(
ρ
)
∂x2u2 + λdiv(u) µ2

(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
µ3
(
∂x1u3 + ∂x3u1

)
µ3
(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
−p + 2µ3

(
ρ
)
∂x3u3 + λdiv(u)

,

et lorsqu’on multiplie σ(u) par nb, on obtient :

1√
1 + |∇b|2



∂x1b

(
− p + 2µ1

(
ρ
)
∂x1u1 + λdiv(u)

)
+ ∂x2bµ1

(
∂x2u1 + ∂x1u2

)
− µ2

(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
∂x1bµ1

(
∂x1u2 + ∂x2u1

)
+ ∂x2b

(
− p + 2µ1

(
ρ
)
∂x2u2 + λdiv(u)

)
− µ2

(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
∂x1bµ3

(
∂x1u3 + ∂x3u1

)
+ ∂x2bµ3

(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
+ p − 2µ3

(
ρ
)
∂x3u3 − λdiv(u)


,

de même en faisant le produit scalaire entre σ(u)nb et nb, on obtient :

1
1 + |∇b|2



(
∂x1b

)2(
− p + 2µ1

(
ρ
)
∂x1u1 + λdiv(u)

)
+
(

∂x1b

)(
∂x2b

)
µ1
(
∂x2u1 + ∂x1u2

)
−∂x1bµ2

(
∂x3u1 + ∂x1u3

)
+
(

∂x2b

)(
∂x1b

)
µ1
(
∂x1u2 + ∂x2u1

)
+
(

∂x2b

)2(
− p + 2µ1

(
ρ
)
∂x2u2 + λdiv(u)

)
− ∂x2bµ2

(
∂x3u2 + ∂x2u3

)
−∂x1bµ3

(
∂x1u3 + ∂x3u1

)
− ∂x2bµ3

(
∂x2u3 + ∂x3u2

)
− p + 2µ3

(
ρ
)
∂x3u3 + λdiv(u)


,
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et
(
σ(u)nb · nb

)
nb est donné par :

1(
1 + |∇b|2

)3/2


σ(u)nb · nb∂x1b

σ(u)nb · nb∂x2b

−σ(u)nb · nb

 .

Enfin les conditions au fond peuvent aussi s’écrire :

−µ1

((
1 + |∇x1,x2b|

)2

I2 − ∇x1,x2b∇x1,x2b
t

)
2Dx1,x2

(
u1
u2

)
∇x1,x2b

+µ2

((
1 + |∇x1,x2b|2

)
I2 − ∇x1,x2b∇x1,x2b

t

)(
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)

−µ3

((
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)
· ∇x1,x2b

)
∇x1,x2b+ 2µ3∂x3u3∇x1,x2b

=
(
1 + |∇x1,x2b|2

) 3
2

 K1(u)

K2(u)

 ,

−µ3|∇x1,x2b|2
(
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)
· ∇x1,x2b+ 2µ3|∇x1,x2b|2∂x3u3

+µ2

(
∂x3

(
u1
u2

)
+ ∇x1,x2u3

)
· ∇x1,x2b− µ1

(
Dx1,x2

(
u1
u2

)
∇x1,x2b

)
· ∇x1,x2b

=
(
1 + |∇x1,x2b|2

) 3
2K3(u).

(19)
Nous complétons les conditions au fond par une équation de continuité de la
vitesse à l’interface entre la partie solide et la région fluide. Cette équation
s’écrit :

u · nb = ub · nb. (20)
On pose

∂tb+
√

1 + |∇x1,x2b|2u · nb = S en x3 = b(t, x1, x2) (21)

où S −
√

1 + |∇x1,x2b|2u · nb régit la variation de b comme le formalisme décrit
ci-dessus pour les particules sortantes et entrantes.
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CHAPITRE 3

III Modélisation

Dans ce chapitre, on part du modèle mélange pour obtenir le modèle intermé-
diaire via une modélisation.
Ensuite, on part du modèle intermédiaire pour obtenir le modèle asymptotique
en faisant une deuxième modélisation.
Et enfin, on intègre suivant la verticale tout en tenant compte de la faible
profondeur du fleuve par rapport à son étendu. Ainsi, on obtient les équations
de Saint-Venant couplées à une équation de transport de sédiments.

III.1 Obtention du modèle intermédiaire à partir du
modèle mélange

Dans cette partie, on va introduire des variables sans dimensions dans le
modèle mélange (12) afin de l’écrire sous forme adimensionnelle.
Par la suite, en introduisant un nombre sans dimension, qui est le rapport de
temps de relaxation par un temps caractéristique, supposé petit, on fait une
analyse asymptotique sur le modèle mélange sans dimension.
Après cela, en intégrant l’équation de Vlasov sans dimension, on obtient les
équations de type Euler compressibles.
Et enfin, on les additionne avec celles de Navier-Stokes compressibles afin
d’obtenir notre modèle intermédiaire.

Adimensionnalisation

On introduit un petit paramètre ε = τ

T
où τ est le temps de relaxation qui

doit être comparé à un temps caractéristique T. Le temps de relaxation est
donné par

τ = M

6πµa = 2a2ρp

9µ . (22)

Il correspond au temps terminal de stokes, i.e. le temps à partir duquel une
particule en chute atteint une accélération constante. On introduit également
une longueur caractéristique L et une vitesse caractéristique du fluide U telles
que U = L

T
. On définit alors une fluctuation de la vitesse thermique

√
θ =

√
KT

M

que l’on compare à U.
On introduit les variables sans dimensions :

t̃ = t

T
, x̃ = x

L
, ϑ̃ = ϑ√

θ
, ũ = u√

θ
, p̃ = p

pfθ
, ρ̃ = ρ

ρf

,

µ̃i(ρ̃) = µi(ρ)
µ

, λ̃(ρ̃) = λ(ρ)
µ

et f̃(t̃, x̃, ϑ̃) = ρf

√
θ

3
f(Tt̃,Lx̃,

√
θϑ̃).

Avec ces variables sans dimensions, on a :
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∂tf = 1
T

1
ρf

√
θ

3∂t̃f̃ , gρw = ρfgρ̃w,

∂tρw = 1
T
ρf∂t̃ρ̃w, ∂t(ρwu) = 1

T

√
θρf ,

divx

(
ϑf
)

= fdivx

(
ϑ
)

+ ϑ · ∇xf = ϑ · ∇xf =
√
θϑ̃

L
· 1
ρf

√
θ

3 ∇x̃f̃ ,

KT9µ
M2a2ρf

∆ϑf = θ

τ
√
θ

2
1

ρf

√
θ

3 ∆ϑ̃

(
f̃
)

= 1
τ

1
ρf

√
θ

3divϑ̃

(
∇ϑ̃f̃

)
,

divϑ

((
6πµa
M

(u− ϑ) + g⃗

)
f

)
= 1√

θ
divϑ̃

((√
θ

τ
(ũ− ϑ̃) − gk⃗

)
1

ρf

√
θ

3 f̃

)
,

1√
θ

1
ρf

√
θ

3divϑ̃

(
− gf̃ k⃗

)
= − g√

θ

1
ρf

√
θ

3divϑ

(
f̃ k⃗
)
,

div
(
ρwu

)
= 1

L

√
θρfdiv

(
ρ̃wũ

)
,

∇P = 1
L
ρfθ∇x̃P̃ ,

div
(
ρwu⊗ u

)
= 1

L
ρfθdiv

(
ρ̃wũ⊗ ũ

)
,

∇
(
λdiv(u)

)
=

√
θ

L2 µ∇x̃

(
λ̃divx̃(ũ)

)
,

div

(∑
: D(u)

)
=

√
θ

L2 µdivx̃

(∑̃
: D(ũ)

)
,

9µ
2a2ρp

∫
R3

(
ϑ− µ

)
f̃ dϑ = 9µ

2a2ρpρf

√
θ

∫
R3

(
ϑ̃− µ̃

)
f̃ dϑ̃.

Ainsi, le système (12) s’écrit :

1
T
∂t̃f̃ +

√
θ

L
ϑ̃.∇x̃f̃ + 1√

θ
divϑ̃

(√
θ

τ

(
ũ− ϑ̃

)
f̃ − gf̃ k⃗

)
= 1
τ

∆ṽf̃ ,

1
T
∂t̃ρ̃w +

√
θ

L
div

(
ρ̃wũ

)
= 0,

√
θρf

T
∂t̃

(
ρ̃wũ

)
+ θρf

L
divx̃

(
ρ̃wũ⊗ ũ

)
−

√
θµ

L2

(
2divx̃

(
Σ̃ : D(ũ)

)
+ ∇x̃

(
λdivx̃(ũ)

))
+ ρfθL∇x̃p̃

= 9µ
2a2ρp

ρf

√
θ
∫
R3

(
ϑ̃− µ̃

)
f̃ dϑ̃− ρfgρ̃wk⃗.

(23)

(24)

(25)

Après cela, on écrit les nombres sans dimensions comme B, C, E, F comme
suit :

B =
√
θ

U
, C = T

τ
, F = gT√

θ
, E = 2

9
(a

E
)2 ρp

ρf

C. (26)
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Par la suite, en multipliant l’équation (23) par T, l’équation (24) par T et
l’équation (25) par T

ρf

√
θ

, en utilisant la définition de τ (22) avec les nombres

sans dimension (26) et en omettant le .̃, le système précédent devient :

∂tf + T

L

√
θdivx

(
ϑf
)

+ T√
θ
divϑ

((
u− ϑ

)
f − ∇ϑf

)
= gT√

θ
divϑ

(
k⃗f
)
,

∂tρw + T
√
θ

L
div

(
ρwu

)
= 0,

∂t

(
ρwu

)
+ div

(
ρwu⊗ u

)
+ T

√
θ

L
∇P − 2 Tµ

L2ρf

div

(∑
: D(u)

)
= Tµ

L2ρf

∇
(
λdiv(u)

)
+T

τ

∫
R

(
ϑ− u

)
f dϑ− ρwF k⃗.

Et après simplification, on aura :

∂tf +Bdivx

(
ϑf
)

+ Cdivϑ

((
u− ϑ

)
f − ∇ϑf

)
= Fdivϑ

(
k⃗f
)
,

∂tρw +Bdiv
(
ρwu

)
= 0,

∂t

(
ρwu

)
+ div

(
ρwu⊗ u

)
+B∇P − 2Ediv

(∑
: D(u)

)
= E∇

(
λdiv(u)

)
+C

∫
R

(
ϑ− u

)
f dϑ− ρwF k⃗.

(27)

où k⃗ =
(

0, 0, 1
)t

.

Remarque III.1 Les conditions aux limites sont invariables par cette mise à
l’échelle.

Analyse asymptotique

Supposons ε = τ

T
petit et considérons le régime asymptotique suivant,

ρp

ρf

= O(1), B = O(1), C = 1
ε
, F = O(1), E = O(1). (28)

Expliquons un peu les significations physiques de cet ordre asymptotique :
• l’hypothèse ρp

ρf

= O(1) signifie que le poids des particules n’est pas
négligeable.
• B = O(1) signifie que la vitesse caractéristique U du fluide et la fluctuation
de la vitesse thermique

√
θ sont du même ordre ε.

• Comme décrit dans [6], le terme C est le nombre de Knudsen et C = ε−1

signifie que le temps d’interaction est très rapide.
• Le terme 1

F
est le nombre de Froude. En effet, puisque

√
θ ≈ U = L

T
, on

écrit F comme :

F=gT
L

= gL

U2 .
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• E = O(1) signifie que le diamètre des particules est petit devant la hauteur
du domaine.
Puisque l’objectif est d’obtenir une approximation du système (27) à l’ordre
principal par rapport à ε. Alors, nous écrivons le développement asymptotique
de f , u, p et ρ comme suit :

f = f 0+εf 1+O(ε2), u = u0 + εu1 +O(ε2), p = p0+εp1 +O(ε2), ρw = ρ0
w+ερ1

w+O(ε2).
(29)

Par la suite, en introduisant (29) dans le système (27), on obtient

∂t

(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

)
+Bdivx

(
ϑ
(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

))

+Cdivϑ

((
u0 + εu1 + O(ε2)

)
− ϑ

)(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

)

−∇ϑ

(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

)
= Fdivϑ

(
k⃗
(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

))
,

∂tρw +Bdiv

(
ρw

(
u0 + εu1 + O(ε2)

))
= 0,

∂t

(
ρw

(
u0 + εf 1 + O(ε2)

))
+ div

(
ρw

(
u0 + εu1 + O(ε2)

)
⊗
(
u0 + εu1 + O(ε2)

))

+B∇P − 2Ediv
(∑

: D
(
u0 + εu1 + O(ε2)

))
= E∇

(
λdiv

(
u0 + εu1 + O(ε2)

))

+C
∫
R

(
ϑ−

(
u0 + εu1 + O(ε2)

))(
f 0 + εf 1 + O(ε2)

))
dv − ρwF k⃗.

Et après cela, on regarde à l’ordre ε−1 et à l’ordre principal :
à l’ordre 1

ε
: 

divv

((
u0 − ϑ

)
f 0 − ∇ϑf 0

)
= 0,

∫
R

(
ϑ− u0

)
f 0 dv = 0,

(30)

à l’ordre principal :
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

∂tf 0 +Bϑ∇xf 0 + divv

((
u0 − ϑ

)
f 1 − ∇ϑf 1

)
+ divϑ

(
u1 f 0

)
= F∇ϑf 0 ,

∂tρ
0
w +Bdiv

(
ρ0

wu0
)

= 0,

∂t

(
ρ0

wu0
)

+Bdivx

(
ρ0

wu0 ⊗ u0
)

+B∇xp0 = E

(
2div

( 0∑
: D(u0 )

)

+∇
(
λ(ρ0

w)div(u0 )
))

+
∫
R

(
ϑ− u0

)
f 1 dϑ+

∫
R

u1 f 0 dϑ− Fρk⃗.

(31)
Après cela, on définit la densité macroscopique des particules ρs et la vitesse
macroscopique V par les intégrales suivantes :

ρs =
∫
R
fdϑ et ρsV =

∫
R
ϑfdϑ. (32)

On suppose que ρs et V s’écrivent à l’ordre principal comme suit :

ρs = ρ0
s + ερ1

s + O(ε2), V = V 0 + εV 1 + O(ε2).

Ainsi, le système (30) nous donne d’une part l’équation suivante :

divϑ

((
uo − ϑ

)
f 0 − ∇ϑf

0
)

= 0. (33)

Et de l’équation (33), on en déduit(
uo − ϑ

)
f 0 − ∇ϑf

0 = C, (34)

où C ne dépend pas de ϑ.
La relation (34) est une équation différentielle ordinaire.

Pour la résolution de l’équation homogène, on a :
(
uo − ϑ

)
f 0 − ∇ϑf

0 = 0 ⇒ ∇ϑf
0

f 0 =
(
u0 − ϑ

)

⇒ ln|f 0| = −1
2

(
u0 − ϑ

)2

+ const ⇒ f 0 = ke− 1
2

(
u0−ϑ

)2

,

ensuite, en calculant le gradient de f 0, on a :

∇ϑf
0 = k′e− 1

2

(
u0−ϑ

)2

+ k

(
u0 − ϑ

)
e− 1

2

(
u0−ϑ

)2

,

en reportant ∇ϑf
0 dans (34), on obtient

k

(
u0 − ϑ

)
e− 1

2

(
u0−ϑ

)2

− k′e− 1
2

(
u0−ϑ

)2

− k

(
u0 − ϑ

)
e− 1

2

(
u0−ϑ

)2

= C

et après simplification, on a
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−k′e− 1
2

(
u0−ϑ

)2

= C ⇒ k′e− 1
2

(
u0−ϑ

)2

= −C.

Posons −C = c ⇒ k =
∫
R3

c

e− 1
2

(
u0−ϑ

)2 =
∫
R3

c

√
2π

3
√

2π
3 e

−1
2

(
u0−ϑ

)2

⇒ k = c
√

2π3 or
∫
f 0dϑ = ρ0

s

d’où
f 0 = 1

√
2π3ρ

0
se

−1
2 ||u0−ϑ||2 . (35)

Et d’autre part, l’équation (33) nous donne :

∫ (
ϑ− u0

)
f 0 = 0 ⇒

(
ϑ− u0

)
f 0 = 0 ⇒ ϑ− u0 = 0 d’où

ϑ = u0. (36)

Ainsi, les équations (32)-(36) forment les systèmes suivants :∫
R3
∂tf

0dϑ = ∂t

(∫
R3
f 0dϑ

)
= ∂tρ

0
s,

∫
R3
ϑ∂tf

0dϑ = ∂t

(∫
R3
ϑf 0dϑ

)
= ∂t

(
ρ0

su
0
)
.

D’où :

∫
R3

(
1
ϑ

)
∂tf 0dv =

 ∂tρ
0
s

∂t(ρ0
su0 )

 .

divx

(
ϑf

)
= fdivx

(
ϑ
)

+ ϑ · ∇xf = ϑ.∇xf.

Ce qui implique que :∫
R3
ϑ · ∇xfdϑ =

∫
R3
divx

(
ϑf

)
= divx

(∫
R3
ϑf 0

)
= divx

(
ρ0

su
0
)
,

on a ϑ2 · ∇xf
0 = ϑdivx

(
ϑf 0

)

or divx

(
fϑ⊗ ϑ

)
= ϑdivx

(
f 0ϑ

)
+ ϑf 0 · divx

(
ϑ
)

= ϑdivx

(
f 0ϑ

)
= ϑ2 · ∇xf

0

alors ∫
R3
ϑ2 · ∇xf

0dϑ =
∫
R3
divx

(
f 0ϑ⊗ ϑ

)
=∫

R3
divx

(
f 0
(
ϑ− u0

)
⊗ ϑ

)
+
∫
R3
divx

(
f 0u0 ⊗ ϑ

)
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or f 0
(
ϑ− u0

)
= ∇ϑf

0 ⇒ divx

(∫
R3
f 0
(
ϑ− u0

)
⊗ ϑ

)
= divx

(∫
R3

∇ϑf
0 ⊗ ϑ

)

⇒ divx

(∫
R3
f 0
(
ϑ− u0

)
⊗ ϑ

)
= divx

(
I
∫
R3
f 0dϑ

)
= ∇xρ

0
s

alors∫
R3
divx

(
f 0
(
ϑ− u0

)
⊗ ϑ

)
+
∫
R3
divx

(
f 0u0 ⊗ ϑ

)
= divx

(
ρ0

su
0 ⊗ u0

)
+ ∇xρ

0
s.

D’où

∫
R3

(
1
ϑ

)
div

(
ϑf 0

)
dv =


div

(
ρ0

su0
)

div
(
ρ0

su0 ⊗ u0
)

+ ∇ρ0
s

,

∫
R3
divϑ

((
u0 − ϑ

)
f 1 − ∇ϑf

1 − u1f 1 − Ff 0k⃗

)
dϑ =

−
∫
R3

(
u0 − ϑf 1 − ∇ϑf

1 − u1f 1 − Ff 0k⃗

)
divϑ

(
I

)
dϑ = 0

et ∫
R3
ϑdivϑ

((
u0 − ϑ

)
f 1 − ∇ϑf

1 − u1f 1 − Ff 0k⃗

)
dϑ =

−
∫
R3

((
u0 − ϑ

)
f 1 − u1f 1 + Fρ0

sk⃗

)
divϑ(ϑ)dϑ.

D’où ∫
R3

(
1
ϑ

)
divv

((
u0 − ϑ

)
f 1 − ∇vf 1 − u1 f 1 − F f 0 k⃗

)
dϑ

= −

 0∫
R3

(
u0 − ϑ

)
f 1 + u1 f 0 + ρ0

sk⃗

 .
Ainsi, l’équation de Vlasov sans dimension du système (31) devient
∂tρ

0
s +Bdiv

(
ρ0

su0
)

= 0,

∂t(ρ0
su0 ) +Bdiv

(
ρ0

su0 ⊗ u0
)

+B∇(ρ0
s) =

∫
R3

(
u0 − ϑ

)
f 1 +

∫
R3

u1 f 0dϑ+ ρ0
sk⃗.

(37)

D’autre part, les équations de Navier-Stokes compressibles sans dimension se
lisent :

∂tρ
0
w +Bdiv(ρ0

wu0 ) = 0,

∂t(ρ0
wu0 ) +Bdiv

(
ρ0

wu0 ⊗ u0
)

+B∇p0 = E

(
2div

( 0∑
: D(u0 )

+∇
(
λdiv(u0 )

))
+
∫
R3

(
ϑ− u0

)
f 1 −

∫
R3

u1 f 0dv + Fρ0
wk⃗,

(38)
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Ensuite en posant ϱ = ρ0
w + ρ0

s,
et en additionnant le système (37) et le système (38) on obtient :

∂tϱ+Bdiv(ϱu0 ) = 0,

∂t(ϱu0 ) +Bdivx

(
ϱu0 ⊗ u0

)
+B∇xP(ϱ) = E

(
2div

( 0∑
: D(u0 )

)

+∇
(
λ(ϱ)div(u0 )

))
− Fϱk⃗.

(39)

Maintenant, pour revenir aux variables physiques, on écrit :
√
θu0 = u, ρf ϱ = ρ

et on multiplie l’équation de conservation de la masse du système (39) par ρf

T

l’équation de quantité de mouvement du même système par ρf

√
θ

T
, on obtient :

ρf

T
∂tϱ = 1

T
∂tρ,

ρf

√
θ

T
∂t

(
ϱu0

)
= ρf

√
θ

T
∂t

(
ρu

ρf

√
θ

)
= 1

T
∂t

(
ρu

)
,

ρf

√
θ

T
Bdiv

(
ϱu⊗ u

)
= θρf

T
div

(
ρu

ρf

√
θ

⊗ u√
θ

)
= 1

T
div

(
ρu⊗ u

)
,

B
ρf

T
div

(
ϱu0

)
= B√

θT
div

(
ρu

)
= 1

T
div

(
ρu

)
en posant B =

√
θ,

ρf

√
θ

T
B∇x

(
p+ ρ0

s

)
= θρf

T
∇x

(
ghρ2

4ρf

+ ρ0
s

)
= 1

T
∇x

(
θghρ2

4 + θρfρ
0
s

)

= 1
T

∇x

(
p+ θρs

)
,

avec p = θghρ2

4 et ρs = ρfρ
0
s,

ρf

√
θ

T
E

(
2div

(
Σ0 : D(u0)

)
+ ∇

(
λdiv(u0)

))
= E

ρf

√
θ

T

(
2div

(
Σ0 : D

( u√
θ

))

+∇
(
λdiv

( u√
θ

)))

= Eρf

T

(
2div

(
Σ0 : D(u)

)
+ ∇

(
λdiv(u)

))

= 1
T

(
2div

(
Σ0 : D(u)

)
+ ∇

(
λdiv(u)

))
,

en posant E = 1
ρf

,
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−Fϱk⃗ρf

√
θ

T
= −Fρk⃗

ρf

× ρf

√
θ

T
= −gTρ

√
θ

LT
k⃗ = −gρk⃗ L

LT
= − 1

T
gρk⃗,

car
√
θ = U = L

T
.

En simplifiant par 1
T

dans l’équation de conservation de la masse et dans
l’équation de conservation de la quantité de mouvement, on obtient notre
modèle intermédiaire donné par :

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div
(
ρu ⊗ u

)
+ ∇

(
p(ρ) + θρs

)
= 2

(
div

(
Σ : D(u)

))
+∇

(
λ(ρ)div(u)

)
− gρk⃗

(40)

où la pression est donnée par :

P(ρ) = k(t, x1, x2)ρ(t, x) avec k
(
t, x1, x2

)
=
gh
(
t, x1, x2

)
4ρp

. (41)

III.2 Des équations de Navier-Stokes compressibles aux
équations de Saint-Venant-Exner

Dans cette partie, on présente un modèle de transport de sédiments obtenu
par une analyse asymptotique couche mince et par moyennisation suivant la
verticale.
D’abord, on introduit des variables sans dimensions dans le modèle intermédiaire
afin de l’adimensionnaliser.
Ensuite, en introduisant un nombre sans dimension qui est le rapport de la
hauteur caractéristique par une longueur caractéristique, supposé petit, on fait
une analyse asymptotique sur le modèle intermédiaire sans dimension.
Alors, on obtient notre modèle asymptotique et l’approximation hydrostatique.
Et enfin, on intègre suivant la verticale le modèle asymptotique tout en tenant
compte de la faible profondeur du fleuve par rapport à son étendu. Ainsi, on
obtient les équations de Saint-Venant couplées à une équation de transport.
Adimensionnalisation couche mince

Nous supposons que
ε = L

L
= V

U
où ε est un petit paramètre, L est la hauteur caractéristique, L est la longueur
caractéristique du fleuve, V la vitesse caractéristique verticale et U la vitesse
caractéristique horizontale.
On introduit également un temps caractéristique T donné par T = L/U et une
pression p̄ = ρ̄U2 où ρ est la densité caractéristique.
Dans la suite du document, nous utilisons les notations

x =
(
x1, x2

)
, y = x3, u =

(
u1, u2

)
et υ = x3

pour dissocier les composantes verticales et horizontales.
Ainsi, nous introduisons les variables sans dimensions suivantes
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t̃ = t

T
, x̃ = x

L
, ỹ = y

L
, ũ = u

U
, υ̃ = υ

V

p̃ = p

p
, ρ̃ = ρ

ρ
, H̃ = H

L
, b̃ = b

L
,

λ̃ = λ

λ
, µ̃j = µj

µj

, j = 1, 2, 3.

Ces variables sans dimensions représentent le temps, l’espace, la vitesse
du fluide, la pression, la densité, la hauteur totale, la hauteur du lit et les
viscosités.
Avec ces notations, on a respectivement le nombre de Froude Fr, le nombre de
Reynolds associé à la viscosité µi

(
i=1, 2, 3

)
, Rei et le nombre de Reynolds

associé à la viscosité λ, Reλ :

Fr = U√
gL
, Rei = ρUL

µi

, Reλ = ρUL

λ
. (42)

On introduit également les grandeurs K̄ et S̄ correspondant au frottement
caractéristique et à la vitesse caractéristique de la variation du lit.
En introduisant les quantités sans dimensions dans (40), (16) et (19),
on obtient :
les éléments du système (40) qui s’écrivent :

∂tρ = 1
T
∂t̃ρρ̃ = ρ

T
∂t̃ρ̃,

div(ρu) = divx

(
ρu
)

+ ∂y

(
ρυ
)

= U

L
ρdivx̃

(
ρ̃ũ
)

+ V

L
ρ∂ỹ

(
ρ̃υ̃
)
,

∂t

(
ρu
)

=


∂t

(
ρu
)

∂t

(
ρυ
)
 =


1
T
ρU∂t̃

(
ρ̃ũ

)

1
T
ρV ∂t̃

(
ρ̃υ̃

)
 ,

div
(
ρu⊗u

)
=


div

(
ρu⊗ u

)
div

(
ρuυ

)
 =


1
L
divx̃

(
ρρ̃ũU ⊗ ũU

)
+ 1

L
∂ỹ

(
ρρ̃ũUυ̃V

)

1
L
divx̃

(
ρρ̃ũUυ̃V

)
+ 1

L
∂ỹ

(
ρρ̃υ̃2V 2

)
 ,

∇
(
p(ρ) + θρs

)
=


∇x

(
p(ρ) + θρs

)

∂y

(
p(ρ) + θρs

)
 =


1
L

∇x̃

(
pp̃+ θρρ̃s

)

1
L
∂ỹ

(
pp̃+ θρρ̃s

)
 ,
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∇
(
λ(ρ)div(u)

)
=


∇x

(
λ(ρ)div(u)

)

∂y

(
λ(ρ)div(u)

)
 =


λλ̃

L
∇x̃

(
1
L
divx̃

(
ũU

)
+ 1

L
∂ỹ

(
υ̃V

))

λλ̃

L
∂ỹ

(
1
L
divx̃

(
ũU

)
+ 1

L
∂ỹ

(
υ̃V

))
 ,

div
(
Σ : D(u)

)
=


µ1U

L2 divx̃

(
µ̃1Dx̃

(
ũ

)
+ Uµ2

2L2 ∂ỹ

(
µ̃2∂ỹũ

)
+ V µ2

2LL∂ỹ

(
µ̃2∇x̃υ̃

)

µ3U

2LLdivx̃

(
µ̃3∂ỹũ

)
+ µ3V

2L2 divx̃

(
µ̃3∇x̃υ̃

)
+ µ3V

L2 ∂ỹ

(
µ̃3∂ỹυ̃

)
 ,

gρk⃗ = gρρ̃.

Ainsi le système (40) devient :

1
T
∂t̃ρ̃+ U

L
divx̃

(
ρ̃ũ
)

+ V

L
∂ỹ

(
ρ̃υ̃
)

= 0,

ρ̃U

T
∂t̃

(
ρ̃ũ
)

+ ρ̃U2

L
divx̃

(
ρ̃ũ ⊗ ũ

)
+ ρ̃UV

L
∂ỹ

(
ρ̃υ̃ũ

)
+ ∇x̃

(
p̃
L

p̃(ρ̃) + ρ̃θ

L
ρs

)
=

2µ1U

L2 divx̃

(
µ1Dx̃(ũ)

)
+ µ2U

L2 ∂ỹ

(
µ̃2∂ỹũ

)
+ µ2V

LL
∂ỹ

(
µ̃2∇x̃υ̃

)

+λU
L2 ∇x̃

(
λ̃divx̃(ũ)

)
+ λV

LL
∇x̃

(
λ̃∂ỹυ̃

)
,

ρV

T
∂t̃

(
ρ̃υ̃
)

+ ρUV

L
divx̃

(
ρ̃ũυ̃

)
+ ρV 2

L
∂ỹ

(
ρ̃υ̃2

)
+ ∂ỹ

(
p
L

p̃(ρ̃) + ρθ

L
ρs

)
=

−gρρ̃+ µ3U

LL
divx̃

(
µ̃3∂ỹũ

)
+ µ3V

L2 divx̃

(
µ̃3∇x̃υ̃

)
+ 2µ3V

L2 ∂ỹ

(
µ̃3∂ỹυ̃

)

+λU
LL

∂ỹ

(
λ̃divx̃(ũ)

)
+ λV

L2 ∂ỹ

(
λ̃∂ỹυ̃

)
.

(43)

Les éléments de la condition de surface libre (16) s’écrivent également :(
p+ βκ− p0

)
∇xH = L

L

(
pp̃+ β

pp̃

ρ2ρ̃2 − pp̃0

)
∇x̃H̃ = p̃L

L

(
p̃+ βκ̃− p̃0

)
∇x̃H̃

avec
κ̃ = p̃

ρ2ρ̃2 ,

µ1Dx

(
u
)
∇xH = µ1LU

L2 Dx̃

(
ũ
)
∇x̃H̃,
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µ2

(
∂x3u+ ∇xu3

)
= µ2µ̃2

(
U

L
∂ỹũ+ V

L
∇x̃υ̃

)
,

λdiv
(
u
)
∇xH = λUL

L2 λ̃divx̃

(
ũ
)
∇x̃H̃ + λV

L
λ̃∂ỹ∇x̃H̃,(

− p− ακ+ p0

)
= p

(
− p̃− ακ̃− p̃0

)
,

µ3

(
∂x3u+ ∇xu3

)
· ∇xH = µ3µ̃3

(
U

L
∂ỹũ+ V

L
∇x̃υ̃

)
· L
L

∇x̃H̃,

2µ3∂x3u3 = 2µ3µ̃3
V

L
∂ỹυ̃,

λdiv
(
u
)

= λλ̃U

L
divx̃

(
ũ
)

+ λλ̃V

L
∂ỹυ̃.

D’où les conditions de surface libre sont données par

pL
L

(
p̃ + βκ̃− p̃0

)
∇x̃H̃ − µ1UL

L2 µ̃1Dx̃

(
ũ
)
∇x̃H̃+

µ

(
µ̃2

(
U

L
∂ỹũ+ V

L
∇x̃υ̃

))
− λUL

L2 λ̃divx̃

(
ũ
)
∇x̃H̃

−λV

L
λ̃∂ỹ

(
ϑ̃
)
∇x̃H̃ = 0,

p
(

− p̃ − β̃k + p̃0

)
− µ3

(
µ̃3

(
U

L
∂ỹũ+ V L

L2 ∇x̃υ̃

))
· ∇x̃H̃

+2µ3V

L
µ̃3∂ỹυ̃ + λU

L
λ̃divx̃

(
ũ
)

+ λV

L
λ̃∂ỹ

(
υ̃
)

= 0.

(44)

Et les éléments de la condition au fond du système (19) s’écrivent aussi :

µ1

(
1+|∇xb|2I2−∇xb∇xbt

)
Dx(u)∇xb = µ1µ̃1

((
1+
∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )I2−L2

L2 ∇x̃b̃∇x̃b̃t
)

UL2

L2 Dx̃
(
ũ
)
∇x̃b̃,

µ2

((
1+|∇xb|2

)
I2−∇xb∇xbt

)(
∂x3u+∇xu3

)
= µ2µ̃2

((
1+
∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )I2−L2

L2 ∇x̃b̃∇x̃b̃t
)(

U

L
∂ỹũ+V

L
∇x̃υ̃

)
,

µ3

((
∂x3u + ∇xu3

)
· ∇xb

)
∇xb = µ3µ̃3

((
U

L
∂ỹũ + V

L
∇x̃υ̃

)
· L

L
∇x̃b̃

)
L

L
∇x̃b̃,
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2µ3∂x3u3∇xb = 2µ3µ̃3
V

L
∂ỹυ̃∇x̃b̃,

(
1 + |∇xb|2

)3/2
 K1(u)

K2(u)

 =
(

1 +
∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )3/2
KU

 K̃1(ũ)

K̃2(ũ)

 ,

µ3|∇xb|2
(

∂x3u + ∇xu3

)
· ∇xb = µ3µ̃3

∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 (U

L
∂ỹũ + V L

L2

)
· ∇x̃b̃,

µ3 |∇xb|2 ∂x3u3 = µ3µ̃3

∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 V

L
∂ỹυ̃,

µ2

(
∂x3u + ∇xu3

)
· ∇xb = µ2µ̃2

(
U

L
∂ỹũ + V

L
∇x̃υ̃

)
· L

L
∇x̃b̃,

µ1

(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb = µ1µ̃1

(
L2U

L3 Dx̃(ũ)∇x̃b̃

)
· ∇x̃b̃,

(
1 + |∇xb|2

)3/2
K3(u) =

(
1 + |L

L
∇x̃b̃|2

)3/2
K3V K̃3(υ̃).

D’où les conditions au fond sont données par

−µ1UL

L2 µ1

((
1 +

∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )I2 − L2

L2 ∇x̃b̃∇x̃b̃t
)

Dx̃(ũ)∇x̃b̃

+µ2

((
1 +

∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )I2 − L2

L2 ∇x̃b̃∇x̃b̃t
)(

U

L
∂ỹũ + V

L
∇x̃υ̃

)

−µ3µ3

((
LU

L2 ∂ỹũ + V L2

L3 ∇x̃υ̃

)
· ∇x̃b̃

)
∇x̃b̃ + 2V µ3

L
µ3∂ỹυ̃∇x̃b̃

=
(

1 +
∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )
3
2
KU

 K1(ũ)

K2(ũ)

 ,

−µ3µ3|∇x̃b̃|2
(
L2U

L3 ∂ỹũ + L3V

L2 ∇x̃υ̃

)
· ∇x̃b̃ + 2LV µ3

L2 µ3|∇x̃b̃|2∂ỹυ̃

+µ2
L

L
µ2

(
U

L
∂ỹũ + V

L
∇x̃υ̃

)
· ∇x̃b̃

−µ1
UL2

L3 µ1

(
Dx̃

(
ũ

)
∇x̃b̃

)
· ∇x̃b̃

=
(

1 +
∣∣∣∣LL∇x̃b̃

∣∣∣∣2 )
3
2
.

(45)
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On a :

√
1 + |∇xb|2u · nb =

√
1 + |∇xb|2u · 1√

1 + |∇xb|2

 ∂x1b
∂x2b
−1

 = u · ∇xb − υ.

D’où
u · ∇xb − υ = UL

L
ũ · ∇x̃b̃ − V υ̃ et ∂tb = L

T
∂t̃b̃.

Alors, la condition de la variation du lit (21) s’écrit :

L

T
∂t̃b̃ + UL

L
ũ

(
t̃, x̃, b̃

)
· ∇x̃b̃ − V υ̃

(
t̃, x̃, b̃

)
= SS̃. (46)

En utilisant la définition des nombre sans dimension (42), en fixant ρp = ρ en
omettant le .̃ en multipliant l’équation de masse du système (43) par T, l’équation
de quantité de mouvement pour u du système (43) par T

ρU
, l’équation de quantité

de mouvement pour ϑ du système (43) par T

ρU
, nous obtenons une version sans

dimension du système (40) où les éléments sont donnés comme suit :

1
T

∂tρ × T = ∂tρ,
U

L
divx

(
ρu
)

× T = divx
(
ρu
)

car T = L

U
,

V

L
∂y
(
ρυ
)

= ∂y
(
ρυ
)

car
L

V
= L

U
,

ρU

T
∂t

(
ρu

)
× T

ρU
= ∂t

(
ρu

)
,

ρU2

L
divx

(
ρu ⊗ u

)
× T

ρU
= UT

L
divx

(
ρu ⊗ u

)
= divx

(
ρu ⊗ u

)
,

ρUV

L
∂y

(
ρυu

)
× T

ρU
= V T

L
∂y

(
ρυu

)
= ∂y

(
ρυu

)
,

∇x

(
p

L
p + ρθ

L
ρs

)
× T

ρU
= ∇x

(
p

ρU2 p + θT2

L2

)
= ∇x

(
p + θT2

L2 ρs

)
,

µ1U

L2 divx

(
µ1Dx(u)

)
× T

ρU
= µ1

ρUL

UT

L
divx

(
µ1Dx(u)

)
= 1

Re1
divx

(
µ1Dx(u)

)
,

µ2U

L
∂y

(
µ2∂yu

)
× T

ρU
= µ2

ρU
×UT

L2 ∂y

(
µ2∂yu

)
= µ2

ρU
× U3T

V 2L2 ∂y

(
µ2∂yu

)
= 1

Re2ε2 ∂y

(
µ2∂yu

)
,

µ2V

LL
∂y

(
µ2∇xυ

)
× T

ρU
= µ2

ρUL
× V T

L
∂y

(
µ2∇xυ

)
= 1

Re1
∂y

(
µ2∇xυ

)
,
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λU

L2 ∇x

(
λdivx(u)

)
× T

ρU
= λ

ρUL

UT

L
∇x

(
λdivx(u)

)
= 1

Reλ
∇x

(
λdivx(u)

)
,

λV

LL
∇x

(
λ∂yυ

)
× T

ρU
= λ

ρUL
× V T

L
∇x

(
λ∂yυ

)
= 1

Reλ
∇x

(
λ∂yυ

)
,

ρV

T
∂t

(
ρυ

)
× T

ρV
= ∂t

(
ρυ

)
,

ρUV

L
divx

(
ρuυ

)
× T

ρV
= UT

L
divx

(
ρuυ

)
= divx

(
ρuυ

)
,

ρV 2

L
∂y

(
ρυ

)
× T

ρV
= V T

L
∂y

(
ρυ

)
= ∂y

(
ρυ

)
,

∂y

(
pp

L
+ρθ

L
ρs

)
× T

ρV
= ∂y

(
U2T

LV
p+ θT

LV
ρs

)
= ∂y

(
U2

V 2 p+θT2

L2 ρs

)
= ∂y

( 1
ε2 p+θT2

L2 ρs

)
,

gρρ × T

ρV
= gT

U2 × U2

V
ρ = gL

U2
U2

V 2 ρ = 1
ε2

1
Fr2 ρ,

µ3U

LL
divx

(
µ3∂yu

)
× T

ρV
= µ3

ρLU

UL

V L
divx

(
µ3∂yu

)
= 1

Re3ε2 divx

(
µ3∂yu

)
,

µ3V

L2 divx

(
µ3∇xυ

)
× T

ρV
= µ3

ρUL
divx

(
µ3∇xυ

)
= 1

Re3
divx

(
µ3∇xυ

)
,

µ3V

L2 ∂y

(
µ3∂yυ

)
× T

ρV
= µ3

ρ

T

T2V 2 ∂y

(
µ3∂yυ

)
= µ3

ρL

U

LU2ε2 ∂y

(
µ3∂yυ

)
= 1

Re3ε2 ∂y

(
µ3∂yυ

)
,

λU

LL
∂y

(
λdivx(u)

)
T

ρV
= λ

ρUL

UL

V L
∂y

(
λdivx(u)

)
= 1

Reλ

1
ε2 ∂y

(
λdivx(u)

)
,

λV

L2 ∂y

(
λ∂yυ

)
T

ρV
= λ

ρ

T

T2V 2 ∂y

(
λ∂yυ

)
= λ

ρUL

U

Uε2 ∂y

(
λ∂yυ

)
= 1

Reλε2 ∂y

(
λ∂yυ

)
.
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D’où le système (40) devient :

∂tρ + divx
(
ρu
)

+ ∂y
(
ρυ
)

= 0,

∂t
(
ρu
)

+ divx
(
ρu ⊗ u

)
+ ∂y

(
ρυu

)
+ ∇x

(
p(ρ) + θT2

L2 ρs

)
=

1
Re1

divx

(
µ1Dx(u)

)
+ 1

Re2
∂y

(
µ2

( 1
ε2 ∂yu + ∇υ

))
+ 1

Reλ
∇x

(
λdiv(u)

)
,

∂t
(
ρυ
)

+ divx
(
ρuυ

)
+ ∂y

(
ρυ2)+ ∂y

( 1
ε2 p(ρ) + θT2

T2 ρs

)
= − 1

ε2
1

F 2
r

ρ

+ 1
Re3

divx

(
µ3

( 1
ε2 ∂yu + ∇xυ

))
+ 2

ε2Re3
∂

(
µ3∂yυ

)

+ 1
ε2Reλ

∂y

(
λdiv(u)

)
.

(47)

En multipliant la première équation du système (44) par L

p̄L et la seconde par 1
p̄ on

obtient les éléments de la condition de surface libre comme suit :

pL

L

(
p + βκ − p0

)
∇xH

L

pL
=
(

p + βκ − p0

)
,

µ1UL

L2 µ1Dx(u)∇xH
L

pL
= µ1

ρUL
µ1Dx(u)∇xH = 1

Re1
µ1Dx(u)∇xH,

µ2
L

pL

(
µ2

(
U

L
∂yu+V

L
∇xυ

))
= µ2

ρUL

L2

UL

(
µ2

(
U

L
∂yu+V

L
∇xυ

))
= 1

Re2

(
µ2

( 1
ε2 ∂yu+∇xυ

))
,

λUL

L2
L

pL
= λ

LρU
λdiv(u)∇xH = 1

Reλ
λdiv(u)∇xH,

λV

L

L

pL
λ∂y(υ)∇xH = λ

LUρ

V L

UL
λ∂υ∇xH = 1

Reλ
λ∂y(υ)∇xH,

µ3
1
p

(
µ3

(
U

L
∂yu+ V

L2L∇xυ

))
·∇xH = µ3

ρUL
µ3

(
∂yu+V L

UL
∇xυ

)
·∇xH = 1

Re3
µ3

(
∂yu+ε2∇xυ

)
·∇xH,

µ3V

L

1
p

µ3∂y(υ) = µ3V

TV U2ρ
µ3∂y(υ) = 1

Re3
µ3∂y(υ),

λU

L

1
p

λdiv(u) = λU

ρU2L
λdiv(u) = 1

Reλ
λdiv(u),

λV

L

1
p

λ∂y(υ) = λUε

εLρu2 λ∂y(υ) = 1
Reλ

λ∂y(υ).
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D’où la condition de surface libre est donné par

(
p + βκ − po

)
∇xH − F 2

r

Re1
µ1Dx(u)∇xH

+ F 2
r

Re2

(
µ2

( 1
ε2 ∂yu + ∇xυ

))
− F 2

r

εReλ
λdivx(u)∇xH

− F 2
r

Reλ
λ∂y(υ)∇xH = 0,

(
− p − βκ + p0

)
− F 2

r

Re3

(
µ3

(
∂yu + ε2∇xυ

))
· ∇xH

+2 F 2
r

Re3
µ3∂yυ + F 2

r

Reλ
λ

(
divx(u) + ∂y(υ)

)
= 0.

(48)

Et en multipliant la première équation du système (45) par L

ρU2L
, la dernière

équation du même système par 1
ρU2 , les éléments de la condition au fond sont donnés

comme suit :
µ1UL

L2 µ1
L

ρU2L

((
1 +

∣∣∣∣LL∇xb

∣∣∣∣2 )I2 − L2

L2 ∇xb∇xbt
)

Dx(u)∇xb = µ1
ρUL

µ1

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xbt
)

Dx(u)∇xb

= µ1
Re1

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xbt
)

Dx(u)∇xb,

µ2µ2L

ρU2L

((
1 +

∣∣∣∣LL∇xb

∣∣∣∣2 )I2 − L2

L2 ∇xb∇xbt
)(

U

L
∂yu + V

L
∇xυ

)
= µ2µ2

V

L

L

ρU2L

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xbt
)(

UL

V L
∂yu + ∇xυ

)
= µ2U

ρU2T

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xbt
)( 1

ε2 ∂yu + ∇xυ

)
= µ2

Re2

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xbt
)( 1

ε2
∂yu + ∇xυ

)
,

µ3µ3L

ρU2L

((
LU

L2 ∂yu + V L2

L3 ∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb = µ3µ3L

ρU2L

LU

L2

((
∂yu + V L2L2

L2LU
∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb

= µ3µ3
ρUL

((
∂yu + ε2∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb

= µ3
Re3

((
∂yu + ε2∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb,
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V µ3L

LρU2L
µ3∂yυ∇xb = V µ3

ρU2L
µ3∂yυ∇xb

= µ3
ρU2T

µ3∂yυ∇xb

= 1
Re3

µ3∂yυ∇xb,

(
1 +

∣∣∣∣∣LL∇xb

∣∣∣∣∣
2 )3/2

L

ρU2L
.KU

 K1(u)

K2(u)

 =
(

1 + ε2|∇xb|2
)3/2

LK

ρUL

 K1(u)

K2(u)



=
(

1 + ε2|∇xb|2
)3/2

 K1(u)

K2(u)


avec K = ρUL

L
,

µ3µ3

ρU2 |∇xb|2
(
L2U

L3 ∂yu+ L3V

L2 ∇xυ

)
· ∇xb = µ3

ρUL
µ3|∇xb|2

(
L2

L2∂yu+ L3V

LU
∇xυ

)
· ∇xb

= µ3

Re3
|∇xb|2

(
ε2∂yu+ ε4∇xυ

)
· ∇xb,

LV µ3
L2ρU2µ3|∇xb|2∂yυ = µ3

ρUL

LV

UL
µ3|∇xb|2∂yυ

= µ3

Re3
ε2|∇xb|2∂yυ,

µ2L

LρU2µ2

(
U

L
∂yu+ V

L
∇xυ

)
· ∇xb = µ2

ρUL

L

U
µ2

(
U

L
∂yu+ V

L
∇xυ

)
· ∇xb

= µ2

Re2

(
∂yu+ LV

UL
∇xυ

)
· ∇xb

= µ2

Re2

(
∂yu+ ε2∇xυ

)
· ∇xb,

µ1UL
2

L2ρU2 µ1

(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb = µ1

ρUL

L2

L
µ1

(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb

= µ1

Re1
ε2
(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb,
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(
1 + |L

L
∇xb|2KV K3(υ) 1

ρU2 =
(

1 + ε2|∇xb|2
)3/2

KV

ρU2K3(υ)

= ρUL

L

V

ρU2K3(υ)

= LV

LU

(
1 + ε2|∇xb|2

)3/2

K3(υ)

= ε2
(

1 + ε2|∇xb|2
)3/2

K3(υ).

Ainsi, la condition au fond est donnée par

− µ1

Re1

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2 − ε2∇xb∇xb

t

)
D(u)∇xb

+ µ2

Re2

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2 − ε2∇xb∇xb

t

)(
1
ε2∂yu+ ∇xυ

)

− µ3

Re3

((
∂yu+ ε2∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb+ 2 1

Re3
µ3∂yυ∇xb

=
(

1 + υ2|∇xb|2
) 3

2


K1(u)

K2(u)

 ,

− µ3

Re3
|∇xb|2

(
ε2∂yu+ ε4∇xυ

)
· ∇xb+ 2ε2 µ3

Re3
|∇xb|2∂yυ

+ µ2

Re2

(
∂yu+ ε2∇xυ

)
∇xb

−ε2 µ1

Re1

(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb

= ε2
(

1 + ε2|∇xb|
) 3

2

K(υ).

(49)

En multipliant l’équation (46) par T

L
on aura :

L

T
∂tb

T

L
= ∂tb,

UL

L

T

L
u · ∇xb = u · ∇xb,

V
T

L
υ = υ, SST

L
= SS

V
= SS
εU

.
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Alors, la condition de la variation du lit est donné par

∂tb+ u
(
x, t, b

)
· ∇x − υ

(
t, x, b

)
= S
εU

S. (50)

On sait que
√
θ ≈ U or U = L

T
⇒ θ ≈ L2

T2 .

D’où, on a (
θT2

L2 = ε2
)

et

(
θT2

L2 = 1
)
. (51)

Lorsqu’on remplace (51) dans le système (47), on obtient

∂tρ+ divx(ρu) + ∂y(ρυ) = 0,

∂t

(
ρu
)

+ divx

(
ρu⊗ u

)
+ ∂y

(
ρυu

)
+ ∇x

(
p(ρ) + ε2ρs

)
=

1
Re1

divx

(
µ1Dx(u)

)
+ 1
Re2

∂y

(
µ2

(
1
ε2∂yu+ ∇υ

))
+ 1
Reλ

∇x

(
λdiv(u)

)
,

∂t

(
ρυ
)

+ divx

(
ρuυ

)
+ ∂y

(
ρυ2

)
+ ∂y

(
1
ε2 p(ρ) + ρs

)
= − 1

ε2
1
F 2

r

ρ

+ 1
Re3

divx

(
µ3

(
1
ε2∂yu+ ∇xυ

))
+ 2
ε2Re3

∂
(
µ3∂yυ

)

+ 1
ε2Reλ

∂y

(
λdiv(u)

)
.

(52)

Analyse asymptotique

Soit le régime asymptotique suivant

µi

Rei

= εi−1νi(ρ), i = 1, 2, 3 et
λ(ρ)
Reλ

= ε2γ(ρ). (53)
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Maintenant on introduit (53) dans (50), (48) et (49) :
pour le système (50) on obtient

∂tρ+ divx(ρu) + ∂y(ρυ) = 0,

∂t(ρu) + divx

(
ρu⊗ u

)
+ ∂y

(
ρυu

)
+ ∇xp(ρ) + ε2∇xρs = divx

(
ν1Dx(u)

)

+1
ε
∂y

(
ν2
(
∂yu

)
+ ε∂y

(
ν2∇xυ

))
+ ε2∇x

(
γdiv(u)

)
,

∂t

(
ρυ
)

+ divx

(
ρuυ

)
+ ∂y

(
ρυ2

)
+ ∂y

(
1
ε2 p(ρ)

)
+ ∂yρs =

− 1
ε2F 2

r

ρ+ divx

(
ν3∂yu

)
+ 2∂y

(
ν3∂yυ

)
+ ∂y

(
γdivx(u)

)
+ ε2divx

(
ν3∇xυ

)
.

(54)

Les conditions à la surface libre (48) deviennent

(
p + βκ− p0

)
∇xH − ν1Dx(u)∇xH + ν2

(
1
ε
∂yu+ ε∇xυ

)

−ε2γdivx(u)∇xH − ε2γ∂y(υ)∇xH = 0,
(

− p − ακ+ p0

)
− ε2ν3

(
∂yu+ ε2∇xυ

)
· ∇xH

+2ε2ν3∂yυ + ε2γ

(
divx(u) + ∂y(υ)

)
= 0

(55)

et les conditions au fond (49) donnent le système suivant

−2ν1

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2 − ε2∇xb∇xb

t

)
Dx(u) · ∇xb+ ν2

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2

−ε2∇xb∇xb
t

)
·
(

1
ε
∂yu+ ε∇xυ

)
− ε2ν3

((
∂yu+ ε2∇xυ

)
· ∇xb

)
∇xb

+2ε2ν3∂yυ∇xb =
(

1 + ε2|∇xb|2
)3/2

 K1(u)

K2(u)

 ,

−ε2ν3|∇xb|2
(
ε2∂yu+ ε4∇xυ

)
· ∇xb+ 2ε4ν3|∇xb|2∂yυ + εν2

(
∂yu+ ε2∇xυ

)
· ∇xb

−ε2ν1

(
Dx(u)∇xb

)
· ∇xb = ε2

(
1 + ε2|∇xb|2

)3/2

K3(υ).

(56)
On écrit maintenant le développement asymptotique des quantités u, p, υ et ρ
c’est-à-dire sous la forme :

u = u0 +εu1, ρ = ρ0 +ερ1, υ = υ0 +ευ1, p = p0 +εp1, h = h0 +εh1. (57)
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Par la suite, on introduit (57) dans (54), (55) et (56).
En le faisant, on a pour le système (54) :

∂t

(
ρ0 + ερ1

)
+ divx

((
ρ0 + ερ1

)(
u0 + εu1

))
+ ∂y

((
ρ0 + ερ1

)(
υ0 + ευ1

))
= 0,

∂t

((
ρ0 + ερ1

)(
u0 + εu1

))
+ divx

((
ρ0 + ερ1

)(
u0 + εu1

)
⊗
(
u0 + εu1

))

+∂y

((
ρ0 + ερ1

)(
υ0 + ευ1

)(
u0 + εu1

))
+ ∇x

(
1

4Fr2

(
h0 + εh1

)(
ρ0 + ερ1

)2
+ ε2ρs

)

= divx

(
ν1Dx

(
u0 + εu1

))
+ ε2∇x

(
γdiv

(
u0 + εu1

))
v

1
ε
∂y

(
ν2∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε∂y

(
ν2∇x

(
υ0 + ευ1

)))
,

∂t

((
ρ0 + ερ1

)(
υ0 + ευ1

))
+ divx

((
ρ0 + ερ1

)(
u0 + εu1

)(
υ0 + ευ1

))

+∂y

((
ρ0 + ερ1

)(
υ0 + ευ1

)2
)

+ ∂y

(
1
ε2

1
F 2

r

(
h0 + εh1

)(
ρ0 + ερ1

)2
)

+ ∂y

(
ρ0

s + ερ1
s

)

= − 1
ε2F 2

r

(
ρ0 + ερ1

)
+ divx

(
ν3∂y

(
u0 + εu1

))
+ 2∂y

(
ν3∂y

(
υ0 + ευ1

))

+∂y

(
γdivx

(
u0 + εu1

))
+ ε2divx

(
ν3∇x

(
υ0 + ευ1

))
.

(58)

Les conditions à la surface libre (55) deviennent

(
1

4Fr2

(
h0 + εh1

)(
ρ1 + ερ1

)2
+ βκ− p0

)
∇xH − ν1Dx

(
u0 + εu1

)
∇xH

+ν2

(
1
ε
∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε∇x

(
υ0 + ευ1

))
− ε2γdivx

(
u0 + εu1

)
∇xH

−ε2γ∂y

(
υ0 + ευ1

)
∇xH = 0,

(
− 1

4Fr2

(
h0 + εh1

)
− ακ+ p0

)
− ε2ν3

(
∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε2∇x

(
υ0 + ευ1

))
· ∇xH

+2ε2ν3∂y

(
υ0 + ευ1

)
+ ε2γ

(
divx

(
u0 + εu1

)
+ ∂y

(
υ0 + ευ1

))
= 0

(59)
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et les conditions au fond (56) fournissent le système suivant

−2ν1

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2 − ε2∇xb∇xb

t

)
·Dx

(
u0 + εu1

)
· ∇xb

+ν2

((
1 + ε2|∇xb|2

)
I2 − ε2∇xb∇xb

t

)
·
(

1
ε
∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε∇x

(
υ0 + ευ1

))

−ε2ν3

((
∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε2∇x

(
υ0 + ευ1

))
· ∇xb

)
∇xb

+2ε2ν3∂y

(
υ0 + ευ1

)
∇xb =

(
1 + ε2|∇xb|2

)3/2


K1

(
u0 + εu1

)

K2

(
u0 + εu1

)
 , ,

−ε2ν3|∇xb|2
(
ε2∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε4∇x

(
υ0 + ευ1

))
· ∇xb

+2ε4ν3|∇xb|2∂y

(
υ0 + ευ1

)
+ εν2

(
∂y

(
u0 + εu1

)
+ ε2∇x

(
υ0 + ευ1

))
· ∇xb

−ε2ν1

(
Dx

(
u0 + εu1

)
∇xb

)
· ∇xb = ε2

(
1 + ε2|∇xb|2

)3/2

K3

(
υ0 + ευ1

)
.

(60)
Après, on fait une identification suivant les puissances du paramètre ε.

A l’ordre ε−2 :

l’équation (58) donne,

h0

4Fr2∂y

(
ρ0
)2

= − 1
Fr2ρ

0 =⇒ h0

4 ∂y

(
ρ0
)2

= −ρ0.

D’où, on a :

h0

4 ∂y

(
ρ0
)2

= −ρ0 =⇒ 2h
0

4 ρ
0∂yρ

0 = −ρ0

=⇒ h0∂yρ
0 = −2

=⇒ h0ρ0 = −2[y]HZ

=⇒ h0ρ0 = −2
(
H − Z

)
.

A l’ordre ε−1 :

l’équation (58) donne,

∂y

(
ν2∂yu

0
)

= 0,
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l’équation (59) donne,

ν2∂yu
0 = 0 en y = H0,

A l’ordre ε0 :

l’équation (58) devient,

∂tρ
0 + divx

(
ρ0u0

)
+ ∂y

(
ρ0υ0

)
= 0,

∂t

(
ρ0u0

)
+ divx

(
ρ0u0 ⊗ u0

)
+ ∂y

(
ρ0υ0u0

)
+ ∇xp

(
ρ0
)

= divx

(
ν1Dx

(
u0
))

+∂y

(
ν2∂yu

1
)
,

h0ρ0
(
t, x, y

)
= 2

(
H − y

)
,

(61)
l’équation (59) devient,

(
p+ βκ− p0

)
∇xH − ν1Dx(u0)∇xH +

(
ν2∂yu

1
)

= 0,

(
− p− βκ+ p0

)
= 0,

(62)

l’équation (60) donne,
−2ν1Dx

(
u0
)
∇xb+ ν2∂yu

1 =

 K1(u0)

K2(u0)

 ,
ν2∂yu

1∇xb = 0.

(63)

Et l’équation de continuité donne, en posant S̄ = εU ,

∂tb
0 + U0

(
t, x, b0

)
· ∇xb

0 − υ0
(
t, x, b0

)
= S.

Ainsi, en omettant la puissance zéro, à l’ordre principal, on obtient notre modèle
asymptotique donné par :

∂tρ+ divx

(
ρu
)

+ ∂y

(
ρυ
)

= 0,

∂t

(
ρu
)

+ divx

(
ρu⊗ u

)
+ ∂y

(
ρυu

)
+ ∇xp(ρ) = divx

(
ν1Dx(u)

)
+∂y

(
ν2∂yu

1
)
,

hρ
(
t, x, y

)
= 2

(
H − y

)
.

(64)
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En posant κ = p0 = 0, la condition au niveau de la surface libre se réduit à :
−ν1Dx(u)∇xH +

(
ν2∂yu

1
)

= 0,

∇x

(
hρ
)

= 0
(65)

et la condition au fond s’écrit :
−ν1Dx(u)∇xb+ ν2∂yu

1 =

 K1(u)

K2(u)

 ,
∂tb+ u(t, x, b) · ∇xb− υ(t, x, b) = S.

(66)

Les équations proches des équations Saint-Venant-Exner sont alors obtenues
en posant S = 0.

Intégration suivant la verticale

Le modèle de sédimentation est obtenu en faisant une moyennisation suivant
la verticale du système (64) tout en utilisant les conditions aux limites (65)-(66).
A cette fin, pour toute fonction f , on note sa valeur moyenne verticale par

h(t, x)f̄ (t, x) =
∫ H

b
f dy.

On note que l’équation hydrostatique nous permet d’avoir hρ = 2
(
H − y

)
.

Par la suite, on en déduit :∫ H

b
ρ dy = 1

h

∫ H

b
hρ dy = 2

h

∫ H

b

(
H − y

)
dy = h. (67)

c’est-à-dire :∫ H

b
ρdy = 1

h

∫ H

b
hρdy = 2

h

∫ H

b
(H − y)dy

= 2
h

(
[Hy]Hb − 1

2[y2]Hb
)

= 2
h

(
H
(
H − b

)
− 1

2
(
H − b

)(
H + b

))
= 2H − (H + b) = H − b = h.

Ainsi, la pression moyenne s’écrit :∫ H

b
hρ2 dy = 4

3h
2 (68)
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i.e : ∫ H

b
hρ2dy = 1

h

∫ H

b
h2ρ2dy = 4

h

∫ H

b

(
H − y

)2
dy

= 4
h

∫ H

b

(
H2 − 2Hy + y2

)
dy

= 4
h

(
H
(
H − b

)
−H

(
H2 − b2

)
+ 1

3
(
H3 − y3

))

= 4
h

(
H2h−Hh

(
H + b

)
+ 1

3h
(
H2 +Hb+ b2

))

= −4Hb+ 4
3H

2 + 4
3Hb+ 4

3b
2 = 4

3H
2 + 4

3b
2 − 8

3Hb

= 4
3
(
H − b

)2
= 4

3h
2.

Ensuite, en utilisant :
• La formule de Leibniz qui est donnée par :

d

dt

∫ b(t)

a(t)
f
(
x, t

)
dx =

∫ (t)

a(t)

∂f
(
x, t

)
∂t

dx− f
(
a(t), t

)da
dt

+ f
(
b(t), t

)db
dt
,

• les conditions aux limites (65)-(66),
• u = ū+ O(ε),
• l’équation (67).
On obtient, les éléments de l’équation de la masse moyenne suivant la verticale
qui sont donnés comme suit :

∫ H(t,x)

b(t,x)
∂tρdy = ∂t

∫ H(t,x)

b(t,x)
ρdy − ρ∂tH + ρ∂tb

= ∂th− ρ∂tH + ρ∂tb, (69)

∫ H(t,x)

b(t,x)
divx(ρu)dy = divx

(∫ H(t,x)

b(t,x)
ρudy

)
− ρu∇xH + ρ∇xb

= divx(hu) − ρu∇xH + ρu∇xb, (70)

∫ H(t,x)

b(t,x)
∂y(ρυ)dy = ∂y(hυ) − ρυ∂yH + ρυ∂yb

= ∂y(hυ). (71)

Et en les additionnant, on obtient

(69) + (70) + (71) = ∂th− ρ∂tH + ρ∂tb+ divx(hu) − ρu∇xH + ρu∇xb+ ∂y(hυ)

= ∂th+ div(hu) − ρ

(
∂tH + u∇xH

)
+ ρ

(
∂tb+ u∇xb

)
= ∂th+ div(hu).

D’où l’équation de la masse moyenne devient

∂th+ div(hu) = 0. (72)
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De la même manière, l’intégration de l’équation de la quantité de mouvement
suivant l’horizontal du système (64) pour b ⩽ z ⩽ H donne :

∫ H(t,x)

b(t,x)
∂t(ρu) = ∂t

(∫ H(t,x)

b(t,x)
ρudy

)
− ρu∂tH + ρu∂tb

= ∂t(hu) − ρu∂tH + ρu∂tb, (73)

∫ H(t,x)

b(t,x)
divx

(
ρu⊗ u

)
dy = divx

(∫ H(t,x)

b(t,x)
ρu⊗ udy

)
− ρu⊗ u∇xH + ρu⊗ u∇xb

= divx

(
hu⊗ u

)
− ρu⊗ u∇xH + ρu⊗ u∇xb, (74)

∫ H(t,x)

b(t,x)
∂y

(
ρυu

)
dy = ∂y

(∫ H(t,x)

b(t,x)
ρυudy

)
− ρυu∂yH + ρυu∂yb

= ∂y

(
hυu

)
, (75)

∫ H(t,x)

b(t,x)

1
4F 2

r

∇x

(
hρ2

)
dy = 1

4F 2
r

∇x

(∫ H(t,x)

b(t,x)
hρ2dy

)
− 1

4F 2
r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb

= 1
4F 2

r

4
3∇x

(
h2
)

− 1
4F 2

r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb

= 1
3F 2

r

∇xh
2 − 1

4F 2
r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb, (76)

∫ H(t,x)

b(t,x)
divx

(
ν1Dx(u)

)
dy = divx

(∫ H(t,x)

b(t,x)
ν1Dx(u)dy

)
− ν1Dx(u)∇xH + ν1Dx(u)∇xb

= divx

(
ν1hDx(u)

)
− ν1Dx(u)∇xH + ν1Dx(u)∇xb,

(77)

∫ H(t,x)

b(t,x)
∂y

(ν2

ε
∂yu

1
)
dy = ∂y

(∫ H(t,x)

b(t,x)

ν2

ε
∂yu

1dy

)
− ν2

ε
∂yH + ν2

ε
∂yu

1∂yb

= ∂y

(
h
ν2

ε
∂yu

1
)
. (78)

En faisant la somme de (73), (74), (75), (76), (77) et (78) on a :

∂t

(
hu
)

− ρu∂tH + ρu∂tb+ ∂y

(
hυu

)
+divx

(
hu⊗ u

)
− ρu⊗ u∇xH + ρu⊗ u∇xb

+ 1
3F 2

r

∇xh
2 − 1

4F 2
r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb

= divx

(
ν1hDx(u)

)
− ν1Dx(u)∇xH

+ν1Dx(u)∇xb+ ∂y

(
h
ν2

ε
∂yu

1
)
.
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En utilisant les conditions limites (65)-(66), et u = u+ O(ε), on a :

∂t(hu) + divx(hu⊗ u) + ∂y(hυu) + 1
3F 2

r

∇xh
2

−ρu
(
∂tH + u∇xH

)
+ ρu

(
∂tb+ u∇xb

)

− 1
4F 2

r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb

= divx

(
ν1hDx(u)

)
− ν2

ε
∂yu

1

+ν2

ε
∂yu

1 −

 K1(u)

K2(u)

 .
Après simplification, on a :

∂t(hu) + div
(
hu⊗ u

)
+ 1

3F 2
r

∇xh
2

− 1
4F 2

r

hρ2∇xH + 1
4F 2

r

hρ2∇xb

= divx

(
ν1hDx(u)

)
−

 K1(u)

K2(u)

 .
Or

hρ
(
t, x, y

)
= 2

(
H − y

)
⇒ hρ2 = 2

(
H − y

)
ρ.

Lorsque
y = H alors hρ2 = 0

et lorsque

y = b alors hρ2 = 2(H − b)ρ = 2hρ = 2
(

2(H − b)
)

= 4h.

Nous obtenons finalement pour la quantité de mouvement :

∂t(hu) + div
(
hu⊗u

)
+ 1

3F 2
r

∇h2 = − h

F 2
r

∇b+ div
(
hD(u)

)
−

 K1(u)

K2(u)

 . (79)

Pour en revenir aux variables physiques, le modèle présenté de type Saint-
Venant-Exner se lit comme suit :

∂th+ div
(
hu
)

= 0,

∂t

(
hu
)

+ div
(
hu⊗ u

)
+ gh∇

(
h

3 + b

)
= div

(
hD(u)

)
−

 K1(u)

K2(u)

 ,
∂tb+ u · ∇xb = υ.

(80)

Remarque III.2

• Si on pose υ−u ·∇xb = div

(
αhu|u|k −βν∇bI

)
, on aura le fond de Zabsonré.

• Si on pose υ − u · ∇xb = div(hu), on aura le fond de Grass.
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Conclusion
Nous avons présenté une méthode nous permettant d’obtenir un modèle de
Saint-Venant-Exner avec une équation de transport par charriage.
Ce modèle est obtenu par une moyennisation suivant la verticale des équations
de Navier-Stokes compressibles aux quelles nous avons ajouté d’autres équations
obtenues à partir de l’équation de Vlasov.
Toutefois, ce travail nous a permis d’obtenir les équations de Saint-Venant-
Exner mais il serait pertinent d’étendre cette étude pour trouver l’expression
de la vitesse verticale au fond à partir de l’équation de Vlasov.
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