UNIVERSITE ASSANE SECK DE ZIGUINCHOR

U.F.R DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de Master

DOMAINE : SCIENCES ET TECHNOLOGIES
MENTION : MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS
SPECIALITE : MATHEMATIQUES PURES

OPTION : ALGEBRE

Theme : Produit semi-direct d’algebres de
H-dimodules déformées

Présenté par : Azize MANGA

Sous la direction de:

Devant le jury ci-apres :

Thomas GUEDENON

Prénom(s) et Nom Grade Qualité Etablissement
Marie Salomon SAMBOU | Professeur titulaire Président du jury UASZ
Thomas GUEDENON Professeur Assimilé Directeur UASZ
Moussa FALL Maitre de Conf. Assimilé | Examinateur UASZ
Christophe Lopez NANGO | Docteur Examinateur UASZ

Année universitaire : 2020—2021




Produit semi-direct d’algebres de
H-dimodules déformées

Azize MANGA

19 Mars 2022



Table des matiéeres

Table des matiéres
INTRODUCTION . . . o s s s,

1 ALGEBRE ET COALGEBRE
1.1 COALGEBRE . ... ... ...
1.1.1  Algebre . . . . . . . e
1.1.2  Morphisme d’algebres . . . . . . . ..o
1.1.3 Coalgebre . . . . . ...
1.1.4  Notation de Sweedler-Heyneman . . . . . . .. ... ... ... ..
1.1.5  Produit tensoriel de coalgebres . . . . . . .. .. ... ...
1.1.6 Morphisme de coalgebres . . . . . . .. ..o
1.1.7 Bialgebre . . . . . ..
1.1.8 Morphisme de bialgebres . . . . . . ...
1.2 ALGEBREDE HOPF . . . ... ... ... ... ..............
1.2.1  Produit de convolution . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.2  Formule de 'antipode . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
1.2.3  Produit tensoriel de H—modules . . . . .. ... ... ... ....
1.3 ALGEBRE DE H-MODULE . . ... ... .................
1.3.1 Produit Semi-direct . . . . . .. .. ..o

2 COMODULEet ALGEBRE DE H-COMODULE
2.1 MODULE . . . . .
2.1.1 Module sur une algebre . . . . .. ..o L
2.1.2  Morphisme de A-modules . . . ... ... L
2.2 COMODULE SUR UNE COALGEBRE . . ... ... ... ... .....
2.2.1 Notation de Sweedler pour les comodules . . . . . . . ... ... ..
2.2.2  Morphisme de comodules . . . . .. . ... Lo
2.2.3 Produit tensoriel de comodules . . . . ... ... L.
2.3 MODULE DE HOPF RELATIF . . . . . . . . . .. ... ... ... ....
2.3.1 Algebre de H-comodule . . . . . ... ... ... ... .......

3 ALGEBRE DE H-DIMODULES DEFORMEES
3.1 H-DIMODULES . . . . . o
3.2 ALGEBRE DE H-DIMODULES . . . . . . . i
3.3 ALGEBRE DE H-DIMODULES DEFORMEES . . . .. ... ......
3.3.1 Structure d’algebre du produit semi-direct d’algebres de H-dimodules
déformées . . . . . . .



TABLE DES MATIERES

Azize MANGA

CONCLUSION

THE BIBLIOGRAPHY

36

37



TABLE DES MATIERES Azize MANGA

REMERCIEMENTS

J’exprime ma profonde gratitude a PETERNEL DIEU de grace, Lui sans qui je ne peux
rien faire, pour toute la force, le courage et la persévérance qu’il m’a donné d’accomplir ce
modeste travail.

Que la louange et la gloire Lui reviennent.

La premiere personne que je tiens a remercier, est mon Directeur de mémoire
Thomas GUEDENON, pour les orientations, la confiance, la patience qui ont constitué
un apport considérable sans lequel ce travail n’aurait pu étre mené a bon port. Qu’il trouve
dans ce travail un hommage vivant a sa haute personnalité.

Je tiens a exprimer mes sinceres remerciements a tous les enseignants de I’Université
Assane Seck, en particulier ceux du Département de Mathématiques pour leur grande
contribution a ma formation de la licence 1 jusqu’en Master 2.

J’adresse mes vifs remerciements a tous les membres du jury : Professeur Marie Salo-
mon SAMBOU, Docteur Moussa FALL et Docteur Christophe Lopez NANGO
pour l'intérét qu’ils ont porté a mon projet en acceptant d’examiner mon travail et d’ap-
porter des propositions pertinentes ayant permis de réaliser ce mémoire.

Mes remerciements vont aussi aux Docteurs : Eramane BODIAN, Souhaibou
SAMBOU, Nestor DJINTELBE, Marcel BADIANE --- Je remercie également
mes anciens : Seth KOUMLA, Pape Modou SARR, Agack Alain DIEDHOU,
Moustapha CAMARA, Papa BADIANE et a I’ensemble des étudiants de Labora-
toire de Mathématiques et Applications de 1’Université Assane Seck sans oublier mes
camarades de promotion en Master Mathématiques.

Mes chaleureux et cordiaux remerciements a mon pere Jean-Baptiste MANGA,
ma maman Margot DIATTA et a mon oncle Joisin MANGA, pour leur amour ines-
timable, leur confiance, leurs soutiens, leurs sacrifices et toutes les valeurs qu’ils ont su
m’inculquer.

Je ne saurais terminer sans témoigner ma reconnaissance a ’endroit de ma bien-aimée
tante Jacqueline MANGA, pour toute son affection, sa complicité et ses précieux en-
couragements.

Je n’oublie bien évidemment pas d’adresser une pensée spéciale de gratitude a tous
mes merveilleux et aimables freres et soeurs de la Communauté Chrétienne Evangélique
(CCE) et a tous les membres du Groupe Biblique Universitaire de 'UASZ (GBU) pour
leurs prieres, leurs conseils et encouragements.

Qu’il me soit enfin permis de remercier toute la famille MANGA, la famille BAS-
SENE a Lyndiane, Mr César BASSENE, Mr Adolphe DIATTA, Mr Antoine
DIATTA, Mr Francois BASSENE, Docteur GUY MBATCHOU, ma grande sceur
Jeanne Marie SENGHOR, Mr Médard DIATTA et mes deux petites soeurs : Fa-
tou Djilobone MANGA et Juliette Agnialao MANGA pour leur amour et leurs



TABLE DES MATIERES Azize MANGA

soutiens constants et tous ceux qui, de pres ou de loin, ont contribué a la réalisation de ce
travail.



TABLE DES MATIERES Azize MANGA

RESUME

Soit K un corps et H une algebre de Hopf sur K.

L’objectif de ce travail est d’étudier les H-dimodules déformés. Notre étude est basée
précisément sur deux notions : I’action a gauche — et celle a droite «—— pour une algebre
de H-dimodule déformée. La formule de la co-unité : hie(he) = h = e(hy)hs et celle
de l'antipode : S(hi)he = €(h)1g = h1S(ha) vont jouer un role tres important dans la
compréhension des H-dimodules déformés.
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INTRODUCTION ET PRELIMINAIRES

Dans ce Mémoire de Master nous avons étudié les résultats de I'article de Chen Xiao-Yuan
intitulé Produit semi-direct d’algébres de H-dimodule déformées (Titre original :
< Smash product algebras over twisted dimodule algebras ) paru dans Applied
Mathematics-A Journal of Chinese Universities, volume 23, n°3, (2008), 366—370. Dans
[2] ; Caenepeel, Oystaeyen et Zhang ont introduit la notion d’algebres de modules de
Yang-Baxter quantiques issues d’un module de Yang-Baxter quantique. Dans [3], Long
a montré que les algebres de modules de Yang-Baxter quantiques sont exactement des
algebres de dimodules si I'algebre de Hopf sous-jacente est a la fois commutative et
cocommutative. De plus, ils ont défini un produit tressé pour l'algebre des modules de
Yang-Baxter quantiques de sorte que la catégorie des modules de Yang-Baxter quantiques
devienne une catégorie monoidale et les groupes de Brauer de I’algebre des modules de
Yang-Baxter quantiques peuvent étre construits. Motivé par les idées de Zhang et Tong
(cf [6]), Pauteur de cet article a introduit la notion d’algebre de H-dimodule déformée
et a mené une étude détaillée de ses propriétés. L'organisation de ce mémoire de Mas-
ter est la suivante : dans la premiere partie titrée Algebre et coalgebre, nous rappelons
quelques notions de base sur les algebre de Hopf. Dans la deuxieme partie nous avons
parlé de comodule et de module de Hopf relatif pour définir la notion d’algebre de H-
comodule. Enfin, la troisieme et principale partie de ce Mémoire porte sur la définition
de l'algebre de H-dimodule déformée et sur ’étude du produit semi-direct des algebres
de H-dimodules déformées. Voici les principaux résultats qui ont fait I'objet de cette étude :

Théoreme 0.0.1 Soient H une algeébre de Hopf, A et X deux algébres de H-dimodules
déformées telles que les conditions suivantes sont réunies :

E(hl — CL) & hg = E(hg — CL) & hl, (1)
E(a;h1)®h2 :E(a;hg)@)hl, (2)
Yxg@rh=Xxg@hx;, Ya€eA z€X et heH. (3)

Alors le produit semi-direct AfX de A et X est une algebre de H-dimodule déformée, ot
les actions et la coaction sont données respectivement par :

h = (afz) = (b — a)i(he — ), (4)
(afx) = h = 3(a — h)f(x = ha), (5)
Nafr) = Bagirg Q@ amep, YVac A, veX et he H. (6)

Théoreme 0.0.2 Soient H une algébre de Hopf, A et X deuz algebres H-dimodules
déformées. Si A et X sont des bialgébres, alors la structure de coalgebre tensorielle sur
At X est compatible avec la structure d’algebre du produit semi-direct A§X est fait de AgX
une bialgébre si et seulement si [’application

[ AX — AfX, f(afr) = Bopp — a — S(zpp)irp,Vac A,z e X (7)

est un morphisme de coalgébres. De plus, si A et X sont toutes deux des algebres de Hopf,
alors AfX est également une algébre de Hopf dont [’antipode est donné par :

S(atz) = (185(2))(S(a)fl),V a € A,z € X. (8)



Chapitre 1
ALGEBRE ET COALGEBRE

1.1 COALGEBRE

Dans tout notre travail, K est un corps commutatif et toutes les applications sont
K-linéaires.

1.1.1 Algebre

Définition 1.1.1 Soit A un ensemble. On dit que A est une K-algébre (associative uni-
taire) s’il existe :

o deux lois internes :
. AxA— A T<”": AxA— A

(a;a')—a+d,Va,d eA et (a;a') — a x d’ = ad

e ct une loi externe :
nr.  Kx A— A

(Na)— Ada=Xa,Vac AetAeK
telles que :
i) (A, +,.) est un K-module,
ii) (A, +, X) est un anneau,

iii) A(ab) = (Aa)b = a(\b).

On a la définition équivalente suivante qui nous permettra de comprendre la définition
d’une coalgebre.

Définition 1.1.2 Soit A un K-module. On considere A®@x A = A® A le produit tensoriel
sur K.

Une K-algebre associative unitaire A est un triplet du type (A, ma,pua) ot A est un
K-module et les applications

ma: ARA— A et ng: K— A
a®a +—ad,Va,ad €A A— Ay g,V AeK
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sont K-linéaires telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

ARAR A MAEM _ Ax A A® A
#AW WA
maARida my Ko A my ARK
kY ) ! \ ' /
c¢’est-a-dire,

e myo(my®ida) =mao (idgs @ my) : c’est l'associativité,

o ct mpo(ida®pua) =mao (ua®idy) : c’est l'unité.
L’application m 4 est appelée le produit ou la multiplication, lapplication pa est 'application
unité et pa(lg) est l’élément unité de A.

1.1.2 Morphisme d’algebres

Définition 1.1.3 Soient A et B deux algebres. Une application K-linéaire f : A — B
est un morphisme d’algebres si les diagrammes suivants sont commutatifs :

AoA—1% . BeB K—" .4
ma mp “B
f
B B

1) mpo(f®f)=foma,
2) fopa= s

1.1.3 Coalgebre

Une coalgebre est la notion duale d’algebre. On la définit en renversant les fleches dans
la définition d’algebre.

Définition 1.1.4 Une co-algébre (ou coalgébre) C' est un triplet (C, Ac,ec), ou C est un
K-module, A¢ : C — C R C et ec : C — K sont des applications K-linéaires telles que
les diagrammes suivants soient commutatifs :

ido®Ac

ColCel Cedl CeC
ECW Wc
Ac®idc Ac K@C Ac C®K
Ny ) | \C/

ce qui se traduit par :



1.1. COALGEBRE Azize MANGA

o (Ac®ide)oAc = (ide ® Ac) o Ag, c’est la co-associativité,

o (idec ®ec)oAc = (e¢c ®ide) o Ag, c’est la co-unité.
L’application A¢ est appelée la co-multiplication ot le co-produit de C' et
lapplication e¢ est appelée la co-unité de C'.

1.1.4 Notation de Sweedler-Heyneman

Soit C' = (C, A¢, e¢) une coalgebre.
Un élément de C' ® C est de la forme Z?:l ¢; ® d;. Pour uniformité d’écriture et par
convention, on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit ¢ € C, on note

Ace) =) ey @ =Y a®@c=cay @cp = @ e

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont tres utiles pour faire les calculs
dans les coalgebres.

Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation A¢(c) = ¢; ® co.

Avec cette notation, 'axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(c1) ® ca = 1 ® Ac(ca),

c’est-a-dire,
Cl1RCla®Ca =01 RCy Ry =01 Ry ®c3, VeeCl.

L’axiome de la co-unité se traduit par :
ec(er)es = ¢ = crec(ez), VeeC.

Ainsi pour montrer qu'un K-module C' est une K-coalgebre il suffit de montrer qu’il
existe deux applications Ag : C — C ® C et ¢ : C — K telles que : Ve € C| avec
Ac(c) =¢ ® ¢y, 0n a :

C11 @12 @ g = 1 & C1 @ €22

et
ec(er)es = ¢ = crec(ea).

1.1.5 Produit tensoriel de coalgebres

Définition 1.1.5 Soient C' = (C,A¢,ec) et D = (D, Ap,ep) deuz coalgébres.
On définit deux applications K-linéaires A, : C @D —CRDRC®D et
Ecap - C®D — K par :

Ao,y = (ide @7, , ®idp)o (Ac ®Ap) et €., =cc@ep.
En d’autres termes, on a :
Acgp(c®@d) =1 ®@di1®c;®dy et e,,,(c®d)=cc(c)ep(d),

avec Ac(c) = 1 ® ¢y, Ap(d) = di ® ds.
Ainsi; (C® D, Acgp,ecep) est une coalgébre.
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1.1.6 Morphisme de coalgebres

Un Morphisme de coalgebres est la notion duale du morphisme d’algebres. On la définit
en renversant les fleches dans la définition du morphisme d’algebres.

Définition 1.1.6 Soient C' et D deux coalgebres. Une application K-linéaire
f:C — D est un morphisme de coalgébres si les diagrammes suivants sont commutatifs.

C ¢ _cwC c—7' .p
! fof cc .
D . D® D K

c’est-a-dire :

(f®f)oAc=Apofetepof=cec.

Donc f est un morphisme de coalgébres si :

f(e)1® f(c)ea = flcr) ® f(ca) et ep[f(c)] =ec(c) Yee O, avec Ac(c)=c1® co.

1.1.7 Bialgebre

Lemme 1.1.7 Soient (B, mp, 1up) une algebre et B = (B, Ap,ep) une coalgébre. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) Ap et e sont des morphismes d’algébres,

it ) mp et pp sont des morphismes de coalgébres,

iii )Pour tous a,b € B,

Ap(ab) = a1by ® asby, Ap(lp) =15 ® 1p,
€B<ab) = EB(G)Z-:B(b), EB(]-B) = 1K

Définition 1.1.8 On dit qu’un K-module B est une bi-algébre (ou bialgébre) si B est une
algébre (B, mp, ug) et une coalgébre B = (B, Ap,ep) satisfaisant l'une des propriétés du
Lemme 1.1.7.

1.1.8 Morphisme de bialgebres

Définition 1.1.9 Soient B et B’ deux bialgébres.
On dit que f : B — B’ est un morphisme de bialgébres si f est a la fois un morphisme
d’algébres et un morphisme de coalgébres.

1.2 ALGEBRE DE HOPF

Dans cette section, nous allons définir la notion d’algebre de Hopf. C’est une structure
algébrique qui va lier celle d’algebre et de co-algebre.

10
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1.2.1 Produit de convolution

Définition 1.2.1 Soient f,g € Homg(C, A). La convolution est définie par :

frg=mao(f®g)oAc,
ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

CoCc—"'% _A9A
Ac mA

C A

f*g

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout c € C' on a :

(fxg)(c) = flcr)g(ea).

(1.2)

Ce produit est appelé produit de convolution. Muni du produit de convolution, Homg (C, A)

est une algebre associative unitaire d’unité g o ec.

Définition 1.2.2 Une bialgébre (H, mpy, pmg, Ag,en) est une algébre de Hopf si l'applica-
tion identique idy de Homg(H, H) admet une application inverse notée Sy par rapport

au produit de convolution de Homy (H, H). On appelle Sy 'antipode de H.

1.2.2 Formule de 'antipode

Soient (H,mpy, py, Mg, e, Sg) une algebre de Hopf d’antipode Sy, on a :
SH(hl)hQ = €H(h)1H = hlSH(hg)

Preuve :
Par définition, on a :
SH*ZCZH = UHg OEHg = ZdH*SH
Ainsi,ona:V h € H,
Su(h)idp(hs) = pu(en(h))
Su(hi)he = eg(h)pn(1k)
SH(hl)hQ = 5H(h)1H

De méme :
(tdu x Su)(h) = (pu o em)(h)
idp (h1)Su(ha) = pr(en(h))
h1Su(he) = ex(h)pm(1x)
haSu(ha) = en(h) L,

d’ou la formule :
SH(hl)hQ = 5H(h)1H = hlSH(hg)

11

(1.3)
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Donc :

Su(lg) =1gSu(1g)
=1y
ou bien

Su(lg) =Su(lu)ly
= 1H€H(1H)
=1y

Proposition 1.2.3 Soit H une algébre de Hopf. On a :

€HOSH=6H, VheH. (14)

Preuve :
Montrons que eg o Sy = eg. Soit h € H, on a :

€H(h) :5H(€H(h)]—H)

ol
M M M
T T o
Am

N g
T E =
> S

NN

S— N
S— N

= en(Su(en(hi)h2))

DotuegoSy=cy.l

1.2.3 Produit tensoriel de H—modules

Définition 1.2.4 Soit H = (H, my, puy, Ay, cy) une bialgébre et soient M et N deux
H-modules a gauche. On peut munir M @ N d’une structure de H-module a gauche via
l'application :
>\M®N: H@M@NHM@N
h@(m@n)— h.(m®n)=hm®hyn, YVheH meM neN.

1.3 ALGEBRE DE H-MODULE

Définition 1.3.1 Soient A une K-algébre et H une algebre de Hopf. On dit que A est
une algebre de H-module a gauche si A est un H-module a gauche tel que :

h-(ab) = (hy - a)(hy - b) (1.5)
00 A(h) =h,®hy et h-14=c(h)la.
Remarque 1.3.2 On a K est un H-module trivial : h.A = e(h)\.

Définition 1.3.3 Soient A une K-algébre et H une algebre de Hopf. On dit que A est
une algebre de H-module a droite si A est un H-module a droite tel que :

(ab) - h = (a - hy)(b- ho) (L.6)

12
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ot A(h) = hy @ hy et 1a-h=14e(h).

Lemme 1.3.4 Soit H une algebre de Hopf. St M et N sont des H-module a gauche, alors
M ® N est un H-module a gauche pour l'action diagonale :

h(m ®n) = (hym) ® (han), Vh e H, me M, n € N.

Définition 1.3.5 Soit H une algébre de Hopf. Un K-espace vectoriel M est un H -bimodule
ot H-module bilatére si M est un H-module a gauche (h @ m — h — m) et H-module a
droite (m ® h — m < h) avec la compatibilité entre l’action a droite et a gauche :

(h—=m)~—h'=h—=(m+="n), Yh, e H me M. (1.7)

1.3.1 Produit Semi-direct

Définition 1.3.6 Soit A une algébre de H-module a gauche.
Le produit semi-direct de A et H noté A#H est le produit tensoriel AQ H muni du produit :

(a@h)(d @h)=a(hi.d) @ (heh'), YV a,d € A, h, W € H. (1.8)

A#H est une algébre associative unitaire (d’unité 14#1y ).

13



Chapitre 2

COMODULEet ALGEBRE DE
H-COMODULE

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions duales de
modules et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre ces deux notions, nous
allons définir les modules et les morphismes de modules par des diagrammes.

2.1 MODULE

2.1.1 Module sur une algebre

Définition 2.1.1 Soit A une algébre. Un K-module M est un A-module a gauche s’il
existe une application K-linéaire :
pv: ARM — M
a@mr—am=am, VaceA meM
telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

AR AR MM e M Ko M —"E" 4w M
mAQidas PM f oM
A M M M

PM

La commutativité du rectangle équivaut a :

pu o (idg @ par) = par o (ma @ idyy),
(abym = a(bm), VY a, be A, me M.
Celle du triangle équivaut a :
par © (pa @ idar) = f,

1om=m.

On dit alors que A agit a gauche sur M. L’application py est Uaction sur M.

14
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2.1.2 Morphisme de A-modules

Soit A une algebre et soient M et N deux A-modules a gauche. Un morphisme de
A-modules f: M — N est une application K-linéaire qui rend commutatif le diagramme
suivant :

M ! N
PM PN

c’est-a-dire :
fopu=pnol(idi® f).
DoncVae A, me M, on a:
(fopu)la®@m) = (pyo(ida® f))(a®@m),

c’est-a-dire,

flam) =a.f(m).

2.2 COMODULE SUR UNE COALGEBRE

La notion de comodule est celle duale de module. On la définit en renversant les fleches
dans la définition du module.

Définition 2.2.1 Soit C' = (C, A¢,ec) une coalgébre. Un K-module a gauche M est un
C'-co-module (ou C-comodule) a droite s’il existe une application K-linéaire

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M all M®C M M Mo C
Am idy Ao f idp®ec
M®ido

Ce qui équivaut a :
o (idy @ Ac) oAy = (A ®ide) o Ay,
[} (ZdM ®€C) e} )\M = f
L’application \y; est appelée la C'-coaction ou la coaction de C sur M.

15
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2.2.1 Notation de Sweedler pour les comodules

Soit M = (M, @) un C—comodule a droite. Pour m € M, on note :

Au(m) = Emg) @ may = Xmg @ my = my @ my. (2.1)

Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation \y(m) = mo ® m;.

Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents équivaut

mp Q@ M1 & M1z = Mog @ Mo1 ® M1 = Mo @ M1 & Mo

et
moec(my) = m = ec(mo)m;.

2.2.2 Morphisme de comodules

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de
morphisme de modules.

Définition 2.2.2 Soit C' une coalgébre et soient M et N deux C'-comodules a droite.
Une application K-linéaire f : M — N est un morphisme de C-comodules ou une
application C-colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

N

c’est-a-dire : Ay o f = (f ®idc) o Apy. Done¥Y m € M on a :
(Av o f)(m) = [(f ®@idc) o Am](m)

(f(m))o @ (f(m))1 = f(mo) ® (m1)
f(m)o® f(m) = f(mg) @ my.

Ainsi, f est C-colinéaire si et seulement si

f(m)o @ f(m)r = f(mo) ©my. (2.2)

Remarque 2.2.3 On peut aussi définir un C'-comodule a gauche M avec la coaction a
gauche définie par :
/\M(m) =m_1®@mg e C® M.
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2.2.3 Produit tensoriel de comodules

Proposition 2.2.4 Soit C = (C,m¢, ic, Ac, ec) une bialgébre.
Soient M = (M, \yy) et N = (N, \y) deuzx C-comodules a droite. L’application K-linéaire

A T MON —MINC

M®N

munit M @ N d’une structure de C'-comodule a droite. C’est la coaction diagonale.
Le comodule M @ N = (M @ N, \,,, ) est appelé produit tensoriel des comodules M et N.
Dans la notation de Sweedler, on a :

Mren (M@ n) =my ® ng @ min,.

Preuve :
A-t-on :
(idM®N & AC) o )\IVI®N = (>\]\/[®N ® ch) © )\IVI®N
et
(idM®N ® 50) © )\JVI®N = idyen”?
Soit m®n € M ® N.

[(idyen ® Ac) o Aoy ](m@n) = [idyugn ® Ac](mo @ no @ ming)
=mo ®no @ (Ming)1 @ (M1n1)2
=mp ®ng ® my1N11 & MiaNi2
= mo @ ng @ min; @ mang. (i)

[()\M@)N ® ldc) © A]W@N](m ® n) - [)\M®N ® ch] (mg ®no ® mlnl)
= Mo & Moo @ Mp1M01 @ MM
= My & N X ming & meons. (ZZ)

(i) et (i) &  (idyen @ Ac) oA on = Aoy @ido) oA,y

[(idyen ®ec) 0 Ayonl(m@n) = [idyen ® ec](mo @ ng @ ming)
mo @ ng ® ec(ming)

= My X n0€c(m1n1)

= mo ® noec(my)ec(ng)

= moec(my) @ noec(ng)

=mEKn

= idyen(m ®n),
dou  (idyen ®ec) oAy = idyen. B

2.3 MODULE DE HOPF RELATIF

2.3.1 Algebre de H-comodule

Définition 2.3.1 Soit H une algébre de Hopf. Un K-module A est une algebre de H -
comodule a droite si A est une K-algébre et un H-comodule a droite tel qu’on a :

o \a(ad’) = (ad')y ® (aad')y = apay @ ara) : la co-action est compatible avec le produit
tensoriel,

e M\i(ly) =14 ® 1g.

17
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Exemple 2.3.2 L’algebre de Hopf H est une algebre de H-comodule a droite avec A =A,c’est-
a-dire A\(h) =A (h) Y h € H : on a donc hg @ hy = hy ® hy.

18



Chapitre 3

ALGEBRE DE H-DIMODULES
DEFORMEES

Dans cette section, H est une algebre de Hopf commutative et cocommutative.

3.1 H-DIMODULES

Définition 3.1.1 Un H-dimodule est un K-module M qui est a la fois un H-module
(pyy - H® M — M;h ® m — hm) a gauche et un H-comodule (A\pyy : M —
M ® H;m —— my ® my) a droite tel que le diagramme commute :

H ® M PM M
1A @A Am
pPMRidy

Le diagramme est commutatif signifie : Apr o pyr = (pmr @ idp) o (idg @ Apr).
C’est-a-dire

Définition 3.1.2 Soit M un H-module avec py; comme action. On dit que M est trivial,

Si
hm =ep(h)m, Vhe H, me M. (3.2)

Soit M un H-comodule avec \p; comme coaction. On dit que M est trivial, si
/\]y[(m):m(ng, vV m e M. (33)
Proposition 3.1.3

1) Soit M un H-module. En munissant M de la structure de H-comodule trivial, M
est un H-dimodule.
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2) Soit M un H-comodule. En munissant M de la structure de H-module trivial, M
est un H-dimodule.

Preuve :
1)A-t-on (Ao p)(h®@m) = (p®idy) o (idg @ \)(h®@m) =hm® 1y?

e (Nop)h@m) = Ap(h®m))
= A(hm)
= hm ® ly car ’action est triviale.

o (p@idy) o (idy @ N(h@m) = (p®idy)(idy(h) @ A(m))
=(p®idy)(h®@m® 1)
p(h®@m) ®idy(1py)

Ainsi; M est un H-dimodule.
2)A-t-on (Ao p)(h®@n) = (p®idy)o (idg @ N\)(h®@n) = hng @ ny?

e (Nop)(h®@n) = Ap(h®n))
= Aeu(h)n)
= en(h)A(n)
=cp(h)no ® ny
= hng ® ny.

e (p@idy)o (idg @ N)(h®@n) = (p@idy)(idg(h) @ \(n))
= (p®idy)(h®no ®ny)
= p(h ® ng) @ ny
=cp(h)no @ ny
= hnyg ® ny.

Ainsi, M est un H-dimodule.R

Définition 3.1.4 Soient M, N deux H-dimodules et f : M — N une application K-
linéaire. On dit que f est un morphisme de H-dimodules si f est a la fois un morphisme
de H-modules a gauche et un morphisme de H-comodules a droite.

Lemme 3.1.5 5S¢ M et N sont des H-dimodules, alors M @ N est un H-dimodule pour
[’action diagonale et la coaction diagonale.

Preuve :

En effet, on a :

)\M®N(h(m X n)) = )\M®N(h1m X hgn)
= (hlm X hgﬂ)o (059 (hlmhgn)l
= (h1m>0 X (hgn)g ® (hlm)l.(hgn)l

= hymo ® hong ® ming,
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(Pmen @ idyen)(idy @ Apen)(h @ m @ n)

= (pman @ idyen)(idr(h) @ Aygn(m @ n))
= (pmen ® idyen)(h @ my @ ng ® ming)

= pren(h ® mo ® ng) @ idygn(ming)

= h(mo ® ng) ® miny

= himg ® hang @ miny,

avecme€ M, ne N et he HI

3.2 ALGEBRE DE H-DIMODULES

Définition 3.2.1 Une algébre de H-dimodule est un K-module qui est un H-dimodule tel
qu’elle est une algebre de H-module a gauche et une algebre de H-comodule a droite.

Proposition 3.2.2

1) Soit A une algebre de H-module. Alors A est une algébre de H-dimodule lorsqu’on
la munit de la structure triviale de H-comodule.

2) Soit B une algebre de H-comodule. Alors B est une algébre de H-dimodule lorsqu’on
la munit de la structure triviale de H-module.

Preuve :

1)On a A une algébre de H-module, donc c’est un H-module. Montrons que A est un
H -dimodule avec As(a) = a ® 1y (voir Prop 3.1.1).

Soient a,a’ € A. On a :

Aa(ad’) = (ad)o ® (ad')y
=ad ® 1y car la coaction est triviale .
Donc A est une algebre de H-comodule. Si la H-coaction sur A est triviale, on a :
Aa(h.a) = (ha)g ® (ha);

= h.a ® 1y car la H-coaction sur A est triviale

= h.(a,)() X (a)l.

Ainsi, A est une algébre de H-dimodule.
2)On a B une algébre de H-comodule, donc c¢’est un H-comodule. Montrons que B est un
H-dimodule avec h.b = e(h)b.

h(bb) =e

I
PURSLRLY
> S S
=
>
~
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Donc B est une algébre de H-module. Si la H-action sur B est triviale, on a :

Ahb) =\

I

(@)
A~~~
: > S S

I
—~ M
>
S

(=)
~—
&
S

=

Ainsi, B est une algebre de H-dimodule.l

Définition 3.2.3 Soient A et B deux algebres de H-dimodules et f : A — B une
application K-linéaire. On dit que f est un morphisme d’algebres de H-dimodules s’il est
un morphisme de H-dimodules et un morphisme d’algebres.

Définition 3.2.4 Soient A et B deux algebres de H-dimodules, on définit sur A et B le
produit A#B appelé produit semi-direct.
A#B est égal a A ® B comme K-module mais avec la multiplication :

(a#tb).(c#d) = Xa.(by — ¢)#bo.d (3.4)

ot h = m =hm et \(b) =by® b;.

Remarque 3.2.5 On voit que le produit semi-direct ne dépend que de la structure de
comodule de B et de la structure de module de A.

Théoreme 3.2.6 Soient A et B deux algebres de H-dimodules, H une algebre de Hopf
commutative et cocommutative.

1) A® B est une algebre de H-dimodule (son unité est 14 ® 1p).
2) Avec la relation (3.4), A#B est une algébre de H-dimodule (son unité est 14#1p).

Preuve
1)On a déja vu que A ® B est une H-module et H-comodule, d’aprés le lemme 3.1.5.
Montrons que A ® B est une algebre de H-dimodules.

o Vérifions que la H-action et la multiplication dans A @ B sont compatibles .
Soient a, c € A, b, d € B. A-t-on h((a®D).(c®d)) = (h1.(a @ b))(ha.(c®d)) ?
Ona :

h((a®b).(c®d)) h(ac ® bd)

(h1(ac)) @ (ha-(bd))

= ((h1.a)(h12.¢)) @ (h21.b)(ha2.d))

= (h11.04 ® ho1.b)(h12.c ® hos.d) H est cocommutative

= (

= (h

hi1.a @ hi12.b)(ho1.c @ hos.d)
(a®b))(he(c® d)).
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donc A ® B est une algebre de H-module.
e Vérifions que la H-coaction et le produit dans A#B sont compatibles .

A-t-on A((a®b).(c®d) =2(a®b)o(c®@d)y® (a®b)1(c®d) ?

M@a®b).(c®d)) = Mac® bd)

=
)
®
o
E“/
®

( (ac ® bd),
Y(ac bd)o ® (ac)1(bd);
= Z(CLOCO) (bodo) @ (arc1)(brd)
E(CLQ X bo)(Co X dg) X a101b1d1
= Y(ap ® by)(co ® do) ® arbycrdy H est commutative
=X(a®b)o(c®d)o® (a®b)i(c®d)
donc A ® B est une algebre de H-comodule.
Ainsi, A® B est une algébre de H-dimodules.
2)Montrons A#B est une algébre de H-dimodule.

h=[la#b)( c#d)] =h—Salb — c)#bd)

=Xh — (a.(by — ¢)#byd)

= Ehl ( (bl — C))#hg — (bod)
— Sy = (afth))(he — (c#d),

donc A#B est une algébre de H-module.

on a aussi :

SIN(a#b)(c#d)] =AE(a(br — c)#bod)]
= Y A[(a.(by — ¢)#bod)]
= E(a(bl — C)#bod)o X (a.(b1 — C)#bod)l
= Y(a(by = ¢))o#(bod)o ® (a(br — ¢))1(bod)1
= Yao(by — co)#boodo @ arc1bo1dy
= an(bl — Co)#bodo X a101b1d1 .

4)(a#b)o(c#td)o @ (adtb)i(c#d)1 = X(ao#tbo)(cottdo) ®arbicid,
= Yag(bor — co)#boodo @ arbycrds
= EGg(bl — Co)#bodo & alblcldl.
Ainsi, N[(a #b)( ¢ # d)] = X(a#b)o(c#d)o @ (a#b)1(c#d)y et par suite, A#B est une

algebre de H-comodule.
D’ou A# B est une algébre de H-dimodule.R

3.3 ALGEBRE DE H-DIMODULES DEFORMEES

3.3.1 Structure d’algebre du produit semi-direct d’algebres de
H-dimodules déformées

Dans cette section, nous définissons tout d’abord, une algebre de H-dimodule déformée,
puis nous étudions les propriétés du produit semi-direct d’algebre de H-dimodule déformée.

Définition 3.3.1 Un K-espace vectoriel N est un H-dimodule déformé a droite sl est
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une H-bimodule et un H-comodule a droite avec compatibilité entre la coaction et les
actions a gauche et a droite :

)\(h —n g) = Z(h —n g)[O} X (h —n — g)[l] =Xh— N “— g & npy, (35)

pour tout h, g € H et ne€ N, ou” — "et” «— 7 désignent respectivement les actions de
H-module a gauche et a droite.

Proposition 3.3.2 Soit N un H-dimodule. Si on munit N de la structure de H-module
a droite triviale, alors N est un H-dimodule déformé.

Preuve :

1l est clair que N est un H-dimodule et H-comodule a droite.

Soient h, g € H etn € N.
A-t-on(h—=n+—=g)y@h—-n—gh=(h—-ng—g)@ny ?

(h=n=go®h—=n=gh =h—=(Mn+<g)oHh—= (g
= (h—mne(g))o ® (h — ne(g)h
=h — (ne(g))o ® (ne(g)n
=h — nee(g) ®m
=(h—-n—g) @n .0

Ainsi, N est un H-dimodule déformé avec l’action triviale a droite.

Définition 3.3.3 [6, Définition 2.2] Une algébre de Hopf H est dite coquasitriangulaire
sl existe une forme bilinéaire o : H @ H —K dans Hom(H ® H, K) (ot Hom(H ®
H, K) est une algébre unitaire d’unité egoy = g @ €p) qui est inversible au sens de la
convolution telle que ¥ x, y, z € H,

Z o (21, Y1)yaT2 = 1910 (22, Y2), (3.6)
o(z,yz) = o(xy,y)o(xa, 2), (3.7)
o(zy,z) = o(x,z2)0(y, 21). (3.8)

Lemme 3.3.4 Soit (H,o0) une algébre de Hopf coquasitriangulaire cocommutative. Nous
définissons l’action a gauche sur H par

h—1=%Yo(h,ly)ly, Vh, l€H (3.9)
celle a droite sur H par
l —h=%Yo(h,ls)ly, YVh, l€H (3.10)

et la coaction sur H par A. Alors H est un H-dimodule déformée sur lui-méme.
Preuve :

e On montre que c’est un H-bimodule c’est-a-dire :

o H-module a droite :
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[~ (hh) =oa(hl, i)l
= O'(h,l 2) (h s lgl)ll
= O'(h,l )O’(h ,lg)ll
=o(h,l1)o(N,13)ls (car H est cocommutative ).
(l—=h)—=n =loh )] —H
= oW, (a(h,12)l)2)(a(h, l2)l1 )1
= oW, lia)a(h,l2)ln
O'(h/ lz) (h,lg)ll
=o(h,ly)o(h,ly)ls (car H est cocommutative ).
o H-module a gauche.
(hh') =1 =oa((hh'),11)ls
= O'(h, l12> (h lll)lg
= O'(h, lg) (h/, ll)lg
=o(h,ly)o(l,1s)ls (H est cocommutative ).
h— (R —=1) =h—=[cl L))
= olh, (o( '51)12)1]( (', 11)l2)s
=olh, (o(h ll)lz) |(o(W,11)ls)1 (car H est cocommutative )
= o(h,la)o ( lh)la
= U(ha l3)g( )ZQ
O'(h, ll)O(h lg)lg

o Compatibilité entre 'action a gauche et a droite :

Atconh — (1 — W)= (h—1)— N ?

h—(—h) =h—[o, L)L

]
= oh, (o(W', L)l )] (o (I, 12)l1)2
=olh, (c(h,12)l1)2](a (W, 12)l1)1 (car H est cocommutative )
= O'(h, lm)O’(h/, lg)lll
= O'(h, ZQ)O'(hI, llg)lu
= O'(h, lg)ll ~— K
= U(h, ll)lg ~— p
=(h—=10)—=N

Ainsi, H est un H-bimodule.
o H est un H-comodule a droite avec A =A.

o Compatibilité entre la coaction, les actions a gauche et a droite :
At-on A(h—=(l+—=g))=h—=Do—g () ?
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(l—=g))o®h—(1—gh

Ah = (I —=g)) =(h
h ® [h (@@M

= )l)lo Jh

= [o(h, (0(g,12)1)1(c(g,12))2)0 ® [o(h, ((g,12)l1)1(c(g, 2)l1)2]1

= [o(h, (0(g,l2)l11)lh2)]o @ [0 (R, (o (9712)11 Mi2))h

= [o(h, (0(g,l2)l1)li2)]s @ [o(h, (0(g, l2)l11)l12) ]2

= [o(h, (0(g,13)l1)l2)]1 @ [o(h ,( (9,13)l1)l2)]

=0(h,(0(g,13)l1)l21 @ o

— o(hn (o(g. L))l ® Iy

=0(h,(o(g,13)l11))l12 ® I
a(h,(0(g,l3)l)1)(0(g,l3)l)2 @ Iy

=h—(0(g,13)l1) ® 1y

=h— (0(g,l2)l1) ®l3 (car H est cocommutative )

=h— (0(g,l12)l11) ® 13

=h— ll —qgQ® l2

=h—=(l)g—g®() N

Définition 3.3.5 Une algebre de H-bimodule est un H-bimodule satisfaisant (1.5) et
(1.6).

Définition 3.3.6 Soit N un H-dimodule déformé. St N est a la fois une algebre de H -
bimodule et une algebre de H-comodule a droite, alors on dit que N est une algéebre de
H-dimodule déformée.

Soit H une algebre de Hopf, A une algebre de H-bimodule et X une algebre de H-comodule
a droite. Nous définissons AfX = A ® X comme un K-espace vectoriel et sa multiplication
par :

(afz)(by) = Xa(zppn — b — S(zppe))izoy, Ya, be A et x, ye X. (3.11)
L’action triviale a gauche est définie par : h — h' = (h)h et celle a droite par :
h — B = he(h') avec sa compatibilité : (h = h') — h" =h — (b = h"), V h, I/, b € H.

Remarque 3.3.7 Soit A une algebre de H-dimodule déformée. On a :
o h — 14 = €(h)1A,

o hh — (ab) =Xp(hy — a)(heg = b), Va, be A, Vhe H,

eSoient A et B deux algébres de H-dimodules déformées, on a :

h — (afb) =~ g=hy = a — g1fhes =~ b+—gs YV h, g€ H, a€ A, b€ B.

Lemme 3.3.8 Soient H une algébre de Hopf, A une algébre de H-bimodule et X une
algeébre de H-comodule a droite alors AfX est une algébre associative avec ['unité 1441 x si :

Z(hl — a) X hg = E(hg — CL) X hl (312)

et
E(a;hl)@)hgzz(a;hz)@hl, VacA e heH. (313)

Preuve :
V oa, b,ce A et z,y, z€ X. A-t-on [(afz)(biy)|(ctz) = (afix)[(bly)(ctz)] ¢
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On a d’une part :

[(afx)(bfy)](ctz) = B(a(rpp — b S(zppe))izoy)(ciz)
= Y(a(zpy — b~ S(zpe)((@oy)on — ¢ = S(@y))ne2)) iz
= X(a(zpp — b~ S(zpp) (@opypn = ¢ = S(@n2yn2)) i)Yo
= Y(a(zps = b= S(zpa)(@pnypn — ¢ = S(@ppyne))z,

D’autre part, nous avons également :

(af2)[(biy)(ctz)] = (atz)(b(ypp — ¢ S(yp2))iy02),

Ya ($[1]1 - b( Ypp — ¢ “— S(y[l]Z)) — S@[lp))ﬁf [0]Y[0]

g Eiﬂml — b= S(@na))(@pypn — ¢ = S(@paype))) iz oy 2
[

a(zpys = b= S(epa)) (@pnym — ¢ = Srpeyne))2,
Montrons que : (afx)(181) = (141)(afx) = afz.

° (aﬁm)(lﬁl) = Ea(l’m e S(J,’[l ))ﬁx 0]1
= (J}m el S(m[l]g))ﬁx 0]1
= a6($[1]1)1 — S(ZL‘[l ))jjx[o]
= a — S(e(zpp)zpe)) iz
= a — S(ap)ir)g
= CL€<S(I[1]))ﬂx[0]
= a(a 9] S)(.T[l])ﬁx[o]
= as(zp))izp
= aﬁx[o}s(:r[l])
= afx.

® (ljjl)(ajjm) = 21(1[1}1 — a “— S(lmg))ﬁl[o}l‘
= 1(1[1]1 — a — 5(1[1]2))1211[0]:1:
= le(lpn)a < S(1pp)ile
= qa S( (1[1 ) 1]2)tt1[0]x
=a “— S(l[l])ﬁl[o
= as(S(l[l]))jjl[g]x
= a(e 0 5) (1))l
= ag(1p))floe
= ajjl[o}g(l[l])x
= aflx
= affz.l

Théoreme 3.3.9 Soient H une algébre de Hopf, A et X deux algébres de H-dimodules
déformées telles que les conditions suivantes sont réunies :

Z(hl — (I) &® h2 = E(hg — CL) X hl, (314)
E(a — h1> X hg = E(CL — hg) X hl, (315)
Yrxo@xih=Yxg®@hry, Vace A € X et heH. (3.16)
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Alors le produit semi-direct est une algébre de H-dimodule déformée, ou les actions et la
coaction sont données respectivement par :

h — (atzr) = X(hy — a)i(hy — x), (3.17)
(afx) — h = 3(a — hy)i(x <~ hs), (3.18)
Aatr) = Baptro @ ayzy, Yae€ A, ze€X et heH. (3.19)

Preuve :

Montrons que AfX est un H-bimodule et un H-comodule a droite.
o Montrons que A$X est un H-bimodule.

o Montrons que A$X est un H-module a gauche.

A-t-on 1y — (aflx) = afzx ?

On a :
lyg — (aflx) =1p, — affly, =
leéaﬂlHéx
= afr,
Vae A, € X.

Soient h, " € H, a € A, x € X. A-t-on (h = ') = (affx) = h — (B — (afx))?

(h—=n)—(aflx) =(h—=HW) —~al(h—=N); ==
— (b h) — at(hs — 1)
=y = (hy = a)thy = (b — )
=h = ((h — a)i(hy = x))
=h— (W — (affz)).

Ainsi; A3X est un H-module a gauche.

o Montrons que A$X est un H-module a droite.
A-t-on (afzr) — 1y = afx ?

On a :

(aﬁx) — 1H = (a — 1H1)ﬁ(x — 1H2)
= (@ — 1g)f(z — 1g)
= afr,

Vae A, v X.

Soient h, W € H, a € A, ©x € X. A-t-on (afz) — (h — I') = ((azx) — h) — h'?

(afz) — (h — 1) a+— (h— h') e — (h— 1),
a = (h1 = b))z — (hy = h3)
(a = hy) = Rif(z — hy) — hj
= (CL — hlljl' — h2) ~— R

= ((afx) = h) = I'.
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Ainsi; A3X est un H-module a droite.

o Montrons la compatibilité des actions.
A-t-on (h — (afix)) — ' = h — ((aflz) — K') ?

(h — (atz)) — h' = (hy — athy = x) — 1’
(e(h1)ate(hg)x) < b

e(ha)e(ho)(atz) — I’
(hn)e(hs)(a = Mz — hy)

=€

= e(hie(ha)(a — hyfiw — hj)
(h)(a = hifz < hj)

=e(h)((afz) — K

=h — ((afx) <= n').

Montrons que A§X est un H-comodule a droite.
o Co-associative

A-t-on A((afx)o) @ (afzr), = (afiz)o@ A ((afir)1)?

™

AM(afz)o) ® (afix)r = agofiroo @ an1zo1 ® aifx;
= apfiro ® a171 ® asfxe,

(afz)o® A ((afx)1) = aoliro ® (afz) ® (afz)i2
= apfirg ® a11711 @ a12f12
= aoﬂ.fll'o & a1 & agﬁﬂfg.

La propriété de la co-associativité est donc vérifiée.

o Co-unité

A-t-on (atx)os((afir)1)) = e((afiz)o)(afir), = afz 7

(afz)oe((afiz)1) = aofwoc(arfr)
= (aoe(ar))i(woe(z1))

= afz.

e((afiz)o)(afiz)1 = e(aotro)(arfr:)
= (e(ao)a)i(e(zo)m1)

La propriété est de la co-unité est donc vérifice.

Ainsi, AfX est un H-bimodule et un H— comodule a droite.
o Montrons la compatibilité de la coaction avec les actions.
En effet, YVh, g€ H a€ A, x e X,

B(h — (afx) = g)o) ® (h — (afiz) ~— g)n
=Y(h1 = a = gifthy = 2 = g2)jg ® (b1 — a = gi1fhy — 2 “— go)py]
=3Y(h1 = a = g)ilhe = = = g2)j0) @ (b1 = a = g1))py(ha — = = g2)p)
= Yh1 = ag) ~— gifhe — zp) — (92 ® aprp)
= Xh — (afr)[ — 9 ® (afz)y A
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Ainsi, AfX est un H-dimodule déformé.

Montrons que AfX est une algebre de H-bimodule.

D’apres le lemme3.3.8, A$X est une algebre associative unitaire d’unité 1441 y.
Eneffet, Vhe H, a, be A, x, y € X,

o i — ((aflx)(bfy)) = Xh — (a(zpp — b S(zppe))izEy)
= Xy = (a(zpn — b S(zpp))i(he = ziy)
= YX(h11 — a)(hiz = (13[1]1 — b+ S(x [1]2))|i(h21 - I[O})(hm — )
= (h1 = a)(ha = (zpp = b S(zpp))i(hs = zp) (ha = y),

Nous avons également :

. E(fn (afz))(hy — (bfy))

hi1 — afhia — x)(ho1 — bithoy — y)

hi — a)i(hy — z)(hs — b)i(hs — y)

hy = x)up — (hs — b) < S((ha = 2)pj2))E(ha — )o)(ha — v)
zaphs — b= S(zpp))i(he — ) (ha — y)

hszppn — b~ (1’[1 2))f(he — Zo] )(hy — y)

howpy — b+ S(zpp))i(hs — zp) (ha — y)

— ((afz)(by)),

)
)
)
)

e On a

h— (1aflx) =3(hs — 1a)8(he — 1x)
= (e(h1)1a)8(e(h2)1x)
1)e(h2)(1af1x)
16(h2))(1af1x)
)(Laflx).

Ainsi, AfX est une algebre de H-module a gauche.

e(h
=c(h
e(h

® ((afx)(bty)) — h
= Y(a(zpp — b~ S(zpp))izgy) <
= YS(a(zpp = b~ S(z 1]2)) — hifx O]y  hy
= (a < hu)(zpp — b S(zpp)) < hi2)i(zp) = ha1)(y — ha2)
= (a = hy)(xpp — b= S(xpp)) — ho)i(xp) — hs)(y — ha).

ha)((bfy) = he)
a — hnﬁl’ “— h12)(b = ho1fly — has)
a = hi)i(z = ha)(b = h3)i(y < ha)

x = ha)up = (b4 ha) = S((x < ha)pp2) )iz — h2) o) (y — ha)
hazp — b S(zpp)) i) < he)(y — ha)
rpphs — b~ (93[1 2))4 ($[0] — hy)(y “— ha)
fL’[l 1h2 — b+ (x[l 2))f (x[o] — h3)(y — ha)

NN N N N S —
IS
=
—
S N N
NN N N

I
—~
/_\
tt

S
SN—
—

S
p=s
<
N—
N—

e On a
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(Laflx) = h =%(1a < h)i(1x < ha)
(1ag(h1))8(1xe(hs2))
(Laflx)e(hi)e(he)
(Laflx)e(hie(hg))

= (Lafilx)e(h).
Ainsi, A§X est une algebre de H-module a droite.
On sait aussi que AfX est un H-bimodule. On vient donc de montrer AfX est une algebre
de H-bimodule.
Ensuite, montrons que AfXest une algebre de H-comodule a droite.
En effet, Va, be A et x, y € X, nous avons :

A((afz)(biy))
= XNa(zpp — b~ S(zpp))izgy)
= X(a(zpp = b S(zpe) ooy ® (@@ = b= S(@pe))n (@Y
= X(ag)(zppn — b= S(zp2) i (@ooyp © op (e = b= S(zpg))yronyy
= Y(a) (zpn — b — S(zpp) i@y @ apbnrnsyn
= Y(a(zppn — by — S(@pe)i(zoyo @ apzpsbuyy
= Y(aofzo ® arz1)(bofiyo @ biy1)
= Aafz)A(bty).
Ainsi, la coaction est compatible avec le produit. On sait déja AfX est un H-comodule a
droite.
Montrons que A(1481x) = 1afly ® 1g.

)\AﬁX(lAﬂlX) - 1A0Jj1X0 ® 1141 1X1
= 1Ajj1X ®R1yly
= 1Ajj1X ® 1H7

Ainsi, AfX est une algebre de H-comodule.

Théoreme 3.3.10 Soient H une algebre de Hopf, A et X deux algébres de H-dimodules
déformées. Si A et X sont des bialgébres, alors la structure de coalgebre tensorielle sur
At X est compatible avec le produit de AtX est fait du produit semi-direct de AtX une
bialgebre si et seulement si application

[ AIX — AfX, f(afz) = Bappn — a = S(xpp)izrg, Vae A, z€ X (3.20)

est un morphisme de coalgébres. De plus, si A et X sont toutes des algebres de Hopf, alors
At X est également une algebre de Hopf dont [’antipode est donnée par :

S(afz) = (18S(2))(S(a)fl), Va € A, x € X. (3.21)

Preuve :

Prouvons que A$X est une bialgebre.

e Montrons que A#X est une algébre.

Soient a, o', a" € A, x, 2/, 2" € X. On a :

o A#X est un K—module d’apres les hypothéses.

o La linéarité de mayx et les propriétés du produit tensoriel donnent :
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magx|((a#z) + (d'#2')) @ (a"#2")]
= magx|((a#z) @ ("#2")) + ((d'#2") @ (a"#2"))]
= magx[(a#z) ® (a"#2")] + magx[(d'#2) @ (a"#2”)],

magx|[(aftz) @ ((a'#2’) + (a"#2"))]
= magx|((aftr) @ (a'#2")) + ((aftz) © (a"#2"))]
= magx|(aftr) @ (a'#2)] + magx|(aftr) @ (a"#2")].

o La commutativité du rectangle donne :
A-t-on [magxo(Mmapx Qidagx)|(a#Hr@d #2x' @a"#2") = magxo(idazx dmapx)|(a#x®
a/#gj/ ® CL”#ZE”)?

[Mmagx o (Magx @ idagx)](affr @ d'#2' © o"#2")

= magx[(Magx @ idagx)(a#r @ d'#z’ @ a"#2")]
Mmagx[(Magx (afr @ d#2') @ idagx (a"#2")]
manx[(Magx (aFr @ d#2') @ (a"#a")]
magx|(aftr)(a'#2") @ (a"#2")]
[(a#tx)(a'#2")](a"#2"),

[Mmagx o (idagx ® magx)](affr @ d'#1' @ a"#2")
mayx|(idagx @ mayx)|(a#b @ d'#1' @ a"#2")]
ma#x [z'dA#X(a#x) ® mA#X(CLI#ZL‘I &® a”#x")]
magx[(a#T) ® magx(a'#2' @ a"#12")]
magx[(a#r) ® (a'72") (a"#2"))]
(adtz)[(a'#2')(a" #2")].

Ainsi, A#X est associative.
On a :V a#z, d#2', d'#2" € A#X,

o La commutativité des deux triangles donne :
A-t-on magx o (idagx ® pagx) = Magx © (Hapx @ idagx)?

[Mmagx o (idagx @ pagx)((a#r) @A) = magx[(idagx @ pagx)]((a#r) @ N)]
= magx[idagx (aFfr) @ pagx (M)
= magx ((a#z) ® )
= (af#tz)A,

[Mmagx o (agx ®idagx)|(A® (a#x)) = magx[(agx @ idagx)](A @ (a#x))]
= Magx[apx(A) @ idagx (a#tz)]
= mapx (A @ (a#1))
= Ma#z).

Ainsi, A#X est unitaire.

magx est K-linéaire. A-t-on mayx (A a#z) ® d'#1")) = magx(aFtr) @ a'#a")N\)?
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o Mapx(Na#z) ® d'#a')) = Imagx(a#r @ a'#x')
= A(adtx) (d'#2"))
= (Magta))(a'#2"),

magx(Ma#r @ d'#a’)) = magx((Ma#z) @ d'#a’))
= magx ((a#z) © A(d'#2'))
= (aftz)(A(a'#2')).
Ainsi, A#X est une K-algebre, d’ou A#X est une algebre.
e Montrons que A#X est une coalgébre.
o Co-associativité

A-t-on (AA#X ®idA#X)O AA#X: (z'dA#X® AA#X>O AA#X ?
Soient a#tx € A#Xon a :

((Aapx @idagx)o Aaupx)(a#b) = (Lapx ®idagx) Aanx (a#D)

(AA#X ®sz#X)(a1#:B1 X CLQ#ZL‘Q)
= (Lagx (#21) @ idagx)(as#xs)
(a11#5€11) (%2#3312) (a2#5’52)

a1 #x1 @ asfFre @ azHas,

(idagx® Dagx)o Dagx)(a#b) = (idagx® Aagx) Dagx (affz)
= (idapx® Dagx) (a1 #x) @ asF#rs)
= idagx (1 #21)® Aagx (as#xs)
= (m#21) @ (anF#T21) @ (a20#T22)
= 1721 Q Q2T @ az#Ts.

Ainsi, la propriété du co-associativité est vérifiée.

o Co-unité

A-t-on e apx (a1 #x1)(ao#r2) = (a1#x1)eapx (ot r2) = a#x?
On a :c4(ay)as = a1e4(as) = a,

€A#X(a1#$1)(a2#l‘2) =(€A(G1)€X(I1))(a2#$2)
= (57;1(@1)@2)#5)((%)@2)

(a1#$1)8A#X(a2#I2) :(a1#$1>(5A<a2)5X(«752>)
= (a1€4(a2))#(16x (22))

Ainsi, la propriété du co-unité est vérifice, donc AfX est une coalgébre, montrons l’équation
clé :
Yay(zpn — b — S(@pe))izony @ az(zppn = b — S(zpj2))2b 0202

= ZCl1($1[1}1 — by~ S(x1[1]2))351[0]1y1 & (12(952[1]1 — by 5(532[1]2))952[0]2%-

Soient afzx, by € AtX, A-t-on A ((afix)(biy)) =A (afx) A (biy)?
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A ((afr)(bty)) =24 (Za(zppn — b~ S(zpe))irey)
= [Ba(zpy — b~ S(zppe)izey)) @ [Ba(zpn — b~ S(ivmz))ﬂ 1Y)z
= Yai(zpp — b+ S(zppe))iizony @ az(zppn — b S(zpg2))28 0292,

[(a1821) ® (agfz2)][(bityr) @ (bafy2)]
[(a1821) (b1dy1)] @ [(azfza)(bafiyo)]

Yay (i — by = S(@ipge)) iy ® az(@op — by — S(Tap)2)) 170292
Yay (i — by = S(@pge))T1opy1 @ az(wopn — ba = S(@2pj2)) 202y

A (agz) A (bry)

Ainsi, f est un morphisme de coalgébres.

Montrons que si A et X sont toutes des algebres de Hopf, alors AfX est une algébre de
Hopf, pour touta € A, v € X.

A-t-on X(ayfz1)S(asfizs) = ES(a1txy) (asfizs) = e(x)e(a) ¢

o A-t-on X(a1fx1)S(astze) = e(z)e(a) ¢

™

E(arfzr)S(azfzs) (arfz1) (155 (22)) (S (a2)81)

(ar(zipp = 14 S(@ipge) w10 S(@2)) (S (a2)81)
(a1(e(@ipn)l = S(zapy2))dr1(0)S (22))(S(a2)1)
ar(1 = S(e(@ipp) i) 1S (22)) (S (az)81)
ar(1 = S(zip)))iz10)S(22))(S(az)t1)

1(1e(S (@) 210 S (22)) (S (a2) 1)

(€ 0 S) (1)) iz 1015 (22)) (S (a2)81)

a1 (e (1) iz S (72)) (S (a2)f1)
arfirio)e (21p)) S (22) (S (az)il)
arfx1S(x2)(S(az)i1)

arffe(x)1(S(az)i1)

e(x)(a81)(S(az)l)

x) Y ar(Ipp — S(az) — S(1pp2))ill

(a1(Ipp — S(az) <= S(1p)) i1l
(a1(e(Ln)S(az) < S(Lupe))ilgl

z)(a15(az) < S(e(1pp)lpg))dlpl

(als(a2) — 5(1[1 )ﬁ]_[o]]_
a15(az)e(S (1)) 411
2)(€ 05) (1)1l
2)e(1p))ilpl
)
)

hglng

Q/\/‘\

Q
=

M M & M O M
8 8 8 SIS

™
&

a1

S
alS
S

)
S

S(a
S(a
(a
(a ﬁl[o ( )1
(a2)81

2
2

)
8

e(x g%a)ljjl
g(a).

o A-t-on > S(aitzy)(astzs) = e(x)e(a)?
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> S(arfzy)(azfrs) (185 (1)) (S(a1)81) (asfzs)

L(S(x1)pp — S(ar) = S(S(w1y),,))89(21)0)1) (azfiz2)
(x1)pp — Slar) = S(S (xl))[lp))ﬂs(xl)[o 1)(asfzs)
S(x1)pp)S(ar) — S(S(x1)),,))ES (21)01) (aztz2)
S(zipp))Slar) — S(S (2 1]2))115(951[0]) )(azfizs)

o S)(z1pn)S(ar) < S(S(z1p12))8S (w110))1) (a2fr2)
z11)S(ar) < S(S(z1112))8S (2110))1) (azfr2)

( ( ( []1)I1[1]2))ﬁ5($1[0) )(a2ﬁ$2)

S(S (901[1])) 5@1[0) )(azfizs)
(S(S(z11)))8S (w1j0)) (azfiza)
(€ 0 ) (S(z1)) S (1(0)) (azfiw2)
e(S(w11))8S (z1)0) (azfw2)
(e 0.9)(z111))8S (w10)) (azfiz2)
(1)) 8S (z170) (a2fw2)
1S (z1j0je(z11))) (a2fr2)
(18S(21)) (azfizs)
EZ L(S(z1)pp — a2 < S(S(z1)pp2)4S (1) 0)22)
le
1
1
1

o2 25 MM

mn —~ M 0 —

—~

3

SRS
,_.H._\,_.

Q

a1

Q@ 2 2 2 2
= = = =

1(S(2ipyn) — a2 = S(S(@1p12) )85 (w170 2)

(S(z1pp))az — S(S(@1)2))ES (@1j0)) 22

(€ 0 S)(z1pp)ag — S(S(x11112))8S (21)0)) T2
5(1751[1]1)@2 — S(S (1’1[1]2))115(1’1[0]) 2
az = S(S(e(ipp)wipye))8S (T 1) 22
1)ag = S(S(x1)))8S (1)) 72
aze(S(S(ry 1])))ﬁ5($1[0])$2
as(e 0 8)S(r 1])ﬂ5($1[o )22

e(S(z1m))ES (@102
2(€ 0 ) (1)) 85 (w1j0)) 22

al)azﬁ(xl[l])ﬁs(h[o )952
a1)a2ﬁ5(951[0]€($1[1]))
a)14S (1)
a)lfe(z)1
x)e(a)lfl
z)e(a). W

Corollaire 3.3.11 Soit A une algébre de H-dimodule déformée. Si (H, o) est une algébre
de Hopf coquasitriangulaire cocommutative, alors AgH est une algébre de H-dimodule
déformée.
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CONCLUSION

Si H est une algebre de Hopf commutative et cocommutative, les conditions de 'article

sont satisfaites.

D’apres I'article, une algebre de H-dimodule déformée est une généralisation de ’algebre
de H-dimodule usuelle. On a déduit que le produit semi-direct d’algebres de H-dimodules
déformées est une généralisation du produit semi-direct d’algebres de H-dimodules.
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