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Résumé
Dans ce mémoire, il est question du problème de régularité Lp du ∂̄ sur le produit de domaines dans
Cn. Pour cela, nous nous intéressons d’abord aux travaux de Chakrabarti et Shaw qui traitent le cas
L2. Les auteurs montrent que l’opérateur ∂ est d’image fermée dans l’espace L2 sur le produit de
domaines relativement compacts avant de déduire la régularité de la solution canonique sur les (p, 1)
formes différentielles dans l’espace de Sobolev partiel. Il s’agit donc de prouver les Théorèmes (0.1) et
(0.2).
Ensuite il s’agit d’étendre ces résultats aux espaces Lp sur le produit de boules unités : ce qui
correspond au travail fait par Khidr. Il s’agit alors de prouver les Théorèmes (0.3) et (0.4).
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Introduction
L’étude de la régularité pour le problème du ∂ sur le produit de domaine a une longue histoire

dans la théorie de l’analyse complexe de plusieurs variables. Sergeev et Henkin (1981) ont prouvé que
si D et G sont des domaines strictement pseudoconvexes a bord lisse dans Cn et Cm, respectivement,
alors pour toute (0, q)-forme différentielle f , ∂ fermée, a coefficients de classe C∞ dans D × G et
continues dans D ×G, alors il existe une (0, q − 1)-forme différentielle u définie dans D ×G avec des
coefficients de même régularité que ceux de f telle que ∂u = f avec q = 1, · · · , n+m.
Jakobczak (1991) a prouvé que si D et G sont deux domaines d’holomorphie dans Cn et Cm, E
et F sont des ouverts respectivement de ∂D et ∂G tels que ∂D et ∂G soient lisses et strictement
pseudoconvexes en tous points de E et F , et si K est un sous-ensemble fermé de E × F , alors pour
toute (0, q)-forme différentielle f tel que 1 ≤ q ≤ n+m, ∂ fermée, a coefficients lisses dans D ×G et
continue dans (D ∪ E) × (D ∪ F ) \K, alors il existe une (0, q − 1)-forme différentielle u telle que
∂u = f et qui a les mêmes propriétés de régularité que la donnée f.
La régularité de l’opérateur ∂-Neumann et l’opérateur ∂ sur un polydisque a été largement étudiée
dans [4] et [9].

L’objectif dans ce mémoire c’est de faire la preuve des résultats de Khidr en partant des résultats
de Chakrabarti et Shaw. La technique c’est de montrer d’abord que le ∂ est d’image fermée puis d’en
déduire la régularité de la solution canonique de l’équation ∂u = f.
Chakrabarti et Shaw dans [2], ont établi les résultats suivants :
� pour Ω = Ω1 × . . .×ΩN un produit de domaines Ωj relativement compacts, à bord lipschitzien. Le
résultat est le suivant :

Théorème 0.1.
Pour j = 1, . . . N, soit Ωj un domaine relativement compact à bord lipschitzien dans une variété
hermitienne complexe Mj.
Soit Ω = Ω1 × . . .× ΩN ⊂M1 × . . .×MN un produit de domaines.
Supposons que l’opérateur ∂ est d’image fermée dans L2(Ωj) pour chaque j et en tout bidegré, alors
l’opérateur ∂ est d’image fermée dans L2(Ω) en tout bidegré.
De plus, on a la formule de Kunneth pour la L2 cohomologie :

H∗L2(Ω) = H∗L2(Ω1)⊗̂ . . . ⊗̂H∗L2(ΩN),

où ⊗̂ désigne le complété du produit tensoriel entre plusieurs espaces de Hilbert.

Ils ont aussi obtenu un résultat de régularité de la solution canonique de l’opérateur ∂ pour les
(p, 1)-formes différentielles dans l’espace de Sobolev partiel noté W̃ k(Ω). Ils ont établi le résultat
suivant :

Théorème 0.2.
Soit Ω comme dans le Théorème (0.1).
Alors l’opérateur ∂-Neumann N existe pour tous les (p, q)-formes différentielles à coefficients dans
L2(Ω). On suppose que pour chaque j, l’opérateur ∂-Neumann N préserve l’espace des formes diffé-
rentielles à coefficients dans W k(Ωj) pour chaque entier k ≥ 0. Pour tout p avec 0 ≤ p ≤ dimCΩ, soit
f une (p, 1)-forme différentielle, ∂-fermée sur Ω et orthogonale aux (p, 1) formes harmoniques. On
suppose que les coefficients de f sont dans l’espace de Sobolev partiel W̃ k(Ω) pour tout entier k ≥ 0.
Alors la solution canonique u = ∂

∗
Nf de l’équation ∂u = f a aussi des coefficients dans W̃ k(Ω).

� Khidr dans [13] a étendu les résultats de Chakrabarti et Shaw vers l’espace Lp sur Ω =
B1 × . . .×BN où les Bj ⊂ Cnj sont des boules unités. D’abord, il énonce le résultat suivant :
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Théorème 0.3.
Pour j = 1, . . . , N , soit Bj ⊂ Cnj une boule unité et soit Ω = B1 × . . .×BN un domaine de Cn tel
que n = n1 + . . .+ nN et nj ≥ 2 pour chaque j.
Alors l’opérateur ∂ est d’image fermée dans Lpr,q(Ω), 0 ≤ r ≤ n, 1 ≤ q ≤ n, 1 ≤ p ≤ ∞. De plus,
on a la formule de Kunneth pour les groupes de cohomologie Lp donnée par

Hr,q
Lp(Ω) = Hr,q

Lp(B1)⊗̂ . . . ⊗̂Hr,q
Lp(BN),

où ⊗̂ désigne le complété du produit tensoriel entre plusieurs espaces de Banach.
Ensuite il montre que la solution canonique du problème du ∂ gagne 1

2 en régularité qui provient de
l’espace de Sobolev partiel. Il établit ainsi le résultat suivant :

Théorème 0.4.
Soit Ω comme dans le Théorème (0.3).
Alors l’opérateur ∂-Neumann N existe pour tous les bidegrés sur Lpr,q(Ω) et préserve l’espace des formes
différentielles à coefficients dans W̃ k,p(Ω) pour tout entier k ≥ 0 et 1 < p <∞. Si f est une forme
différentielle ∂-fermée dans W̃ k,p

r,1 (Ω) qui est orthogonale à l’espace des (r, 1)-formes harmoniques,
alors la solution canonique u de l’équation ∂u = f est dans W̃ k+ 1

2 ,p
r,0 (Ω).

De plus, la projection de Bergman B est une application continue sur W k,p(Ω) sur elle-même pour
tous 1 < p <∞ et k ∈ N.

Les principaux outils de la preuve des résultats sont : l’homotopie canonique de l’opérateur ∂ dans
la boule unité due à Harvey et Polking en (1984) dans [11], la densité de formes lisses jusqu’au bord
dans la norme du graphe Lp sur dom(∂) due à Ruppenthal en (2011) dans [16], la construction du
produit tensoriel due à Defant et Floret dans [6].
Nous commencerons notre étude par le cas du produit de domaines relativement compacts dû
Chakrabarti et Shaw. Nous terminerons cette étude par le cas du produit de boules unités dû à Khidr.
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1 Préliminaires

1.1 Géométrie différentielle
Soient n ∈ N et k ∈ N

⋃
{∞, ω}.

Si k 6= w, on note Ck la classe des fonctions k-fois différentiables et de dérivée k-ième continue et Cw

celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 1.1 (Carte).
Soit M une variété topologique.
Une carte sur M est un couple (U,ϕ) où ϕ : U −→ ϕ(U) ⊂ Rn est un homéomorphisme.

Définition 1.2 (Atlas).
Un atlas de classe Ck est une collection d’homéomorphismes ϕα : Uα → Vα, α ∈ I, appelée carte
différentielle où (Uα)α∈I⊂N constitue un recouvrement d’ouverts de X, (Vα)α des ouverts de Rn tels
que pour tous α et β ∈ I, si (Uα ∩ Uβ) 6= 0 les fonctions de transition

ϕαβ = ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ)→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

sont des difféomorphismes de classe Ck 1.
Les composantes ϕα(x) = (xα1 , ..., xαn) sont appelées coordonnées locales sur Uα définies par la carte
(Uα, ϕα).

Définition 1.3 (Variété différentiable ).
Une variété différentiable X de dimension n et de classe Ck est un espace topologique séparé muni
d’un atlas de classe Ck à valeurs dans Rn.

Définition 1.4 (Vecteur tangent).
Soit X une variété différentiable de classe Ck et de dimension n, Ω ⊂ X un ouvert et s ∈ N∪{∞, w}
tel que 0 ≤ s ≤ k.
Une fonction f est de classe Cs sur Ω si foϕ−1

α est de classe Cs sur ϕα(Uα ∩ Ω) pour tout α ∈ I.
L’ensemble des fonctions de classe Cs sur Ω est noté Cs(Ω,R).
Un vecteur v, tangent à X au point x0, est par définition un opérateur différentiel qui agit sur les
fonctions, c’est-à-dire pour tout f ∈ C1(Ω,R), on associe v.f =

∑
1≤j≤n

vj
∂f

∂xj
(x0); où les vj sont des

réels.
Dans un système de coordonnées locales (x1, ..., xn) autour de x0 sur Ω, on écrit simplement

v =
∑

1≤j≤n
vj

∂

∂xj
.

Définition 1.5 (Espace tangent, Espace cotangent).
L’ensemble des vecteurs tangents en x0 est appelé espace tangent en x0.

Par conséquent, pour tout x0 ∈ Ω, le n-uplet { ∂

∂xj
}1≤j≤n constitue une base de l’espace tangent à X

au point x0; noté Tx0X.
Son dual T ∗x0X est l’espace vectoriel cotangent à X au point x0.
Si f ∈ C1(Ω,R), sa différentielle au point x0 est une forme linéaire sur Tx0X, définie par :

dfx0(v) = v.f =
∑

1≤j≤n
vj
∂f

∂xj
(x0) ∀ v ∈ Tx0X.

1. Soient E et F deux espaces vectoriels et U ⊂ E, V ⊂ F deux ouverts, f : U → V une application. On dit que f
est un difféomorphisme de classe Ck si f est inversible et si f et f−1 sont différentiables de classe Ck.
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En particulier, si vj = dxj(v), alors localement df =
∑

1≤j≤n

∂f

∂xj
dxj.

La famille {dx1, ..., dxn} est la base duale de { ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn
} et c’est la base de l’espace cotangent

T ∗x0X.

Définition 1.6 (Fibré tangent, Fibré cotangent).
Les unions disjointes TX =

⋃
x∈X

TxX et T ∗X =
⋃
x∈X

T ∗xX sont appelées respectivement fibré tangent

et fibré cotangent.

Définition 1.7 (Champ de vecteurs).
Soient X une variété différentiable de classe Cs avec s > k et Ω un ouvert de X. On appelle champ
de vecteurs de classe Ck sur Ω toute application s : Ω −→ TX de classe Ck telle que s(x) ∈ TxX
pour tout x ∈ X.
On note Γk(X) l’ensemble des champs de vecteurs de classe Ck sur X.

Définition 1.8 (Section de fibré cotangent).
Soient X une variété différentiable, Ω un ouvert de X et k ∈ N∪ {+∞}. Une section de classe Ck de
T ∗X sur Ω est une application s : Ω→ T ∗X de classe Ck telle que s(x) ∈ T ∗xX pour tout x ∈ Ω. On
note Ck(Ω, T ∗X) l’espace des sections de classe Ck de T ∗X.
Si Ω = X, on parle de section globale.

Localement, une section du fibré cotangent s’écrit : s(x) =
n∑
i=1

si(x)dxi.

Remarque 1.1.
Un champ de vecteurs sur Ω est une section de fibré tangent TX définie sur Ω.

Définition 1.9 (1-forme différentielle).
Une 1-forme différentielle sur U est une application

w : U −→ T ∗U =
⋃
a∈U

T ∗aU

a 7−→ wa

à valeurs dans l’espace cotangent à U en tout points a.
Si a = (x1, . . . , xn), on a :

w(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

wi(x1, . . . , xn)(dxi)a

où les coefficients wi(x1, . . . , xn) ∈ R dépendent de a :

L’expression générale d’une 1-forme différentielle est donc w =
n∑
i=1

widxi, où les coefficients (wi)i=1,...,n

sont des fonctions w : U −→ R.
Une 1-forme différentielle est de classe Ck si les coefficients wi le sont.
On note Ω1(U) l’ensemble des 1-formes différentielles de classe C∞ sur U.

Remarque 1.2.
Une 1-forme différentielle est une section de fibré cotangent T ∗X définie sur Ω.

Exemple 1.1 (1-forme différentielle).
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1. dx est une 1-forme différentielle de coefficient 1.

2. w(x, y) = 1
x2 + y2dx−

y

x2 + y2dy est une 1-forme différentielle de classe C∞ sur R∗ × R∗.

Définition 1.10 (r-forme différentielle).
Soient n et r deux éléments de N, et X une variété différentiable de classe Ck de dimension n, avec
k ∈ N ∪ {∞, ω}. Une r-forme différentielle de classe Ck sur X est une section de classe Ck du fibré
des r-formes extérieures noté ΛrT ∗X.
Ainsi, une r-forme différentielle ω associe à tout x dans X, une r-forme linéaire alternée ωx sur
l’espace tangent TxX à X en x.

Dans un ouvert de coordonnées locales (x1, ...., xn), pour chaque a ∈ X, nous avons la base
{(dx1)a, . . . , (dxn)a} de l’espace cotangent T ∗aM . On a

ΛrT ∗aM = vect{(dxi1)a ∧ . . . ∧ (dxir)a}1≤i1<...<ir≤n.

Une r-forme différentielle u de classe Ck s’écrit

u(x) =
′∑

|I|=r
uI(x)dxI où uI ∈ Ck

I = (i1, ....., ir) ∈ Nn avec 1 ≤ i1 < ..... < ir ≤ n
dxI = dxi1 ∧ .... ∧ dxir .

On note Cs(X,ΛrT ∗X) l’espace des r-formes différentielles de classe Cs.

On peut effectuer plusieurs opérations avec les r-formes différentielles, par exemple.

•Produit extérieur
Pour w ∈ ΛpT ∗xX et η ∈ ΛqT ∗xX, on a w ∧ η = (−1)pqη ∧ w.
Localement, si

v(x) =
′∑

|J |=q
vJ(x)dxJ

est une q-forme différentielle sur X et

u(x) =
′∑

|I|=p
uI(x)dxI

est une p-forme différentielle sur X,
alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p+ q) définie par :

u ∧ v(x) =
′∑

|I|=p,|J |=q
uI(x)vJ(x)dxI ∧ dxJ avec 0 ≤ p+ q ≤ n

I = (i1, .....ip) avec 1 ≤ i1 < ........ < ip ≤ n

J = (j1, ....jq) avec 1 ≤ j1 < ........ < jq ≤ n

dxI = dxi1 ∧ ..... ∧ dxip
et

dxJ = dxj1 ∧ ..... ∧ dxjq .
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•Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d : Cs(X,ΛpT ∗X) −→ Cs−1(X,Λp+1T ∗X)

défini localement par la formule

du =
′∑

|I|=p

n∑
k=1

∂uI
∂xk

dxk ∧ dxI

et vérifie les propriétés suivantes :

1. d(u ∧ v) = du ∧ v + (−1)pu ∧ dv (Règle de Leibniz)

2. d2u = 0 (idempotence).
Une forme différentielle u est dite fermée si du = 0, et elle est dite exacte s’il existe une forme
différentielle v, telle que deg(v) = deg(u)− 1 vérifiant u = dv.

•Pull-back
Soit F : X → Y une application de classe C∞ entre deux variétés orientées de dimension respectives

n1, n2. Si v(y) =
′∑

|I|=p
vI(y)dyI est une p-forme différentielle sur Y , le pull-back (tiré-en-arrière) F ∗v

est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplaçant y par F (x) dans l’écriture de v, c’est-à-dire

F ∗v(x) =
′∑

|I|=p
vI(F (x))dFi1 ∧ ... ∧ dFip .

Remarque 1.3. (cf[7])
1. Si G : Y → Z est une autre application et si w est une forme différentielle sur Z, alors F ∗(G∗w)

est obtenu en remplaçant z par G(y) et y par F (x) et on a F ∗(G∗w) = (G ◦ F )∗w.

2. d(F ∗v) = F ∗(dv).

3. Si v est fermée (respectivement exacte), alors F ∗v est fermé (respectivement exact).

Définition 1.11 (Domaine Lipschitzien).
Soit Ω ⊂ Rn un ouvert. On dit que son bord ∂Ω est lipschitzien si pour tout x ∈ ∂Ω, il existe un
voisinage V de x dans Rn et des coordonnées locales (y1, . . . , yn) tel que :

1. V est un cube dans les nouvelles coordonnées

V = {(y1, . . . , yn) | −1 < yj < 1, 1 ≤ j ≤ n},

2. il existe une fonction lipschitzienne ϕ définie dans

V ′ = {(y1, . . . , yn−1) | −1 < yj < 1, 1 ≤ j ≤ n− 1}

tels que
Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn < ϕ(y′)}
∂Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn = ϕ(y′)}.
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Autrement dit, dans un voisinage de x, Ω est sous le graphe d’une fonction lipschitzienne ϕ et ∂Ω est
le graphe de ϕ.

Définition 1.12 (Variété complexe).
Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collection

(Uα, ϕα)α∈I , où les Uα sont des ouverts de X tels que X =
⋃
α∈I

Uα

et ϕα : Uα −→ Cn sont des homéomorphismes pour lesquels on a : si

Uα ∩ Uβ 6= ∅, alors ϕαβ = ϕαoϕ
−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) sont des biholomorphismes.

(Uα, ϕα) sont appelées cartes locales.

z ∈ Uα, ϕα(z) = (zα1 , zα2 , ......, zαn) ∈ Cn.

(zα1 , zα2 , ......, zαn) sont appelés coordonnées locales autour de z.

La collection (Uα, ϕα)α∈I est appelée atlas complexe.

Définition 1.13 (Domaine de classe Ck).
Un domaine D ⊂ Cn est dit à bord de classe Ck s’il existe un voisinage U de D et ρ une fonction de
classe Ck tel que :
D ∩ U = {z ∈ U : ρ(z) < 0}, où ρ : U −→ R est la fonction définissante de D. Si dρ(z) 6= 0 pour tout
z ∈ ∂D, on dit que D est à bord lisse de classe Ck.

Définition 1.14 (Domaine Etoilé).
1. On dit qu’un domaine D ⊂ Cn est étoilé en un point P ∈ D si pour tout M ∈ D, le segment

[P,M ] est contenu dans D.
2. On dit qu’un domaine est étoilé s’il est au moins étoilé par rapport à un de ses points.

Remarque 1.4.
On dit qu’un domaine est convexe s’il est étoilé par rapport à tous ses points.

Exemple 1.2.
La boule est un domaine étoilé, mais mieux, elle est aussi convexe.

1.1.1 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n.
Considérons X comme une variété différentiable de dimension 2n.
Pour tout z ∈ X, on a l’espace cotangent T ∗zX de X en z et la structure complexe Jz de T ∗zX
(c’est-à-dire l’endomorphisme R-linéaire de T ∗zX vérifiant

Jz ◦ Jz = −IdT ∗zX

et définie localement par
Jz(dxj) = dyj

et
Jz(dyj) = −dxj).
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Soit T ∗zXC le complexifié de T ∗zX, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de la forme

u+ iv

où
u, v ∈ T ∗zX

et
i =
√
−1.

Jz se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de T ∗zXC noté encore Jz tel que J2
z = −IdT ∗zXC par

Jz(u+ iv) = Jz(u) + iJz(v)

pour tous u, v ∈ T ∗zX.
On a

T ∗zX
C = T ∗z1,0X ⊕ T ∗z0,1X

où

T ∗z1,0X = {v ∈ T ∗zXC/Jzv = iv}

T ∗z0,1X = {v ∈ T ∗zXC/Jzv = −iv}

T ∗1,0X =
⋃
z∈X

T ∗z1,0X

et
T ∗0,1X =

⋃
z∈X

T ∗z0,1X

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.

Pour p, q ∈ N tels que 1 ≤ p, q ≤ n, notons par ΛpT ∗z1,0X et ΛqT ∗z0,1X respectivement les espaces
vectoriels des p-formes alternées sur T ∗z1,0X et des q-formes alternées sur T ∗z0,1X.
Dans un système de coordonnées locales (z1, ...., zn),

ΛpT ∗z1,0X = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip}1≤i1<....<ip≤n

ΛqT ∗z0,1X = vect{dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq}1≤j1<....<jq≤n

où (dz1, ..., dzn) et (dz̄1, ...., dz̄n) sont des bases locales de T ∗z1,0X et T ∗z0,1X
donc

ΛpT ∗1,0X :=
⋃
z∈X

ΛpT ∗z1,0X

et
ΛqT ∗0,1X :=

⋃
z∈X

ΛqT ∗z0,1X

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré T ∗1,0X et des q-formes extérieures
sur le fibré T ∗0,1X.
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On pose

Λ(p,q)T ∗zX
C = ΛpT ∗z1,0X ⊕ ΛqT ∗z0,1X

donc

Λ(p,q)T ∗zX
C = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ ..... ∧ dz̄jq}

avec 1 ≤ i1 < .... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n.

Définition 1.15.
Le fibré Λ(p,q)T ∗XC := ΛpT ∗1,0X ⊗ ΛqT ∗0,1X est appelé fibré des (p, q)-formes extérieures sur le fibré
cotangent complexifié T ∗XC :=

⋃
z∈X

T ∗zX
C.

Définition 1.16 (Formes différentielles).
Soit Ω ⊂ X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, q) (ou (p, q)-forme différentielle)
et de classe Ck (k ∈ N ∪ {+∞}) sur Ω, toute section définie sur Ω de classe Ck du fibré Λ(p,q)T ∗XC.

On note Ck
p,q(X) l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe Ck sur X et

C∞p,q(X) l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe C∞ sur X.
Dans un ouvert Ω ⊂ X de coordonnées locales (z1, ...., zn), une (p, q)-forme différentielle u de classe
Ck s’écrit

u(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q
uIJ(z)dzI ∧ dz̄J ,

où les uIJ sont des fonctions de classe Ck, I = (i1, ..., ip) et J = (j1, ...., jq) sont des multi-indices
d’entiers vérifiant 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n,

dzI = dzi1 ∧ ... ∧ dzip
dz̄J = dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq

et
′∑

indique que la somme se fait suivant les indices croissants. On note par Dk
p,q(X) le sous-espace

vectoriel de Ck
p,q(X) formé par les (p, q)-formes différentielles de classe Ck à support compact dans X

et par Dp,q(X) le sous-espace vectoriel de C∞p,q(X) formé par les (p, q)-formes différentielles de classe
C∞ à support compact dans X. Toute fonction f ∈ D0,0(X) est appelée fonction test.

Définition 1.17 (Produit scalaire hermitien).
Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Le produit scalaire hermitien sur X est la
donnée en tout point z0 ∈ X d’une application
h : Tz0X × Tz0X → C, définie par :
pour deux vecteurs

u =
n∑
j=1

uj
∂

∂zj
, v =

n∑
k=1

vk
∂

∂zk
appartenant à Tz0X;

h(u, v) =
n∑

j,k=1
h
(
∂

∂zj
,
∂

∂zk

)
(z0)ujvk =

n∑
j,k=1

hj,kujvk

où
hj,k(z0) = h

(
∂

∂zj
,
∂

∂zk

)
(z0)

et qui vérifie les propriétés suivantes :
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1. h(λu, v) = λh(u, v), ∀λ ∈ C,

2. h(u, v) = h(v, u),

3. h(u, u) ≥ 0,

4. h(u, u) > 0 ∀ u 6= 0,

5. h(u+ v, w) = h(u,w) + h(v, w), ∀ u, v et w ∈ Tz0X.

On note her(Tz0X) l’ensemble des formes hermitiennes sur Tz0X.

Remarque 1.5.
(hj,k)1≤j,k≤n est une matrice hermitienne, définie positive et dépend de façon C∞ du point z0.
Cette forme hermitienne, définie sur l’espace tangent à X en un point, s’étend aux formes différentielles
sur X comme suit :
soient

u =
′∑

|I|=p,|J |=q
uI,J dzI ∧ dzJ et v =

′∑
|K|=p,|L|=q

vK,L dzK ∧ dzL

h(u, v) =
∑

|K|=|L|=p |I|=|J |=q
uI,J vK,L h

i1k1 ...hipkphj1l1 ...hjqlq ,

où (hij)i,j=1,...,n est l’inverse de la matrice hermitienne (hij) = h( ∂
∂zi

,
∂

∂z̄j
)i,j=1,...,n

et (hjl)j,l=1,...,n les conjugués des (hjl)j,l=1,...,n.

Définition 1.18 (Métrique hermitienne).
Soit X une variété complexe de dimension n et soit T 1,0X son fibré tangent holomorphe.
Une métrique hermitienne sur X est la donnée pour tout n ∈ X d’un produit scalaire hermitien hn
sur T 1,0

n X qui varie de manière C∞ en fonction de X.

Définition 1.19 (Variété hermitienne).
Soit X une variété complexe et h une métrique hermitienne. Alors le couple (X, h) est appelé variété
hermitienne.

1.2 Fonctions plurisousharmoniques
Dans ce paragraphe, nous définissons au cas de plusieurs variables complexes la notion de fonction

sousharmonique. Ces fonctions nous serviront à définir la pseudoconvexité.
Les résultats sont tirés de [14].

1.2.1 Fonctions sousharmoniques

Nous commençons d’abord par définir l’harmonicité dans C.

Définition 1.20 (Fonction harmonique).
Une fonction complexe f deux fois continûment différentiables dans un ouvert Ω de C est harmonique
dans Ω si elle satisfait la condition suivante :

∆ = ∂2f

∂z∂z̄
= 1

4

(
∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2

)
= 0.

16



Remarque 1.6.
En identifiant C à R2, on va voir que les fonctions harmoniques sont très liées aux fonctions
holomorphes.
La partie réelle d’une fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert de Ω ⊂ C est harmonique.

On rappelle qu’une fonction f : z ∈ Ω 7→ f(z) continue est holomorphe si elle est différentiable et
satisfait les équations de Cauchy-Riemann ∂f

∂z̄
= 0.

Définition 1.21 (Fonction sousharmonique).
Une fonction u définie sur un ouvert Ω de C à valeurs dans [−∞,+∞[ est dite sous-harmonique si :
u est semi-continue supérieurement (s.c.s), c’est-à-dire {z ∈ Ω : u(z) < s} est ouvert pour tout s ∈ R
ou bien limz→au(z) ≤ u(a) si a ∈ Ω;

pour tout compact K ⊂ Ω et toute fonction h continue sur K, harmonique sur
◦
K, telle que h ≥ u sur

∂K, alors h ≥ u sur K.

Remarque 1.7.
Une fonction u de classe C2 est sousharmonique si et seulement si ∆u ≥ 0. Lorsque ∆u > 0, on dit
que u est strictement sousharmonique.

Exemple 1.3.
Soient a ∈ C fixé et c > 0. Alors la fonction z 7→ c log |z − a| est sousharmonique.

1.2.2 Fonctions plurisousharmoniques

Soit Ω un domaine de Cn.
Nous caommençons par définir une fonction d’exhaustion.

Définition 1.22.
Soit ϕ une fonction continue et définie de Ω à valeurs dans R. On dit que ϕ est une fonction
d’exhaustion de Ω si pour tout c ∈ R, l’ensemble

{z ∈ Ω : ϕ(z) < c}

est relativement compact dans Ω.

Définition 1.23 (Fonction plurisousharmonique).
Une fonction u de Ω ⊂ Cn dans R ∪ {−∞} est dite plurisousharmonique sur Ω notée PSH(Ω), si u
est semi-continue supérieurement et si pour tout a ∈ Ω et w ∈ Cn, la fonction λ 7→ u(a + λw) est
sousharmonique dans l’ouvert {λ ∈ C : a+ λw ∈ Ω}.

Définition 1.24 (Forme de Lévi ).
Soit Ω un ouvert de Cn et ρ une fonction de classe C2 sur Ω. On appelle forme de Lévi de ρ en z ∈ Ω
la Hessien complexe Lzρ de ρ en z, c’est-à-dire la forme hermitienne

w 7−→ Lzρ(w) =
n∑

j,k=1

∂2ρ(z)
∂zj∂z̄k

wjw̄k.

Définition 1.25 (Fonction strictement plurisousharmonique).
Soit ρ une fonction de classe Ck, k = 2, ....,+∞.
On dit que ρ est strictement plurisousharmonique si sa forme de Lévi Lzρ au point z est une forme
hermitienne définie positive.
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1.3 Domaines pseudoconvexes
Définition 1.26 (Espace tangent complexe).
Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné. L’espace tangent complexe noté TCz (∂Ω) est donné par :

TCz (∂Ω) = {w ∈ Cn |
n∑
j=1

∂ρ(z)
∂zj

wj = 0}.

Définition 1.27 (Domaine pseudoconvexe et strictement pseudoconvexe).
Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné.
On dit que Ω est pseudoconvexe si Lzρ(w) ≥ 0 pour tout z ∈ ∂Ω et w ∈ TCz (∂Ω).
On dit que Ω est strictement pseudoconvexe si Lzρ(w) > 0 pour tout z ∈ ∂Ω et w ∈ TCz (∂Ω)\{0}.

On a cette relation entre la plurisousharmonicité, la pseudoconvexité et la convexité.

Remarque 1.8.
Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine borné de Cn.

• Si Ω est strictement pseudoconvexe de fonction définissante ρ de classe Ck, k = 2, ..., alors Ω
admet une fonction définissante strictement plurisousharmonique de classe Ck, k = 2, ...

• Si Ω est pseudoconvexe, alors Ω est strictement pseudoconvexe si et seulement si pour tout
p ∈ ∂Ω, Ω est localement biholomorphiquement équivalent à un convexe de Cn.

• Si Ω est pseudoconvexe de classe C∞, alors Ω admet une fonction strictement plurisousharmo-
nique de classe C∞.

Si Ω ⊂ Cn n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.28.
Soit Ω ⊂ Cn un domaine non borné. On dit que Ω est pseudoconvexe si Ω admet une fonction
d’exhaustion ϕ plurisousharmonique continue.

Remarque 1.9.
Si Ω ⊂ Cn est pseudoconvexe et ϕ une fonction d’exhaustion de classe C∞ strictement plurisoushar-
monique, alors les domaines Ωc = {z ∈ Ω : ϕ(z) < c} sont strictement pseudoconvexes et approximent
Ω =

⋃
c∈R

Ωc.

Définition 1.29 (Domaine d’holomorphie).
Un ouvert Ω de Cn est appelé domaine d’holomorphie s’il n’existe pas d’ouverts Ω1 et Ω2 de Cn
ayant les propriétés suivantes :

1. ∅ 6= Ω1 ⊂ Ω2 ∩ Ω,

2. Ω2 est connexe et n’est pas contenu dans Ω,

3. Pour toute fonction f holomorphe dans Ω, il existe une fonction f2 holomorphe dans Ω2 telle
que f = f2 sur Ω1.

Remarque 1.10.
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Un ouvert Ω de Cn est un domaine d’holomorphie s’il existe une fonction holomorphe dans Ω qui ne
se prolonge pas à un ouvert strictement plus grand.
Exemple 1.4.
Tout domaine convexe de Cn est un domaine d’holomorphie.
Remarque 1.11.
Si Ω est un domaine d’holomorphie dans Cn, alors Ω est pseudoconvexe.

1.4 Les opérateurs ∂ et ∂
Définition 1.30 (Les opérateurs ∂ et ∂).
Soient X une variété complexe et Ω ⊂ X un ouvert. Si f est une fonction de classe C1 sur un
voisinage d’un point a ∈ Ω, on a localement

dfa =
n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)dxj +

n∑
j=1

∂f

∂yj
(a)dyj,

posons
∂

∂zj
= 1

2( ∂

∂xj
− i ∂

∂yj
) et ∂

∂zj
= 1

2( ∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
)

dzj = dxj + idyj et dzj = dxj − idyj.
Cette transformation permet d’écrire dfa sous la forme qui suit

dfa =
n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)dzj +

n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)dzj.

Posons
∂fa =

n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)dzj et ∂fa =

n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)dzj,

donc

df = ∂f + ∂f.

La décomposition
d = ∂ + ∂

se généralise sur toutes les formes différentielles.
En effet, si

w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q
wI,J(z)dzI ∧ dzJ

est une (p, q)-forme différentielle de classe C1

dw(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q
dwI,J(z) ∧ dzI ∧ dzJ =

′∑
|I|=p,|J |=q

(∂wI,J(z) + ∂wI,J(z)) ∧ dzI ∧ dzJ .

On pose

∂w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q
∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J et ∂w(z) =

′∑
|I|=p,|J |=q

∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J .

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

∂ : Cs
p,q(Ω,C) −→ Cs−1

p+1,q(Ω,C)

∂ : Cs
p,q(Ω,C) −→ Cs−1

p,q+1(Ω,C).
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Propriétés 1.1.
1. d = ∂ + ∂.

2. ∂2 = ∂
2 = ∂ ◦ ∂ + ∂ ◦ ∂ = 0.

Soient X une variété analytique complexe et Ω un ouvert de X.
Une forme différentielle w de type (p, q), de classe Ck et définie sur Ω est dite ∂-fermée si ∂w = 0.
On note

Zk
p,q(Ω) = {w ∈ Ck

p,q(Ω)/∂w = 0}.

Zk
p,q(Ω) est un sous groupe de Ck

p,q(Ω).
Une (p, q)-forme différentielle w de classe Ck définie sur un ouvert Ω d’une variété analytique complexe
X est dite ∂-exacte s’il existe une (p, q − 1)-forme différentielle u de classe Ck telle que ∂u = w.
On note

Bk
p,q(Ω) = {w ∈ Ck

p,q(Ω)/∃u ∈ Ck
p,q−1 avec ∂u = w}.

Puisque ∂2 = 0 donc Bk
p,q(Ω) ⊂ Zk

p,q(Ω).
L’espace vectoriel

Hk
p,q(Ω) =

Zk
p,q(Ω)

Bk
p,q(Ω)

est appelé le (p, q)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe Ck

définies sur Ω.

1.5 Outils d’analyse fonctionnelle
Définition 1.31 (Distribution).
Soit V un ouvert de Rn, on a

D(V ) = {ϕ : Rn −→ C, ϕ ∈ C∞(Rn)/suppϕ ⊂ V compact}

avec
suppϕ = {x ∈ Rn/ϕ(x) 6= 0}.

Une suite (ϕj)j∈N d’éléments de D(V ) converge vers ϕ dans D(V ) quand j tend vers +∞ si :

1. pour tout indice j, le support de ϕj et ϕ sont contenus dans un compact K ⊂ V ,
2. Dαϕj(x) converge uniformément vers Dαϕ(x) sur K ⊂ V ,

pour tout multi-indice α ∈ Nn
(i.e α = (α1, ....., αn) avec αi ∈ N)

Dα = ∂|α|

∂x1α1 .....∂xnαn
est la dérivée d’ordre |α| = α1 + .....+ αn.

Une forme linéaire T sur D(V ) est dite séquentiellement continue sur D(V ) si l’application T :
D(V ) −→ C est linéaire et continue au sens suivant : pour toute suite (ϕj)j∈N ; si ϕj −→ ϕ dans
D(V ), alors la suite des nombres complexes T (ϕj) −→ T (ϕ).
Désignons par DK l’espace des fonctions ϕ : Rn −→ C de classe C∞ à support dans K.
Une distribution T sur V est une forme linéaire sur D(V ) dont la restriction à chaque DK est continue.
De plus, si T est une distribution réelle, l’application ϕ 7→ − < T,

dϕ

dx
> est une distribution.

Par définition, c’est la dérivée de T notée dT
dx

.

Exemple 1.5.
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1) Soit Ω un ouvert de Rn et a ∈ Rn la fonction définie par :
δa : D(Ω)→ C qui a ϕ ∈ D(Ω) associe
δa(ϕ) = ϕ(a) =< δa, ϕ > est une distribution appelée mesure de Dirac.
2) Soit f une fonction localement intégrable 2 sur Ω ⊂ R. Alors l’application Tf : D(Ω)→ R qui à
ϕ ∈ D(Ω) associe Tf (ϕ) =

∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx définit une distribution sur Ω.

Définition 1.32 (Norme).
Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E l’application
||.|| : E −→ R+ vérifiant les propriétés suivantes :

1. ||λx|| = |λ|||x|| ∀ λ ∈ K et x ∈ E,

2. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ∀ x, y ∈ E,

3. ||x|| = 0⇔ x = 0.

Définition 1.33 (Produit scalaire).
Soit E un K espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une application

<,>: E × E → R
(u, v)→< u, v >

qui vérifie les propriétés ci-dessous :
Soient u, u′, v ∈ E et λ ∈ K.

1. < λ(u+ u′), v >= λ < u, v > +λ < u′, v >,

2. < u, v >=< v, u >,

3. < u, u >≥ 0 et < u, u >= 0⇔ u = 0.

Soit E un espace vectoriel.
(E, || · ||) est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.34 (Espace de Banach).
(E, || · ||) est complet si toute suite de cauchy dans E est convergente dans E.
Un tel espace est dit espace de Banach.

Exemple 1.6 (Espace de Banach).
Soient (E, T,m) un espace mesuré et f une fonction définie de E vers R mesurable,

Lp(Ω) = {f ∈ E |
∫
E
|f |pdm < +∞}

2. Une fonction à valeurs complexes sur un ouvert Ω de Rn est dite localement intégrable si sa restriction à tout
compact de Ω est intégrable au sens de Lebesgue.
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est un espace de Banach avec la norme associée

||f ||p =
( ∫
|f |pdm

) 1
p , dm

étant l’élément de volume.

Définition 1.35 (Espace de Hilbert).
Soit (E, || · ||) un espace de Banach.
On dit que (E, || · ||) est un espace de Hilbert si la norme est issue d’un produit scalaire.

Exemple 1.7 (Espace de Hilbert).
Soit Ω ⊂ Cn un domaine.

L2(Ω) = {f ∈ Ω |
∫

Ω
|f |2dm < +∞}

muni de la norme ||f ||2 =
( ∫

Ω
|f |2dm

) 1
2 qui provient du produit scalaire : ∀f, g ∈ Ω on a

< f, g >=
∫

Ω
(f × g)dm

est un espace de Hilbert.

Définition 1.36 (Espace de Sobolev).
Soit Ω ⊂ Cn un ouvert, on définit les espaces de Sobolev Wm,p(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞,m ∈ N par :

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) | Dαf ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}.

Les normes pour ces espaces sont données par :

||f ||Wm,p(Ω) :=
( ∑
|α|≤m

||Dαf ||pLp(Ω)

) 1
p , p < +∞

et
||f ||Wm,∞(Ω) := max|α|≤m||Dαf ||L∞(Ω).

Ces normes font de Wm,p(Ω) et Wm,∞(Ω) des espaces de Banach.
Pour p=2

Wm,2(Ω) = Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω) | Dαf ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}.

Hm(Ω) muni de la norme
||f ||Hm(Ω) :=

( ∑
|α|≤m

||Dαf ||2L2(Ω)

) 1
2

qui provient du produit scalaire

< u, v >Hm=
∑

0≤|α|≤m
< Dαu,Dαv >L2

est un espace de Hilbert(cf [1]).
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1.6 Espace de Sobolev partiel
On considère D = D1×D2 ⊂⊂ Rn un produit de deux domaines bornés D1 ⊂⊂ Rn1 et D2 ⊂⊂ Rn2

où n = n1 + n2.
Soit α = (α1, . . . , αn) un multi-indice d’entiers. On peut écrire α = α(1) + α(2) où α(1) =
(α1, . . . , αn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸)

n2

et α2 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n1

, αn1+1, . . . , αn).

Alors Dα(1) n’agit que sur les variables qui proviennent de D1 et Dα(2) n’agit que sur les variables qui
proviennent de D2 dans le domaine D, et on a Dα = Dα(1)Dα(2). Alors l’espace de Sobolev partiel
noté W̃ k,p(D) est un espace normé sur D défini par

W̃ k,p(D) = W k,p(D1)⊗W k,p(D2)

avec la norme
||u||p

W̃k,p(D) =
∑

|α(1)|≤k,|α(2)|≤k
||Dαu||pLp(D), 1 ≤ p <∞.

Cette définition peut être généralisée en un produit fini de domaines. Si D = D1 × . . .×DN , alors la
norme W̃ k,p sur D est définie comme suit :

||u||p
W̃k,p(D) =

∑
|α(j)|≤k,1≤j≤N

||Dαu||pLp(D), 1 ≤ p <∞,

où α(j) est la partie de α correspondant au facteur Dj, défini par analogie avec le cas où N = 2.
L’espace de Sobolev des (r, q)-formes différentielles sur chaque domaine Dj est noté par W k,p

r,q (Dj).

1.7 Théorie des Opérateurs
Tout au long de cette sous-section H1 et H2 sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.37 (Opérateur).
Un opérateur dans H1 est une application T définie sur un sous-espace vectoriel D(T ) ⊂ H1 à valeurs
dans H2.

T : D(T ) ⊂ H1 −→ H2

D(T ) est appelé le domaine de l’opérateur.
On note un opérateur par (T,D(T )) s’il n’y a pas d’ambiguité concernant son domaine on note
simplement par T.

Définition 1.38 (Graphe d’un opérateur).
Soit T : D(T ) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace de H1 ×H2 donné par

Γ(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )} ⊂ H1 ×H2.

Définition 1.39 (Opérateur fermé).
On dit que (T,D(T )) est fermé si son graphe Γ(T ) est un fermé de H1 ×H2.

Remarque 1.12.
Un opérateur (T,D(T )) est fermé si pour toute suite (xn)n∈N de D(T ) telle que

lim
n→+∞

xn = x et lim
n→+∞

Txn = y

alors x ∈ D(T ) et y = Tx.
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Définition 1.40 (Opérateur borné).
On considère deux espaces de Hilbert E et F.
On dit que T est un opérateur borné de E vers F si D(T ) = E et s’il existe C tel que

||Tu||F ≤ C||u||E ∀ u ∈ E. (1)

On pose alors :
||T || = sup

u∈E,u 6=0

||Tu||F
||u||E

.

Si D(T ) 6= E et s’il existe une constante C telle que :

||Tu||F ≤ C||u||E ∀ u ∈ D(T ) (2)

alors l’opérateur T se prolonge en un opérateur borné de D(T ) vers F, où D(T ) désigne l’adhérence
de D(T ) dans E.

Définition 1.41 (Opérateur non borné).
On dit que T est un opérateur non borné s’il n’existe pas de constante C telle que (2) soit satisfait.
En d’autres termes, T est non borné s’il existe une suite un ∈ D(T ) telle que

||un||E = 1 et lim
n→+∞

||Tun||F = +∞.

Proposition 1.1. (cf [17])
Soit (T,D(T )) un opérateur fermé.
Alors T est borné si et seulement si D(T ) = H1.

Définition 1.42 (Opérateur dense).
On dit qu’un opérateur T : H1 −→ H2 est à domaine dense si D(T ) = H1.

Définition 1.43 (Adjoint d’un opérateur).
Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F ), T ∗ ∈ L(F,E) est l’unique application linéaire
telle que pour tout x ∈ E, y ∈ F on ait

< T (x), y >=< x, T ∗(y) > .

T ∗ est appelée adjoint de T.

1.8 Le ∂-Neumann
Dans cette partie, on va introduire l’opérateur ∂ − Neumann (cf [5]). Ainsi, le ∂ défini sur les

(p, q)-formes différentielles s’étend aux espaces L2(Ω) au sens des distributions.

L2
p,q(Ω) = {f ∈ C∞p,q(Ω) |

∫
Ω
|f |2dm < +∞}.

On utilise L2
p,q(Ω) pour désigner l’espace des (p, q)-formes différentielles à coefficients dans L2(Ω).

Si
f =

′∑
I,J

fI,JdzI ∧ dzJ ,

g =
′∑
I,J

gI,JdzI ∧ dzJ ,
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sont deux (p, q)-formes différentielles dans L2
p,q(Ω), nous définissons le produit scalaire et la norme

comme suit :

< f, g >=
′∑
I,J

< fI,J , gI,J >, |f |2 =< f, f >=
′∑
I,J

|fI,J |2

||f ||2 =
∫

Ω
< f, f > dm =

′∑
I,J

∫
Ω
|fI,J |2dm.

Puisque L2
p,q(Ω) est muni d’un produit scalaire, on sait définir l’adjoint du ∂

∂ : L2
p,q(Ω) −→ L2

p,q+1(Ω)

∂
∗ : L2

p,q+1(Ω) −→ L2
p,q(Ω).

Ainsi le laplacien s’écrit comme suit :

�p,q = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄

et
�p,q : L2

p,q(Ω) −→ L2
p,q(Ω).

Il a pour domaine

Dom(�) = {f ∈ Dom(∂) ∩Dom(∂∗), | ∂f ∈ Dom(∂∗), ∂
∗
f ∈ Dom(∂)}.

Proposition 1.2.
Le laplacien �p,q est un opérateur dense, fermé et auto-adjoint.

Démonstration.
Soit Dp,q(Ω) l’ensemble des (p,q)-formes différentielles à support compact.
�p,q étant un opérateur, il est donc linéaire par définition.
On sait que :

Dp,q(Ω) ⊂ Dom(�p,q) ⊂ L2
p,q(Ω)

le passage à l’adhérance nous donne les inclusions suivantes :

Dp,q(Ω) ⊂ Dom(�p,q) ⊂ L2
p,q(Ω)

or
Dp,q(Ω) = L2

p,q(Ω) = L2
p,q(Ω)

donc
L2
p,q(Ω) ⊂ Dom(�p,q) ⊂ L2

p,q(Ω)
d’où

Dom(�p,q) = L2
p,q(Ω)

ce qui montre que �p,q est dense.
Montrons que �p,q est fermé :
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soit fn ∈ Dom(�p,q).

< �p,qfn, fn > =< (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)fn, fn >
=< ∂̄∂̄∗fn + ∂̄∗∂̄fn, fn >

=< ∂̄∂̄∗fn, fn > + < ∂̄∗∂̄fn, fn >

=< ∂̄∗fn, ∂̄
∗fn > + < ∂̄fn, ∂̄fn >

= ‖∂̄∗fn‖2 + ‖∂̄fn‖2

ainsi ∂∗fn et ∂fn convergent respectivement dans L2
p,q−1(Ω) et L2

p,q+1(Ω). Puisque ∂ et ∂
∗ sont

des opérateurs fermés, nous avons f ∈ Dom(∂) ∩Dom(∂∗) et

∂fn −→ ∂f et ∂
∗
fn −→ ∂

∗
f dans L2.

Or ∂ et ∂
∗ sont des opérateurs fermés, donc

∂̄∂̄∗fn −→ ∂̄∂̄∗f et ∂̄∗∂̄fn −→ ∂̄∗∂̄f.

Nous venons donc de montrer que �p,qfn −→ �p,qf donc �p,q est un opérateur fermé.
Soit u, v ∈ Dom(�p,q), a-t-on < �p,qu, v >=< u,�p,qv > ?

On a < �p,qu, v > =< (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)u, v >
=< ∂̄∂̄∗u+ ∂̄∗∂̄u, v >

=< ∂̄∂̄∗u, v > + < ∂̄∗∂̄u, v >

=< ∂̄∗u, ∂̄∗v > + < ∂̄u, ∂̄v >

=< u, ∂̄∂̄∗v > + < u, ∂̄∗∂̄v >

=< u, (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)v >
=< u,�p,qv >

ce qui signifie que �p,q est auto-adjoint.

L’opérateur ∂-Neumann consiste à chercher un inverse à � noté Np,q et qui vérifie les propriétés
suivantes :
Soit Ω un domaine, il existe

Np,q : L2
p,q(Ω) −→ L2

p,q(Ω)

tel que
1. �Np,q = Np,q� = I dans Dom (�) ⊂ Dom(∂) ∩Dom(∂∗) où I désigne l’opérateur identité,

2. ∂Np,q = Np,q+1∂ dans Dom(∂),

3. ∂∗Np,q+1 = Np,q+1∂
∗ dans Dom(∂∗),

4. f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf.
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2 Produits tensoriels et espaces de fonctions
Dans cette section, il est question de construire un opérateur appelé opérateur produit tensoriel

noté (A⊗B) qui vérifie la relation suivante

(A⊗B)(ξ ⊗ η) = Aξ ⊗Bη,

pour tout ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η ∈ Lp(Ω2, µ2).

2.1 Outils de Mesure
Définition 2.1 (Tribu).
Soit E un ensemble, T une famille de parties de E. La famille T est une tribu (on dit aussi une
σ-algébre) sur E si T vérifie :

1. ∅ ∈ T, E ∈ T,
2. T est stable par union dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille dénombrable (An)n∈N

d’éléments de T, on a
⋃
n∈N

An ∈ T ,

3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille dénombrables
(An)n∈N d’éléments de T, on a

⋂
n∈N

An ∈ T,

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire pour tout A ∈ T, on a Ac ∈ T.

Pour montrer qu’une partie T de P(E) est une tribu, il n’est pas nécessaire de vérifier les 4
propriétés de la définition précédente. Il suffit de vérifier par exemple ∅ ∈ T (ou E ∈ T ), 2(ou 3) et 4.
Les élèments de T sont appelées parties mesurables de E.
Le couple (E, T ) est appelé espace mesurable.

Exemple 2.1 (Exemples de Tribu sur E).
{∅, E} et P(E) sont des tribus sur E.

Définition 2.2 (Tribu engendrée).
Soit F une famille de parties de E. On note

σ(F ) =
⋂
T⊃F

T.

Alors, σ(F ) est une tribu sur E appelé tribu engendrée par F. C’est la plus petite tribu sur E qui
contient F.

Définition 2.3 (Mesure).
Soit C un ensemble de parties de E.
Une application µ définie sur C à valeurs dans [0,+∞] est appelée mesure lorsque les deux propriétés
suivantes sont satisfaites :
a) ∅ ∈ C et µ(φ) = 0,

b) µ est σ − additive i.e. µ(
∞⋃
k=1

Ek) =
∞∑
k=1

µ(Ek) si Ei ∩ Ej = ∅ pour i 6= j

Le triplet (E, T, µ) est appelé espace mesuré.
Parfois on le note (E, µ).
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Exemple 2.2 (Exemples de Mesures).
1. Mesure de comptage sur un ensemble E :

Sur (E,P(E)), on définit la mesure de comptage µ(A), A ⊂ E par

µ(A) =
{
card(A) si A est fini
∞ sinon

Cette mesure s’applique généralement aux ensembles discrets (N,Z, . . .).
2. Mesure de Dirac en un point :

Soit (E, T ) un ensemble mesurable, avec E 6= ∅ et x ∈ E. On définit
µ : T −→ [0,+∞] par

µ(A) = 1A(x) =
{

1 si x ∈ A
0 sinon

On note souvent µ = δx.

Définition 2.4 (Mesure σ-finie).
Soit (E,B, µ) un espace mesuré.
La mesure µ est dite σ-finie s’il existe une suite d’ensembles mesurables En ∈ B, n ∈ N tels que

∀ n ∈ N, µ(En) <∞ et
⋃
n∈N

En = E.

Autrement dit, E est la réunion dénombrable d’ensembles de mesures finies pour µ.

Proposition 2.1 (Propriétés d’une mesure).
1. Monotonie :

si A, B ∈ T et A ⊂ B, alors µ(A) ≤ µ(B),
2. sous-additivité :

si An ∈ T, ∀ n ∈ N alors
µ(
⋃
n∈N

An) ≤
∑
n∈N

µ(An),

3. si An ∈ T, ∀ n ∈ N et si An ⊂ An+1, ∀n ∈ N, alors

µ(
⋃
n∈N

An) = lim
n−→∞

µ(An),

4. si An ∈ T, ∀ n ∈ N et si An ⊃ An+1, ∀n ∈ N avec µ(A0) <∞, alors

µ(
⋂
n∈N

An) = lim
n−→∞

µ(An).

Démonstration.
1. On a B = A ∪ (B \ A), union disjointe d’éléments de T donc

µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).

Si µ(A) <∞, on déduit que µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

2. Posons B0 = A0, et ∀ n ≥ 1, Bn = An \
n−1⋃
k=0

Ak.

Pour tout n ∈ N, on a
n⋃
k=0

Ak =
n⋃
k=0

Bk. En outre, les {Bn}n∈N sont 2 à 2 disjoints alors par la

formule
n⋃
k=0

Ak =
n⋃
k=0

Bk on a

µ(
⋃
n∈N

An) = µ(
⋃
n∈N

Bn).

28



Ainsi d’après la définition d’une mesure, on a

µ(
⋃
n∈N

Bn) =
∑
n∈N

µ(Bn).

Comme Bn ⊂ An et µ(Bn) ≤ µ(An), on a∑
n∈N

µ(Bn) ≤
∑
n∈N

µ(An).

Ainsi
µ(
⋃
n∈N

An) ≤
∑
n∈N

µ(An).

3. Posons B0 = A0 et ∀ n ≥ 1, Bn = An \ An−1.

Alors les Bn sont 2 à 2 disjoints et ∀n ≥ 1, An =
n⋃
k=0

Bk.

Ainsi
lim
n−→∞

µ(An) = lim
n−→∞

µ(
n⋃
k=0

(Bk))

or par définition de la mesure,

lim
n−→∞

µ(
n⋃
k=0

(Bk)) = lim
n−→∞

n∑
k=0

µ(Bk).

Ainsi on a
lim
n−→∞

n∑
k=0

µ(Bk) =
∑
k∈N

µ(Bk)

et ∑
k∈N

µ(Bk) = µ(
⋃
k∈N

Bk).

Par conséquent
µ(
⋃
k∈N

Bk) = µ(
⋃
n∈N

An).

On a donc
lim
n−→∞

µ(An) = µ(
⋃
n∈N

An).

4. Posons Bn = A0 \An, ∀ n ∈ N. Alors la suite {Bn}n∈N est croissante avec
⋃
n∈N

Bn = A0 \
⋂
n∈N

An.

En outre, µ(Bn) = µ(A0)− µ(An) car µ(A0) <∞.
On a

µ(A0)− µ(
⋂
n∈N

An) = µ(
⋃
n∈N

Bn).

D’après 3), on a donc
µ(
⋃
n∈N

Bn) = lim
n−→∞

µ(Bn).

Ainsi par construction des Bn, on a

lim
n−→∞

µ(Bn) = µ(A0)− lim
n−→∞

µ(An).

Alors
µ(
⋂
n∈N

An) = lim
n−→∞

µ(An).
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Remarque 2.1.
La condition µ(A0) <∞ de l’assertion (4) de la proposition précédente est nécessaire.
En effet, considérons (N,P(N)) muni de la mesure de comptage et considérons An = {n, n+1, n+2, . . .},
alors An ⊃ An+1 et

⋂
n∈N

An = ∅, mais ∀ n ∈ N, µ(An) = +∞.

Définition 2.5 (Mesure produit).
Soient (X,T,µ1) et (Y,S,µ2 ) deux espaces mesurés σ-finis. On note T⊗S la tribu sur X×Y engendrée
par les parties de la forme A × B avec A ∈ T et B ∈ S. On l’appelle tribu produit des tribus T
et S. Alors il existe une unique mesure ν sur T ⊗ S vérifiant ν(A × B) = µ1(A)µ2(B) pour tout
A ∈ T et tout B ∈ S.
On la note par µ1 ⊗ µ2.

Définition 2.6 (Isomorphisme isométrique).
Soient E et F deux espaces de Banach et L(E,F ) l’ensemble des applications linéaires.
On dit que a ∈ L(E,F ) est un isomorphisme si a est bijective.
Si l’isomorphisme existe, on dit que E et F sont isomorphes.
On dit que a ∈ L(E,F ) est une isométrie si ||aξ|| = ||ξ|| pour tout ξ ∈ E.
Si l’isométrie de E vers F est surjective, on dit que E et F sont isométriquement isomorphe.

2.2 Produit tensoriel
Dans cette partie, nous allons donner quelques résultats sur le produit tensoriel. Ces résultats

sont tirés de [6]

Proposition 2.2.
Soient Ei et Fi i = 1, 2 des espaces vectoriels.
Soit Ti ∈ L(Ei, Fi). Alors il existe un unique opérateur S ∈ L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2) avec la propriété
suivante :

S(x1 ⊗ x2) = T1x1 ⊗ T2x2

pour tout (x1, x2) ∈ E1 × E2.
L’opérateur S est noté par T1 ⊗ T2,
par conséquent

(T1 ⊗ T2)(x1 ⊗ x2) = T1x1 ⊗ T2x2.

Remarque 2.2.
Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes :

1. si T1 et T2 sont surjectives, alors T1 ⊗ T2 est surjective,

2. si T1 et T2 sont injectives, alors T1 ⊗ T2 est injective,

3. en particulier, si G est un sous espace vectoriel de E, alors G⊗F est un sous-espace de E ⊗F,

4. on a la formule suivante :

ker(T1 ⊗ T2) = (kerT1)⊗ E2 + E1 ⊗ (kerT2) ⊂ E1 ⊗ E2.

Définition 2.7 (Produit tensoriel de Hilbert).

30



Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert.
On définit un produit scalaire sur le produit tensoriel algébrique H1 ⊗H2 par

< x⊗ y, z ⊗ w >=< x, z >H1< y,w >H2 .

H1 ⊗H2 muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien, et son complété est un espace de
Hilbert noté H1⊗̂H2 et est appelé produit tensoriel de Hilbert des espaces H1 et H2.

Soient (Ω1, µ1) et (Ω2, µ2) deux espaces mesurés avec µ1 et µ2 des mesures finies.
Notons par µ1 ⊗ µ2 la mesure produit sur Ω1 × Ω2.
Posons H1 = Lp(Ω1, µ1) et H2 = Lp(Ω2, µ2).

D’après [6] Corollaire 2, la norme de
n∑
j=1

fj ⊗ gj ∈ Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) est définie par

||
n∑
j=1

fj ⊗ gj|| = (
∫

Ω1

∫
Ω2
|
n∑
j=1

fjgj|pdµ1dµ2)
1
p .

En particulier, le théorème de Fubini donne ||f ⊗ g|| = ||f ||||g||.
Ces résultats nous seront utiles dans la preuve du Théorème principal de cette partie.
Le théorème ci-dessous est tiré de la page 498 de [6].

Théorème 2.1 (Fubini-Tonelli).
Soient Ω1 et Ω2 deux domaines de Cn.
Si f : Ω1 × Ω2 −→ C(où[−∞,+∞]) est µ1 ⊗ µ2-intégrable,

{(x, y) ∈ Ω1 × Ω2 | f(x, y) 6= 0} ⊂ Ω1 × Ω2

est σ-finie(pour la mesure produit µ1 ⊗ µ2) et si l’une des intégrales itérées de |f | existe, alors f est
µ1 ⊗ µ2-intégrale.

Définition 2.8 (Step-fonction).
Soit Ω un domaine.
Si (Ω, µ) est un espace mesuré et E un espace (réel ou complexe) normé, alors la fonction f : Ω −→ E
est appelé un µ-step fonction si :

f(·) =
n∑
k=1

χAk(·)xk

avec Ak ⊂ Ω est µ-mesurable, xk ∈ E et l’intégrale∫
Ω
fdµ :=

n∑
k=1

µAk(·)xk ∈ E

est bien défini.

Définition 2.9.
Soit x une fonction définie sur un espace mesuré (S,B, µ) à valeurs dans un espace X par

x(s) =
n∑
i=1

xi(s)µ(Bi) i = 1, 2, . . . , n.

La fonction x est dite µ-Bochner intégrable s’il existe une suite de fonctions xn qui converge vers x µ.
pp c’est-à-dire

lim
n−→∞

∫
S
||x(s)− xn(s)||µ(ds) = 0.

Soit 1 ≤ p < +∞, l’espace des fonctions p-intégrables de Bochner définies de Ω −→ E est noté par
Lp(µ,E).
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Définition 2.10.
Soient Ej et Fj deux sous espaces vectoriels de L0(µj) et L0(νj) respectivement et soit µj : Ej −→ Fj
un opérateur (j = 1, 2).
On note par 1X l’opérateur identité pour l’espace vectoriel X, et par u|X1

la restriction d’un opérateur
u : X −→ Y à un sous espace X1 de X.

On peut maintenant énoncer le resultat suivant tiré du Théorème 1.1 de [10].

Théorème 2.2. Soient (S,
∑
, µ) et (T,Ω, ν) deux espaces mesurés, et 0 < p ≤ q.

Soit E un sous-espace vectoriel de Lp(µ) et soit u : E −→ Lq(ν) un opérateur borné. Alors pour tout
espace mesuré (Z,Λ, σ), l’opérateur

1Lp(σ) ⊗ u : Lp(σ)⊗ E −→ Lp(σ)⊗ Lq(ν)

admet une unique extension

Lp(σ)u : Lp(σ)⊗p E −→ Lp,q(σ × ν)

qui est un opérateur borné.

Démonstration.
Observons d’abord que sans perte de généralité, on peut supposer que

1. E est de dimension finie.
2. Toutes les mesures en question sont σ-finies.

En effet, étant donné un espace semi-normé X, notons F(X) la famille de tous les sous-espaces de
dimension finie de X. Maintenant pour 1 observons que pour tout sous espace E de Lp(µ),

||u|| = sup{||u|F || : F ∈ F(E)},

||1Lp(σ) ⊗ u|| = ||sup{1Lp(σ) ⊗ u|F || : F ∈ F(E)}.
Pour 2, soit τ une mesure, tout sous-espace de dimension finie de Lp(τ), est isométriquement isomorphe
à un sous-espace de Lp(τ0) pour une mesure σ-finie τ0 ; de plus

||1Lp(τ) ⊗ u|| = sup{||1F ⊗ u|| : F ∈ F(Lp(τ))}.

En supposant 1 et 2, et pour 0 < p ≤ q <∞,
soit f1, f2, . . . , fn une base de E, posons gj = u(fj) pour j = 1, 2, . . . , n.
Alors pour tous scalaires c1, c2, . . . , cn on a

||
n∑
j=1

cjgj||Lq(ν) ≤ ||u||||
n∑
j=1

cjfj||Lp(µ).

Par conséquent, pour des fonctions scalaires arbitraires c1(·), . . . , cn(·) dans Lp(σ),

(
∫
T
|

n∑
j=1

cj(z)gj(t) |q ν(dt))
p
q ≤ ||u||p

∫
S
|

n∑
j=1

cj(z)fj(s) |p µ(ds)

pour tout z σ-pp.
En intégrant sur Z, on obtient∫

Z
(
∫
T
|

n∑
j=1

cj(z)gj(t) |q ν(dt))
p
q σ(dz) ≤ ||u||p

∫
Z

∫
S
|

n∑
j=1

cj(z)fj(s) |p µ(ds)σ(dz).
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A présent, nous allons énoncer et démontrer le théorème principal de cette partie tiré de [15].

Théorème 2.3. Soient (Ω1, µ1) et (Ω2, µ2) deux espaces mesurés et soit 1 ≤ p <∞. Alors il existe
un unique isomorphisme isométrique

Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2) ∼= Lp(Ω1, µ1)⊗̂Lp(Ω2, µ2)

qui pour tout ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η ∈ Lp(Ω2, µ2) identifie l’élément ξ ⊗ η à la fonction

(x, y) 7−→ ξ(x)η(y) (3)

sur Ω1 × Ω2. En outre,
1. sous l’identification (3), l’ensemble

S = {ξ ⊗ η | ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η ∈ Lp(Ω2, µ2)}

est dense dans Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2),
2. si (Γ1, ν1) et (Γ2, ν2) sont des espaces mesurés de mesure finie et

A : Lp(Ω1, µ1) −→ Lp(Γ1, ν1)

et
B : Lp(Ω2, µ2) −→ Lp(Γ2, ν2)

sont des opérateurs bornés, alors il existe un opérateur

A⊗B : Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2) −→ Lp(Γ1 × Γ2, ν1 ⊗ ν2)

appelé opérateur produit tensoriel tel qu’on a la relation suivante

(A⊗B)(ξ ⊗ η) = Aξ ⊗Bη,

pour tout ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η ∈ Lp(Ω2, µ2),
3. l’opérateur produit tensoriel A⊗B défini en (2) est bilinéaire, associatif, et satisfait

(A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = A1A2 ⊗B1B2,

4. l’opérateur produit tensoriel A⊗B de (2) satisfait l’égalité ||A⊗B|| = ||A||||B||.

Démonstration.
Pour la démonstration de l’assertion (1),
on a pour 1 ≤ p <∞ et E un espace de Banach, l’ensemble des fonctions µ-mesurables f : Ω −→ E
muni de la loi + et de la multiplication par un scalaire est un espace vectoriel noté Lp(E, µ).
Son quotient par rapport aux fonctions µ-nulles (i.e ||f(·)||E = 0 µ pp) noté

Lp(E, µ) := Lp(E, µ)� ∼
muni de la norme définie par

||f̃ ||Lp(E) := (
∫

Ω
||f(w)||pEµ(dw))

1
p

est un espace vectoriel normé qui est complet si E est un espace de Banach.
Montrons que S(µ)⊗ E est dense dans Lp(E, µ). Soit (fn)n∈N ∈ S(µ)⊗ E qui converge vers f.
De [18], Théorème 1, en modifiant le cas p = 1, on a ||fn(·)− f(·)||pE est µ-intégrable et∫
S
||fn(·)− f(·)||pEµ(dw) −→ 0.
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Donc, d’après [6] f ∈ Lp(E, µ).
Ainsi, pour 1 ≤ p <∞, l’ensemble des µ-step-fonctions

S(µ)⊗ E = {
n∑
k=1

χAk ⊗ xk | n ∈ N, Ak mesurable, xk ∈ E}

est dense dans Lp(E, µ).
Alors

S(µ)⊗ E = {
n∑
k=1

χAk ⊗ xk | n ∈ N, Ak intégrable, xk ∈ E}� ∼,

est dense dans Lp(E, µ).
Pour la mesure produit µ1 ⊗ µ2 sur Ω1 × Ω2, le Théorème de Fubini- Tonelli montre que

Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) ↪→ Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2)

est isométrique. En effet, soit

T : Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) −→ Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2)
ξ ⊗ η 7−→ ξ(x)η(y)

∀ (x, y) ∈ (Ω1 × Ω2).
Donc on a

T (ξ ⊗ η) = ξ(x)η(y) = ξ ⊗ η
, car l’élément ξ ⊗ η est identifié à la fonction (x, y) 7→ ξ(x)η(y).
Par passage à la norme on a

||T (ξ ⊗ η)||Lp(Ω1,µ1)⊗Lp(Ω2,µ2) = ||ξ ⊗ η||Lp(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2). (4)

Ce qui fait que l’intégrale défini sur le produit tensoriel est bien défini donc la norme est bien définie.
Puisque l’ensemble des step-fonctions (S(µ1)⊗ S(µ2))⊗ (Ω1 × Ω2) est dense dans
Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2), et

(S(µ1)⊗ S(µ2))⊗ (Ω1 × Ω2) ⊂ Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2)

, alors
Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) est dense dans Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2)

et donc par la relation (4), on a

Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2) = Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2).

Par conséquent, l’ensemble S est dense dans Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2).
Les assertions (2) et (3) constituent un cas particulier du Théorème (2.2).
En effet, en prouvant l’assertion (1), on a montré que

Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) est dense dans Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2)

et mieux, on a
Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2) = Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2). (5)

Par le Théorème (2.2), on prouve l’existence d’un opérateur de la forme

1Lp(σ) ⊗ u : Lp(σ)⊗ E −→ Lp(σ)⊗ Lq(ν).

Ainsi, en remplaçant 1Lp(σ) par A et u par B on a :

A⊗B : Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) −→ Lp(Γ1, ν1)⊗ Lp(Γ2, ν2).
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En utilisant l’égalité (5), on a

A⊗B : Lp(Ω1 × Ω2, µ1 ⊗ µ2) −→ Lp(Γ1 × Γ2, ν1 ⊗ ν2).

La relation
(A⊗B)(ξ ⊗ η) = Aξ ⊗Bη

n’est rien d’autre que la définition de l’opérateur produit tensoriel (cf Définition (2.2)).
Ce qui prouve l’assertion (2).
Montrons l’assertion (3) en prouvant que l’opérateur produit tensoriel est bilinéaire et associatif.
En effet, soient ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η, η′ ∈ Lp(Ω2, µ2) on a

(A⊗B)(ξ ⊗ (η + η′)) = Aξ ⊗B(η + η′)
= Aξ ⊗ (Bη +Bη′)
= Aξ ⊗Bη + Aξ ⊗Bη′

= (A⊗B)(ξ ⊗ η) + (A⊗B)(ξ ⊗ η′).

Ainsi,
(A⊗B)(ξ ⊗ (η + η′)) = (A⊗B)(ξ ⊗ η) + (A⊗B)(ξ ⊗ η′).

Calculons alors (A⊗B)((ξ + ξ′)⊗ η) pour ξ, ξ′ ∈ Lp(Ω1, µ1) et η ∈ Lp(Ω2, µ2) :

(A⊗B)((ξ + ξ′)⊗ η) = A(ξ + ξ′)⊗Bη
= (Aξ + Aξ′)⊗Bη
= Aξ ⊗Bη + Aξ′ ⊗Bη
= (A⊗B)(ξ ⊗ η) + (A⊗B)(ξ′ ⊗ η).

Ainsi,
(A⊗B)((ξ + ξ′)⊗ η) = (A⊗B)(ξ ⊗ η) + (A⊗B)(ξ′ ⊗ η).

Calculons (A⊗B)(αξ ⊗ η) et (A⊗B)(ξ ⊗ αη) pour ξ ∈ Lp(Ω1, µ1), η ∈ Lp(Ω2, µ2) et α ∈ C :

(A⊗B)(αξ ⊗ η) = Aαξ ⊗Bη
= αAξ ⊗Bη
= α(A⊗B)(ξ ⊗ η).

(A⊗B)(ξ ⊗ αη) = Aξ ⊗Bαη
= Aξ ⊗ αBη
= α(A⊗B)(ξ ⊗ η).

Alors on a la relation suivante :

(A⊗B)(αξ ⊗ η) = (A⊗B)(ξ ⊗ αη) = α(A⊗B)(ξ ⊗ η).

Ce qui prouve la bilinéarité.
Pour ce qui est de l’associativité ; a t-on

(A⊗B)⊗ A′ = A⊗ (B ⊗ A′)?
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On a :
(A⊗B)⊗ A′ = A⊗B ⊗ A′ et A⊗ (B ⊗ A′) = A⊗B ⊗ A′.

La relation
(A1 ⊗B2)(A2 ⊗B2) = A1A2 ⊗B1B2

découle de la définition de l’opérateur produit tensoriel (cf Définition (2.2)).
Ce qui met fin à la démontration de l’assertion (3).
Montrons l’assertion (4).

La norme de
n∑
j=1

ξj ⊗ ηj ∈ Lp(Ω1, µ1)⊗ Lp(Ω2, µ2) étant définie par

||
n∑
j=1

ξj ⊗ ηj|| = (
∫

Ω1

∫
Ω2
|
n∑
j=1

ξjηj|pdµ1dµ2)
1
p ,

on a

||Aξ ⊗Bη|| = (
∫

Γ1

∫
Γ2
|AξBη|pdν1dν2)

1
p

= (
∫

Γ1

∫
Γ2
|Aξ|p|Bη|pdν1dν2)

1
p

= (
∫

Γ2
|Bη|p

∫
Γ1
|Aξ|pdν1dν2)

1
p

= (
∫

Γ1
|Aξ|pdν1)

1
p (
∫

Γ2
|Bη|pdν2)

1
p

= ||Aξ|| · ||Bη||

∀ ξ ∈ Lp(Ω1, µ1) et ∀ η ∈ Lp(Ω2, µ2). Donc

||A⊗B|| = ||A||||B||.

Notez que la construction ci-dessus peut être étendue à un nombre fini d’espaces vectoriels.
Soient H = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗HN désignant le produit tensoriel algébrique pour N espaces vectoriels
H1, . . . , HN . Un élément de H est de la forme x1 ⊗ . . .⊗ xN .
Le produit tensoriel est défini par

⊗ : H1 ×H2 × . . .×HN −→ H1 ⊗ . . .⊗HN .

Lorsque H1, . . . , HN sont des espaces de (p, q)-formes différentielles sur des domaines Ω1, . . . ,ΩN , le
produit tensoriel algébrique H peut être vu comme l’espace des (p, q)-formes différentielles sur le
produit de domaine Ω = Ω1 × . . .× ΩN .
Pour j = 1, . . . , N, soit Hj l’espace vectoriel complexe des formes différentielles défini sur un domaine
Ωj.
Soit fj une forme différentielle définie dans Hj(Ωj) et πj : Ω −→ Ωj une projection.
L’identification

f1 ⊗ . . .⊗ fN = π∗1f1Λ . . .Λπ∗NfN ,
que l’on appelle forme décomposable simple s’étend linéairement à une application injective de
H1(Ω1) ⊗ . . . ⊗ HN(ΩN) dans l’espace des formes différentielles sur Ω noté H(Ω). En particulier,
si Hj(Ωj) = Lp∗(Ωj) par le Théorème (2.3), Lp∗(Ω1)⊗̂ . . . ⊗̂Lp∗(ΩN) est isométriquement isomorphe à
Lp∗(Ω1 × . . .× ΩN), c’est-à-dire

Lp∗(Ω1 × . . .× ΩN) ∼= Lp∗(Ω1)⊗̂ . . . ⊗̂Lp∗(ΩN). (6)

En particulier, pour les espaces de Sobolev, on a :

W̃ k,p
r,q (Ω1 × . . .× ΩN) ∼= W k,p

r,q (Ω1)⊗̂ . . . ⊗̂W k,p
r,q (ΩN).
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3 Etude du ∂ sur le produit de domaines relativement com-
pacts

Une propriété très importante de l’opérateur

∂ : L2
∗(Ω) −→ L2

∗(Ω)

est d’avoir une image fermée i.e
img(∂) ⊂ L2

∗(Ω)
est un sous espace fermé.
Commençons par définir certaines notions qui nous seront utiles dans la suite.

Définition 3.1 (Produit de convolution).
Soient f et g deux fonctions définies sur R, leur produit de convolution noté f ? g est défini par

(f ? g)(x) =
∫
R
f(x− t)g(t)dt.

On a la remarque suivante :

Remarque 3.1.
1. Le produit de convolution est associatif et commutatif.
2. Soient 1 ≤ p < +∞ et f ∈ Lp(R) et g ∈ L1(R). Le produit de convolution est défini presque

partout, il appartient à Lp(R) avec l’inégalité

||f ? g||p ≤ ||f ||1||g||p.

Définition 3.2 (Produit de convolution de deux mesures).
Soient µ1 et µ2 deux mesures finies sur R.
On appelle produit de convolution de µ1 et µ2 la mesure définie sur R par :

(µ1 ? µ2)(A) = (µ1 ⊗ µ2)({(x, y);x+ y ∈ A}).

Autrement dit, µ1 ? µ2 est la mesure image de la mesure produit µ1 ⊗ µ2 par l’application somme.
Le produit de convolution de deux mesures vérifie les propriétés suivantes :
• Pour toute fonction mesurable f : R −→ R,∫

R
f(x)d(µ1 ? µ2) =

∫
R2
f(x+ y)dµ1(x)dµ2(y),

• la masse de Dirac en 0 est l’élément neutre du produit de convolution,
• Si a, b ∈ R, alors δa ? δb = δa+b,
• Si dµ1 = f(x)dx et dµ2 = g(x)dx sont deux mesures de densité, alors d(µ1 ? µ2) = (f ? g)dx.
Autrement dit, le produit de convolution des mesures est le produit de convolution des fonctions.

Définition 3.3 (Opérateur de Hodge). (cf [8])
Soit M une variété analytique complexe de classe C∞ de dimension m.
L’opérateur de Hodge ∗ est l’endomorphisme de ∧•T ∗M défini par un ensemble d’applications linéaires
tel que

∗ : ∧pT ∗M −→ ∧m−pT ∗M u ∧ ∗v =< u, v > dV ∀ u, v ∈ ∧pT ∗M ,

où dV est l’élément de volume sur M et <,> est le crochet de dualité pour cette partie.

Propriétés 3.1 (Propriétés de l’opérateur de Hodge). (cf [8])
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• d∗ = −1(m+1) ∗ d∗, où d∗ est l’adjoint de d.
• ∀ w ∈ ∧pT ∗M , ∗ ∗ w = (−1)p(n−1)w. Donc l’inverse de l’isomorphisme ∗ est donné par

∗−1 = (−1)p(n−1)∗

Soit maintenant Ω un domaine borné dans Cn. Pour 1 ≤ P ≤ ∞, Lpr,q(Ω) désigne l’espace de

Banach des (r, q)-formes différentielles à coefficients dans Lp(Ω). Si p′ ∈ R de sorte que 1
p

+ 1
p′

= 1, la

dualité globale entre Lpr,q(Ω) et Lp′r,q(Ω) est définie par

< f, g >=
∫

Ω
f ∧ ∗g,

où ∗ est l’opérateur étoilé de Hodge.
Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on définit le groupe de cohomologie du ∂ dans Lp(Ω) par

H∗Lp(Ω) = Ker(∂) ∩ Lp∗(Ω)
img(∂) ∩ Lp∗(Ω)

et l’espace des Lp-formes harmoniques par :

H∗p(Ω) = {f ∈ dom(∂) ∩ dom(∂∗) ⊂ Lp∗(Ω) : ∂f = ∂
∗
f = 0}.

Soit
[·] : Ker(∂) −→ H∗LP (Ω)

la projection naturelle.
Grâce à la densité des formes différentielles de classe C∞ à support compact dans LP (Ω) et en utilisant
l’argument de la dualité, on a le résultat suivant ;
Lemme 3.1.
Soit η la restriction de [·] à l’espace des L2-formes harmoniques H∗2(Ω). Alors

1. η est injective,
2. Si η est surjective, alors l’image du ∂ est fermée.

Démonstration.
1. Pour les (0, 0)-formes, i.e les fonctions, l’espace H0,0(Ω) coïncide par définition avec l’espace

cohomologique H0,0
L2 (Ω).

Pour les formes différentielles de degré supérieur, on a :

η : H∗2(Ω) ⊂ ker(∂) −→ H∗L2(Ω)
g 7−→ [g]

Soit
g ∈ kerη,

η(g) = 0⇒ [g] = 0.
Par conséquent

g = ∂h.

Or
∂g = ∂

∗
g = 0.

Donc
< g, g >=< ∂h, g >=< h, ∂

∗
g >= 0.

Ainsi,
||g||2 = 0⇒ g = 0.

Ce qui entraine l’injectivité de η.
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2.

η : H∗2(Ω) ⊂ ker(∂) −→ H∗L2(Ω)
g 7−→ [g]

Surjectivité de η :
∀ α ∈ H∗L2(Ω), ∃ g ∈ H∗2(Ω) | [g] = α.

Si
f ∈ ker(∂) | α = [f ] alors f = g + ∂h.

< f, f > =< g + ∂h, g + ∂h >

=< g, g > + < g, ∂h > + < ∂h, g > + < ∂h, ∂h >

=< g, g > + < ∂h, ∂h > ≥ < g, g > .

D’aprés (1), η est injective. Si η est surjective, alors η est un isomorphisme, on a donc H∗2(Ω)
est isomorphe à l’espace cohomologique H∗L2(Ω).
Puisque H∗2(Ω) est un sous espace fermé de l’espace de Hilbert L2

∗(Ω), l’espace H∗L2(Ω) devient
un espace de Hilbert.
H∗L2(Ω) est un espace de Hilbert donc son image est fermée.

3.1 Image fermée du ∂

Il s’agit dans cette partie de démontrer le Théorème (0.1). Pour cela, nous construisons un
opérateur de solution au problème du ∂ sur un produit de domaines appelé opérateur de solution
canonique.
Notre hypothèse fondamentale est la suivante : pour chaque j, l’opérateur ∂ est d’image fermée dans
L2
∗(Ωj) pour j = 1, . . . , N avec N ∈ N∗.

Dans notre cadre d’étude, nous considérons désormais le cas N = 2, c’est-à-dire dans le cas où
Ω = Ω1 × Ω2 avec Ω1 et Ω2 deux domaines relativement compacts de Cn.
Commençons par donner quelques notions algébriques pour les formes décomposables lisses sur Ω.
Soient f ∈ C∞∗ (Ω1) et g ∈ C∞∗ (Ω2), on a

∂(f ⊗ g) = ∂1f ⊗ g + σ1f ⊗ ∂2g (7)

où ∂1, ∂2 et ∂ représentant respectivement l’opérateur ∂ sur Ω1, Ω2 , Ω et σ1 est l’application
sur C∞∗ (Ω1) qui est la multiplication par (−1)p+q sur C∞p,q(Ω1) et pour tout opérateur S de degré d
sur L∞∗ (Ω1) i.e deg(Sf)− deg(f) = d avec f une forme différentielle défini dans dom(S), on a

σ1S = (−1)dSσ1.

On peut étendre 7 à C∞∗ (Ω1)⊗C∞∗ (Ω2), pour obtenir la formule de Leibniz pour les formes décompo-
sables lisses données par

∂ = ∂1 ⊗ I2 + σ1 ⊗ ∂2, (8)
où I2 est l’opérateur identité sur Ω2.
Soient K1 et K2 des opérateurs de résolution canonique du ∂ sur Ω1 et Ω2, alors on peut définir un
opérateur S : C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2) −→ L2

∗(Ω1)⊗ L2
∗(Ω2) par la formule suivante

S = K1 ⊗ I2 + σ1P1 ⊗K2 (9)

où Pj : L2
∗(Ωj) −→ H2

∗(Ωj) est la projection harmonique sur Ωj de bidegré (0, 0).

39



Lemme 3.2.
Sur l’espace des formes décomposables lisses C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2), on a

∂S + S∂ = I − P1 ⊗ P2

où I = I1 ⊗ I2 désigne l’application identité sur Ω.

Démonstration.
Notons d’abord que :

∂S =(∂1 ⊗ I2 + σ1 ⊗ ∂2)(K1 ⊗ I2 + σ1P1 ⊗K2)
=∂1K1 ⊗ I2

2 + ∂1σ1P1 ⊗ I2K2 + σ1K1 ⊗ ∂2I2 + σ2
1P1 ⊗ ∂2K2

=∂1K1 ⊗ I2 + ∂1σ1P1 ⊗K2 + σ1K1 ⊗ ∂2 + σ2
1P1 ⊗ ∂2K2.

P1 étant la projection harmonique alors ∂1P1 = 0. Et par définition de σ,

σ(T ) =(−1)p+qT
σ2(T ) =σ(σ(T ))

=σ((−1)p+qT )
=(−1)p+q((−1)p+qT )
=((−1)p+q)2T

=T.

Ce qui donne le résultat suivant :

∂S = ∂1K1 ⊗ I2 + σ1K1 ⊗ ∂2 + P1 ⊗ ∂2K2.

D’autre part :

S∂ =(K1 ⊗ I2 + σ1P1 ⊗K2)(∂1 ⊗ I2 + σ1 ⊗ ∂2)
=K1∂1 ⊗ I2

2 + σ1P1∂1 ⊗K2I2 +K1σ1 ⊗ I2∂2 + σ1P1σ1 ⊗K2∂2.

Or P1∂1 = 0 par la décomposition de Hodge donnée par(cf [2])

L2
∗(Ω) = ((img(∂∗))⊕ ((img(∂))⊕H∗(Ω)

et avec la relation σ1S = (−1)dSσ1, on a

S∂ =K1∂1 ⊗ I2 +K1σ1 ⊗ ∂2 + σ2
1P1 ⊗K2∂2

=K1∂1 ⊗ I2 +K1σ1 ⊗ ∂2 + P1 ⊗K2∂2.

K1 étant un opérateur qui réduit le degré de 1, on a :

S∂ = K1∂1 ⊗ I2 − σ1K1 ⊗ ∂2 + P1 ⊗K2∂2.

Ainsi,

∂S + S∂ =∂1K1 ⊗ I2 + σ1K1 ⊗ ∂2 + P1 ⊗ ∂2K2 +K1∂1 ⊗ I2 − σ1K1 ⊗ ∂2 + P1 ⊗K2∂2

=(∂1K1 +K1∂1)⊗ I2 + P1 ⊗ (∂2K2 +K2∂2).
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En utilisant la formule d’homotopie ∂K +K∂ = I − P, on a :

∂S + S∂ =(I1 − P1)⊗ I2 + P1 ⊗ (I2 − P2)
=I1 ⊗ I2 − P1 ⊗ I2 + P1 ⊗ I2 − P1 ⊗ P2

=I1 ⊗ I2 − P1 ⊗ P2.

Soit Ω un domaine à bord lisse dans Cn et f une forme différentielle définie dans dom(∂) ⊂ L2
∗(Ω),

il résulte du Théorème 3.1 dans [16] qu’il existe une suite fj dans C∞∗ (Ω) telle que si

fj −→ f dans L2
∗(Ω) alors ∂fj −→ ∂f dans L2

∗(Ω),

Alors on a le résultat suivant :

Lemme 3.3.
Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine lipschitzien, alors l’espace C∞∗ (Ω) est dense dans dom(∂) pour la norme
du graphe dans l’espace L2(Ω).

Démonstration.
Soit f ∈ dom(∂). Puisque ∂ est un opérateur fermé, on peut construire une suite fn ∈ C∞∗ (Ω) telle
que

si fn −→ f, alors ∂fn −→ ∂f.

Nous montrons en premier que cela peut être fait sur un sous-ensemble compact dans Ω à partir des
suites régularisantes par convolution.
Soit χ ∈ C∞0 (Cn) une fonction tel que χ ≥ 0,

∫
χdv = 1.

χ(z) ne dépend que de |z| et s’annule quand |z| ≥ 1. Nous définissons χε(z) = ε−2nχ(z
ε

) pour ε > 0.
En prologeant f par 0 en dehors de Ω, pour tout ε > 0 et z ∈ Cn, on a :

fε(z) =f ? χε(z)

=
∫
Cn
f(z′)χε(z − z′)dv(z′)

=
∫
Cn
f(z − εz′)χ(z′)dv(z′).

De l’inégalité de Young pour la convolution donnée par

||f ? χε(z)|| ≤ ||f || · ||χε(z)||,

on a :
||fε|| ≤ ||f ||.

On sait que fε converge uniformément vers f ∈ C∞0 (Cn), or C∞0 (Cn) est un sous-ensemble dense de
L2(Cn), on a alors

fε −→ f dans L2(Cn) pour chaque f ∈ L2(Cn).
Ce qui implique que fε −→ f dans L2(Ω).
Soit δv une suite de nombres avec δv ↘ 0. Pour chaque δv, nous définissons

Ωδv = {z ∈ Ω | ρ(z) < −δv}.

41



Alors Ωδv est une suite de sous ensembles ouverts relativement compacts de Ω dont l’union est égale à
Ω.
En utilisant les mêmes arguments que précédemment, pour tout opérateur différentiel de premier
ordre Di a coefficients constants, si Dif ∈ L2(Ω), on a

Difε = Di(f ? χε) = Dif ? χε −→ Dif dans L2(Ωδv) quand ε→ 0.

Puisque ∂ est un opérateur de premier ordre, on a

∂fε −→ ∂f dans L2(Ωδv) sur Ωδv où fε ∈ C∞(Ωδv).

Pour voir que cela peut être fait jusqu’au bord, nous supposons d’abord que le domaine Ω est étoilé
et 0 ∈ Ω est le centre.
Soit

Ωε = {(1 + ε)z | z ∈ Ω} et f ε = f( z

1 + ε
),

alors Ω ⊂⊂ Ωε et f ε ∈ L2(Ωε). Egalement,

∂f ε −→ ∂f ∈ L2(Ω).

Soit
f(ε) = f( z

1 + ε
) ? χδε ,

où
δε ↘ 0 quand ε↘ 0 et δε est choisi suffisamment petit.

On a f(ε) ∈ C∞(Ω).
On a :

f(ε) −→ f dans L2(Ω), ∂f(ε) −→ ∂f.

Donc, C∞(Ω) est dense pour la norme du graphe quand Ω est étoilé.
Le cas général se fait en utilisant une partition de l’unité subordonnée à un recouvrement fini (Uj)j∈J
de Ω où (Uj)j∈J est étoilé.

Le lemme suivant sera énoncé et démontré dans Lp(Ω) et reste valable dans le cas p = 2.

Lemme 3.4.
Soit Ω = Ω1 × Ω2 le produit de deux domaines bornés lisses de Cn. Alors l’espace C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2)
est dense dans dom(∂) pour la norme du graphe dans l’espace Lp(Ω) défini par :

f −→ ||f ||Lp + ||∂||Lp . (10)

Démonstration.
D’après le Lemme(3.3), C∞∗ (Ω) est dense dans dom(∂) donc toute forme f ∈ dom(∂) peut être
approximée par une forme f̃ ∈ C∞∗ (Ω) pour la norme du graphe.
D’après la Proposition 1 de [12], C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2) est dense dans C∞∗ (Ω).
Donc chaque forme dans C∞∗ (Ω) peut être approximée par une forme dans C∞∗ (Ω1)⊗C∞∗ (Ω2) pour la
norme Ck, où 0 ≤ k ≤ ∞.
Pour k = 0, on peut approximer f̃ par une forme dans C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2) avec la norme C0 (qui est
plus fine que la norme du graphe puisque l’inclusion C0(U) ⊂ Lp(U) est continue pour un domaine
borné U).
Donc C∞∗ (Ω1)⊗ C∞∗ (Ω2) est dense dans dom(∂) pour la norme du graphe.
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Sur dom(∂) ⊂ L2
∗(Ω), on a la formule de Leibniz suivante :

∂ = ∂1⊗̂I2 + σ1⊗̂∂2. (11)

Plus loin, on peut étendre l’opérateur S défini par la relation (9) à L2
∗(Ω) par la formule

S = K1⊗̂I2 + σ1P1⊗̂K2. (12)

Lemme 3.5.
La formule d’homotopie suivante

∂S + S∂ = I − P1⊗̂P2 (13)
est valable sur dom(∂) ⊂ L2

∗(Ω).

Démonstration.
La démonstration est identique à la démonstration du Lemme (3.2).

Comme résultat principal de cette partie, on a :

Proposition 3.1.
Soient Ω1 et Ω2 deux domaines bornés à bord lipschitzien dans une variété hermitienne complexe.
Posons Ω = Ω1×Ω2 et supposons que l’opérateur ∂ est d’image fermée dans L2

∗(Ωj) où j = 1, 2. Alors
∂ est d’image fermée dans L2

∗(Ω).

Démonstration.
D’après le Lemme (3.1), si l’application η(f) = [f ] est surjective, alors le ∂ est d’image fermée. En
d’autres termes, nous allons montrer que pour toute classe de cohomologie α dans H∗L2(Ω), il existe
une classe de forme harmonique h dans H∗2(Ω) telle que α = [h]. En fait, nous montrons qu’il existe
une telle forme h dans le produit tensoriel H∗2(Ω1)⊗̂H∗2(Ω2) ⊂ H∗2(Ω).
On prouvera également que :

H∗2(Ω) = H∗2(Ω1)⊗̂H∗2(Ω2). (14)
En effet, soit f une forme différentielle ∂-fermée représentant la classe de cohomologie α, i.e. α = [f ].
En utilisant la formule d’homotopie (13), on a alors

f − ∂(Sf) = (P1⊗̂P2)f.

Ainsi la forme
(P1⊗̂P2)f ∈ H∗2(Ω1)⊗̂H∗2(Ω2)

représente la même classe de cohomologie que [f ] i.e. [(P1⊗̂P2)f ] = α.
Puis chaque classe de cohomologie dans H∗L2(Ω) peut être représentée par une forme harmonique dans
H∗2(Ω1)⊗̂H∗2(Ω2). On obtient l’égalité (14) du fait que η est injective. Cela montre que l’application η
du Lemme (3.1) est surjective et donc l’image du ∂ dans L2

∗(Ω) est fermée pour tous bidegrés.
La L2 formule de Kunneth

H∗L2(Ω) = H∗L2(Ω1)⊗̂H∗L2(Ω2),
découle par conséquent de (14) et des isomorphismes

H∗L2(Ω1) ∼= H∗2(Ω1)

H∗L2(Ω2) ∼= H∗2(Ω2)
H∗L2(Ω) ∼= H∗2(Ω).

Cela prouve la Proposition (3.1).
De la même manière, on peut étendre les résultats ci-dessus au produit de N domaines relativement
compacts de Cn. D’où la preuve du Théorème (0.1).
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3.2 Régularité de l’opérateur ∂ dans l’espace L2-Sobolev Partiel
Dans cette partie, notre objectif est de donner quelques résultats concernant la régularité de la

solution canonique du ∂ sur le produit de domaines relativement compacts.
Pour cela, on va utiliser les espaces de Sobolev partiels définis dans la partie (1.6) et l’opérateur S
défini par la relation (9).

Définition 3.4 (Projection de Bergman).
Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné.
On appelle projection de Bergman sur Ω la projection orthogonale de L2(Ω) sur le sous-espace fermé
des fonctions holomorphes de L2(Ω).

Lemme 3.6.
Pour 0 ≤ p ≤ n, la restriction de l’application S sur l’espace des (p, 1)-formes différentielles ∂-fermées
coïncide avec la restriction de l’opérateur solution canonique ∂∗N sur le même espace.

Démonstration.
D’après la décomposition de Hodge pour les (p, q)-formes différentielles, on a

ker(∂p,q) = img(∂p,q−1)⊕Hp,q(Ω).

Si q = 0, par la relation (14) il s’ensuit que :

ker(∂p,0) =Hp,0(Ω)
=

⊕
j+k=p

Hj,0(Ω1)⊗̂Hk,0(Ω2). (15)

Notons Sp,1 la restriction de l’application S sur l’espace des (p, 1)-formes différentielles ∂-fermées.
Montrons que l’image de Sp,1 est orthogonale à l’espace ker(∂p,0). D’après la relation (15), il suffit
de montrer que l’image de Sp,1 est orthogonale à toute forme du type g1 ⊗ g2, où g1 et g2 sont des
formes harmoniques de degré (j, 0) et (p− j, 0), où 0 ≤ j ≤ p.
Soient f1 et f2 deux L2 formes différentielles telles que f1 ⊗ f2 soit de bidegré (p, 1).
Alors,

< S(f1 ⊗ f2), g1 ⊗ g2 >= < K1f1 ⊗ f2 + σ1P1f1 ⊗K2f2, g1 ⊗ g2 >

= < K1f1, g1 >< f2, g2 > + < σ1P1f1, g1 >< K2f2, g2 >

=0· < f2, g2 > + < σ1P1f1, g1 > ·0
=0,

où K1 et K2 sont des opérateurs solutions canoniques d’images orthogonales à toute forme harmonique.
Donc Sp,1 est orthogonal à ker(∂p,0).
Si f est une (p, 1)-forme différentielle ∂-fermée et orthogonale à toute forme harmonique, il découle
de la formule d’homotopie (cf (13)) que ∂(Sf) = f. Puisque Sf est orthogonale à toutes formes
différentielles qui est dans ker(∂) et l’opérateur solution canonique ∂∗N est orthogonal à toute forme
différentielle qui est dans ker(∂), alors Sf = ∂

∗
Nf.

Pour terminer la preuve, il faut montrer que S s’annule sur l’espace des (p, 1)-formes harmoniques.
Dés lors, il suffit de le vérifier à l’aide d’une forme harmonique du type f ⊗ g, où f et g sont aussi des
formes harmoniques. On a :

S(f ⊗ g) =K1f ⊗ g + σ1P1f ⊗K2g

=0⊗ g + σ1P1f ⊗ 0
=0,
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puisque K1 et K2 sont des opérateurs solutions canoniques sur les domaines Ω1 et Ω2.
Donc la restriction de l’opérateur S coïncide sur l’espace des (p, 1)-formes différentielles ∂-fermées
avec la restriction de l’opérateur solution canonique ∂∗N sur le même espace.

A présent, on peut faire la démonstration du Théorème (0.2).

Démonstration du Théorème (0.2).
Par le Lemme (3.6), l’opérateur S défini sur Ω coïncide avec l’opérateur solution canonique sur les
(p, 1)-formes différentielles ∂-fermées.
Donc il suffit de montrer que

S : W̃ k
p,1(Ω) −→ W̃ k

p,1(Ω)
est borné.
D’après le Théorème (4.8) de [2], on a S est donné par la relation suivante :

S :=
N−1∑
j=0

TN,j avec TN,j = τjQj⊗̂Kj+1⊗̂Ij,

pour un produit de N domaines, où
Qj est la projection harmonique sur le domaine Uj = Ω1×. . .×Ωj, (le produit des j premiers domaines),

τj est l’application sur L2
∗(Uj) qui multiplie les formes de degré d par (−1)d,

Ij est l’application identité sur Ωj+2 × . . .× ΩN et

on a TN,0 = K1⊗̂I0 et TN,N−1 = τN−1QN−1⊗̂KN .
On a :

TN,j =τjQj⊗̂Kj+1⊗̂Ij
=τjP1⊗̂ . . . Pj⊗̂Kj+1⊗̂IΩj+2 . . . ⊗̂IΩN ,

où Pν est la projection harmonique sur Ων ,Kν est l’opérateur solution canonique et IΩν est l’application
identité sur L2

∗(Ων).
D’après la régularité de l’opérateur ∂-Neumann, l’opérateur solution canonique du ∂ noté Kν et la
projection harmonique notée Pν sont bornés dans W k(Ων) pour k ≥ 0.
Donc le ν-ième facteur dans le produit tensoriel de TN,j est une application linéaire bornée surW k

∗ (Ων).
Il s’en suit que TN,j définit une application linéaire bornée du produit tensorielW k

∗ (Ω1)⊗̂ . . . ⊗̂W k
∗ (ΩN )

sur lui même, i.e c’est une application linéaire bornée de W̃ k
∗ (Ω) sur lui même. L’opérateur S étant la

somme des TN,j, il est borné dans W̃ k
∗ (Ω). Donc u = Sf = ∂

∗
Nf ∈ W̃ k

∗ (Ω) est la solution canonique
de l’équation ∂u = f.

Corollaire 3.1.
Pour j = 1, . . . , N , soit Ωj un domaine borné pseudoconvexe à bord lisse dans un espace euclidien
Cnj . Pour n = n1 + . . .+ nN , soit Ω = Ω1 × . . .× ΩN ⊂ Cn un produit de domaines. Si f ∈ C∞p,q(Ω)
et ∂-fermée avec q 6= 0, alors il existe u ∈ C∞p,q−1(Ω) telle que ∂u = f.

Démonstration.
D’après le corollaire [6.1.5] de [5], il existe une solution u ∈ W k

(p,q−1)(Ω) de l’équation ∂u = f pour
tout k > 0.
Considérons une suite de solutions uk ∈ W k

(p,q−1)(Ω) de l’équation ∂u = f pour tout k > 0.
Montrons que Wm

(p,q)(Ω) ∩ ker(∂) est dense dans W s
(p,q)(Ω) ∩ ker(∂) pour tout m > s ≥ 0.
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Soit gn ∈ C∞(p,q)(Ω) une suite tel que gn −→ g dans W s
(p,q)(Ω).

En utilisant le Théorème [6.1.4] de [5], pour t suffisamment grand, la projection de Bergman avec
poids Pt = Pt,(p,q) est borné dans Wm

(p,q)(Ω). Si ∂g = 0, on a g − Ptg = ∂
∗
tNt∂g = 0. Posons

Ptgn = g′n ∈ Wm
(p,q)(Ω), ∂g′n = 0 donc g′n −→ g dans W s

(p,q)(Ω) car Pt est aussi borné dans W s
(p,q)(Ω).

Donc Wm
(p,q)(Ω) ∩ ker(∂) est dense dans W s

(p,q)(Ω) ∩ ker(∂) pour tout m > s ≥ 0.
Puisque uk − uk+1 est dans W k

(p,q−1)(Ω) ∩ ker(∂), il existe une vk+1 ∈ W k+1
(p,q−1)(Ω) ∩ ker(∂) telle que

||uk − uk+1 − vk+1||k ≤ 2−k, k = 1, 2 . . .

Posons ũk+1 = uk+1 + vk+1, alors ũk+1 ∈ W k+1
(p,q−1)(Ω) et ∂ũk+1 = f.

Donc il existe une suite ũk ∈ W k
(p,q−1)(Ω) tel que ∂ũk = f et

||ũk+1 − ũk||k ≤ 2−k, k = 1, 2 . . .

Posons :
u∞ = ũN +

∞∑
k=N

(ũk+1 − ũk), N ∈ N.

Alors, u∞ est bien défini et est dans WN
(p,q−1)(Ω) pour tout N.

D’après le lemme d’inclusion de Sobolev, on a u∞ ∈ C∞(p,q−1)(Ω) et ∂u∞ = f.

4 Etude du ∂ sur le produit de boules unités

4.1 Image fermée du ∂

Dans cette partie, l’objectif est d’étendre les résultats de Chakrabarti et Shaw vers les espaces Lp
sur le produit de boules unités.
Harvey et Polking dans [11] ont construit des formules explicites pour l’opérateur de résolution K du
∂ et pour la projection harmonique P dans la boule unité dans C par :

Kf(z) =
∫
ξ∈B

K(ξ, z) ∧ f(z)

Pf(z) =
∫
ξ∈B

P (ξ, z) ∧ f(z),

où K est donné par la formule K(ξ, z) = (2iπ)−n[dξd(ξ − z)]n

(1− ξz)n+1 est le noyau de Bergman et P (ξ, z)
est le noyau de projection.
De plus, nous avons la formule d’homotopie donnée par :

I − P = ∂K +K∂,

où I désigne l’application identité.
Nous allons nous limiter au cas de deux boules.
Soit Ω = B1×B2 ⊂⊂ Cn le produit de deux boules unités B1 ⊂⊂ Cn1 et B2 ⊂⊂ Cn2 avec n = n1 +n2.
Rappelons quelques notions algébriques sur les formes décomposables lisses sur Ω.
Soient f ∈ C∞∗ (B1) et g ∈ C∞∗ (B2), alors on a

∂(f ⊗ g) = ∂1f ⊗ g + σ1f ⊗ ∂2g, (16)

où ∂1, ∂2 et ∂ représentent l’opérateur ∂ sur B1, B2 et Ω respectivement, σ1 est l’application sur
C∞∗ (B1) qui est la multiplication par (−1)r+q sur C∞r,q(B1) et pour tout opérateur S de degré d sur
L∞∗ (B1) i.e deg(Sf)− deg(f) = d avec f une forme différentielle défini dans dom(S), on a

σ1S = (−1)dSσ1.
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De la relation (16), on a la formule de Leibnitz pour les formes décomposables lisses donnée par :

∂ = ∂1 ⊗ I2 + σ1 ⊗ ∂2 (17)

où I2 est l’opérateur identité sur B2.
Soient K1 et K2 deux opérateurs de résolution canonique du ∂ sur B1 et B2, alors on peut définir un
opérateur

S : C∞∗ (B1)⊗ C∞∗ (B2) −→ Lp∗(B1)⊗ Lp∗(B2)
par la formule

S = K1 ⊗ I2 + σ1P1 ⊗K2 (18)
où Pj est la projection harmonique sur Bj. Alors sur dom(∂) ⊂ Lp∗(Ω), on a la formule de Leibnitz
suivante :

∂ = ∂1 ⊗ I2 + σ1⊗̂∂2. (19)
Plus loin, on peut étendre l’opérateur S à Lp∗(Ω) par la formule suivante :

S = K1 ⊗ I2 + σ1P1⊗̂K2. (20)

Lemme 4.1.
La formule d’homotopie suivante

∂S + S∂ = I − P1⊗̂P2 (21)
est valable sur dom(∂) ⊂ Lp∗(Ω).

Démonstration.
La démonstration est identique à la démonstration du Lemme (3.2).

Proposition 4.1.
Soit Ω = B1 × B2 ⊂ Cn le produit de deux boules unités B1 ⊂ Cn1 et B2 ⊂ Cn2 avec n = n1 + n2.
Alors l’image du ∂ dans Lp∗(Ω) est fermée et on a la formule de Kunneth pour les Lp-cohomologies i.e.

H∗Lp(Ω) ∼= H∗Lp(B1)⊗̂H∗Lp(B2). (22)
Par ailleurs, la projection harmonique satisfait

P = P1⊗̂P2. (23)

Démonstration.
D’après le Lemme (3.1), si l’application η(f) = [f ] est surjective, alors le ∂ est d’image fermée. En
d’autres termes, nous allons montrer que pour toute classe de cohomologie α dans H∗Lp(Ω), il existe
une forme harmonique h dans H∗p(Ω) telle que α = [h]. En fait, nous montrons qu’il existe une telle
forme h dans le produit tensoriel H∗p(B1)⊗̂H∗p(B2) ⊂ H∗p(Ω).
On prouvera également que :

H∗p(Ω) = H∗p(B1)⊗̂H∗p(B2). (24)

En effet, soit f une forme différentielle, ∂-fermée, représentant la classe de cohomologie de α, i.e.
α = [f ].
En utilisant la formule d’homotopie (21), on a

f − ∂(Sf) = (P1⊗̂P2)f.
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Ainsi, la forme
(P1⊗̂P2)f ∈ H∗p(B1)⊗̂H∗p(B2)

représente la même classe de cohomologie que α, i.e. [(P1⊗̂P2)f ] = α.
Puis chaque classe de cohomologie dans H∗Lp(Ω) peut être représentée par une forme harmonique
dans H∗p(B1)⊗̂H∗p(B2) ⊂ H∗Lp(Ω). Cela montre que l’application η est surjective et donc l’image du ∂
dans Lp∗(Ω) est fermée pour tous degrés.
On obtient l’égalité (24) du fait que η est injective. La Lp formule de Kunneth découle par conséquent
de (24) et des isomorphismes

H∗Lp(B1) ∼= H∗p(B1)
H∗Lp(B2) ∼= H∗p(B2)
H∗Lp(Ω) ∼= H∗p(Ω).

A partir de (24), on retrouve directement l’identité (23).
Cela prouve la proposition (3.1).
De la même manière, on peut étendre les résultats ci-dessus au produit de N boules unités dans Cn.
D’où la preuve du Théorème (0.3).

4.2 Régularité de l’opérateur ∂ dans l’espace Lp-Sobolev Partiel
Puisque la boule unité Bj est strictement pseudoconvexe dans Cnj , d’après le Corollaire [2.1] de

[3], l’opérateur solution canonique ∂∗N est borné de W k,p(Bj) vers W k+ 1
2 ,p(Bj) pour k ≥ 0.

On peut à présent faire la démonstration du Théorème (0.4).

Démonstration du théorème (0.4).

Soit Ω = B1 × . . . × BN ⊂ Cn le produit de boules unités Bj ⊂ Cnj , où n =
n∑
j=1

nj et nj ≥ 2 pour

tout j.
D’après le Théorème(3.6), sur l’espace des (p, 1)-formes différentielles ∂-fermées, l’opérateur S défini
sur Ω coïncide avec l’opérateur solution canonique ∂∗N de l’équation ∂u = f dans Ω.
Il suffit alors de prouver que l’opérateur S est une application bornée de W k,p(Ω) vers W k+ 1

2 ,p(Ω).
L’opérateur S sur Ω est donné par la relation suivante :

S; =
N−1∑
j=0

TN,j avec TN,j = τjQj⊗̂Kj+1⊗̂Ij,

où τj est l’application sur Lp∗(Uj) qui multiplie les formes de degré d par (−1)d, où Uj = B1× . . .×Bj,
(le produit des j premiers boules),

Qj est la projection harmonique sur Uj,

Kj est l’opérateur solution canonique du ∂ dans Uj,

Ij est l’application identité sur Ωj+2 × . . .× ΩN et

on a TN,0 = K1⊗̂I0 et TN,N−1 = τN−1QN−1⊗̂KN .

Donc, le ν-iéme facteur dans le produit tensoriel représentant TN,j est une application linéaire
borné de W k,p(Bν) vers W k+ 1

2 ,p(Bν). Alors TN,j définit un opérateur linéaire borné entre les produits
tensoriels

W k,p
∗ (B1)⊗̂ . . . ⊗̂W k,p

∗ (BN)
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et
W

k+ 1
2 ,p∗ (B1)⊗̂ . . . ⊗̂W k+ 1

2 ,p∗ (BN).

Cela signifie que c’est un opérateur linéaire borné de W̃ k,p(Ω) dans W̃ k+ 1
2 ,p(Ω).

L’opérateur S étant la somme des applications continues TNj de W̃ k,p
∗ (Ω) vers W̃ k+ 1

2 ,p∗ (Ω), il est donc
borné de W̃ k,p

∗ (Ω) vers W̃ k+ 1
2 ,p∗ (Ω).

La continuité de la projection de Bergman sur les espaces de Sobolev partiel découle par conséquent
de celles des solutions canoniques et de la formule B = I − ∂∗N∂.

Corollaire 4.1.
Soit Ω = B1 × . . .×BN un domaine de Cn tel que n = n1 + . . .+ nN et nj ≥ 2 pour chaque j. Alors
pour toute forme différentielle, ∂-fermée, f ∈ C∞r,q(Ω) qui est orthogonale à l’espace des (r, q)-formes
harmoniques, 0 ≤ r ≤ n, 1 ≤ q ≤ n− 1, il existe une forme u ∈ C∞r,q−1(Ω) telle que ∂u = f.

Ce corollaire est un cas particulier du corollaire [3.1].
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Conclusion
Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un article de Shaban Khidr intitulé "Lp Regularity

for ∂ on Products of Unit Balls" publié dans "Iran J Sci Technol trans Sci 43 : 929− 935" en 2019.
Après avoir défini les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, il a fallu dans un premier temps
définir la notion d’opérateur produit tensoriel noté A⊗B qui vérifie un certain nombre de propriétés
(cf Théorème (2.3)).
Ensuite, on a montré par le Théorème (0.1) que img(∂) est un sous espace fermé de L2(Ω), Ω étant
le produit de domaines relativement compacts de Cn, et le Théorème (0.2) déduit la régularité de la
solution canonique de l’équation ∂u = f , où f est une (p, 1)-forme différentielle, ∂ fermée, définie sur
l’ espace de Sobolev partiel noté W̃ k

∗ (Ω).
Par la suite Ω est considéré comme produit de boules unités de Cn. En effet, le Théorème (0.3) stipule
que img(∂) ⊂ Lp(Ω) est un sous espace fermé. Pour toute (r, 1)-forme différentielle f , ∂-fermée, on a
montré dans le Théorème (0.4) que la solution canonique de l’équation ∂u = f gagne 1

2 en régularité.
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