UNIVERSITE ASSANE SECK DE ZIGUINCHOR

U.F.R DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

DOMAINE :
MENTION :

Mémoire de Master

SPECIALITE : MATHEMATIQUES PURES
ANALYSE ET GEOMETRIE COMPLEXE

OPTION :

SCIENCES ET TECHNOLOGIES
MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS

Théme : Régularité L? du 0 sur le produit de boules unités

Présenté par : Dieynaba SAMB

Sous la direction de : Dr Mamadou Eramane BODIAN & Dr Souhaibou SAMBQOU

Sous la supervision du : Pr Marie Salomon SAMBOU

Soutenu publiquement le 18 Février 2022 devant le jury ci-apres :

Prénom(s) et Nom Grade Qualité Etablissement
Marie Salomon SAMBOU Professeur Titulaire Président UASZ
Amoussou Thomas GUEDENON | Professeur Assimilé Examinateur | UASZ
Timack NGOM Maitre de Conférences Titulaire | Examinateur | UASZ
Mamadou Eramane BODIAN Maitre de Conférences Assimilé | Directeur UASZ
Souhaibou SAMBOU Chercheur Directeur UASZ

Année universitaire : 2020-2021




Table des matiéres
Introduction

1 Préliminaires

1.1  Géométrie différentielle . . . . . . . . . Lo

1.1.1  Structure complexe . . . . . . ..
1.2 Fonctions plurisousharmoniques . . . . . . . .. .. ... L L0

1.2.1 Fonctions sousharmoniques . . . . . . . . . . ... oo

1.2.2  Fonctions plurisousharmoniques . . . . . . . . . ... ... L.
1.3 Domaines pseudoCOnVeXes . . . . . . . v v e e e e e e e e e e e e
1.4 Les opérateurs 9 et O . . . . . . ..
1.5 Outils d’analyse fonctionnelle . . . . . .. ... ... o0
1.6 Espace de Sobolev partiel . . . . . . . . ... e
1.7 Théorie des Opérateurs . . . . . . . . . . . .
1.8 Le O-Neumann . . . . . . ..o v vt it e e

Produits tensoriels et espaces de fonctions
2.1 Outils de Mesure . . . . . . . . . e e
2.2 Produit tensoriel . . . . . . ..

Etude du 0 sur le produit de domaines relativement compacts
3.1 Image ferméedu d . ... ... .o
3.2 Régularité de opérateur 0 dans I'espace L*-Sobolev Partiel . . . .. ... ... ...

Etude du 0 sur le produit de boules unités
4.1 Tmage fermée du @ . . . . . . . . ...
4.2  Régularité de l'opérateur @ dans l'espace LP-Sobolev Partiel . . . . .. .. ... ...

Bibliographie

27
27
30

37
39
44

46
46
48

51



Résumé

Dans ce mémoire, il est question du probleme de régularité LP du O sur le produit de domaines dans
C". Pour cela, nous nous intéressons d’abord aux travaux de Chakrabarti et Shaw qui traitent le cas
L?. Les auteurs montrent que I'opérateur 0 est d’image fermée dans l'espace L? sur le produit de
domaines relativement compacts avant de déduire la régularité de la solution canonique sur les (p, 1)
formes différentielles dans I’espace de Sobolev partiel. Il s’agit donc de prouver les Théoremes (0.1) et
(0.2).

Ensuite il s’agit d’étendre ces résultats aux espaces LP sur le produit de boules unités : ce qui
correspond au travail fait par Khidr. Il s’agit alors de prouver les Théoréemes (0.3) et (0.4).
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Introduction

L’étude de la régularité pour le probléme du 0 sur le produit de domaine a une longue histoire
dans la théorie de I'analyse complexe de plusieurs variables. Sergeev et Henkin (1981) ont prouvé que
si D et GG sont des domaines strictement pseudoconvexes a bord lisse dans C" et C™, respectivement,
alors pour toute (0, ¢)-forme différentielle f, @ fermée, a coefficients de classe C* dans D x G et
continues dans D x G, alors il existe une (0, q — 1)-forme différentielle u définie dans D x G avec des
coefficients de méme régularité que ceux de f telle que Ou = f avec g =1,--- ,n + m.

Jakobczak (1991) a prouvé que si D et G sont deux domaines d’holomorphie dans C" et C™", E
et I’ sont des ouverts respectivement de 9D et 0G tels que 0D et OG soient lisses et strictement
pseudoconvexes en tous points de E et F', et si K est un sous-ensemble fermé de E x F', alors pour
toute (0, ¢)-forme différentielle f tel que 1 < g < n + m, 0 fermée, a coefficients lisses dans D x G et
continue dans (D U E) x (DU F) \ K, alors il existe une (0,q — 1)-forme différentielle u telle que
Ou = f et qui a les mémes propriétés de régularité que la donnée f.

La régularité de 'opérateur O-Neumann et 'opérateur 0 sur un polydisque a été largement étudiée
dans [1] et [9].

L’objectif dans ce mémoire c’est de faire la preuve des résultats de Khidr en partant des résultats
de Chakrabarti et Shaw. La technique c’est de montrer d’abord que le 0 est d’image fermée puis d’en
déduire la régularité de la solution canonique de 1'équation du = f.

Chakrabarti et Shaw dans [2], ont établi les résultats suivants :
W pour 2 = () X ... x Qu un produit de domaines (2, relativement compacts, a bord lipschitzien. Le
résultat est le suivant :

Théoréme 0.1.

Pour j = 1,...N, soit ); un domaine relativement compact a bord lipschitzien dans une variété
hermitienne complexe M;.

Soit Q= x ... xQn C M; X ... x My un produit de domaines.

Supposons que l'opérateur O est d’image fermée dans LQ(Qj) pour chaque j et en tout bidegré, alors
Vopérateur O est d’image fermée dans L*(2) en tout bidegré.

De plus, on a la formule de Kunneth pour la L* cohomologie :

12(0) = Hia(Q)8 ... 8Hja (),
ou @ désigne le complété du produit tensoriel entre plusieurs espaces de Hilbert.

Ils ont aussi obtenu un résultat de régularité de la solution canonique de I'opérateur 0 pour les
(p, 1)-formes différentielles dans I’espace de Sobolev partiel noté W*(Q). Ils ont établi le résultat
suivant :

Théoréme 0.2.

Soit 2 comme dans le Théoreme (0.1).

Alors lopérateur O-Neumann N existe pour tous les (p,q)-formes différenticlles a coefficients dans
L*(Q). On suppose que pour chaque j, U'opérateur O-Neumann N préserve lespace des formes diffé-
rentielles a coefficients dans Wk(Qj) pour chaque entier k > 0. Pour tout p avec 0 < p < dimcS2, soit
f une (p,1)-forme différentielle, O-fermée sur §) et orthogonale auz (p,1) formes harmoniques. On
suppose que les coefficients de f sont dans [’espace de Sobolev partiel Wk(Q) pour tout entier k > 0.
Alors la solution canonique u =0 N f de Uéquation Ou = f a aussi des coefficients dans Wk(Q)

B Khidr dans [13] a étendu les résultats de Chakrabarti et Shaw vers l'espace LP sur Q =
By x ... x By ot les B; C C" sont des boules unités. D’abord, il énonce le résultat suivant :



Théoréme 0.3.

Pour j=1,...,N, soit Bj C C" une boule unité et soit 2 = By X ... x By un domaine de C" tel
quen =ny + ... +ny et n; > 2 pour chaque j.

Alors opérateur 9 est d’image fermée dans P (), 0<r<n, 1<qg<n, 1<p<oco. De plus,
on a la formule de Kunneth pour les groupes de cohomologie LP donnée par

H7(Q) =H?(B)® ... oH7(By),

oll ® désigne le complété du produit tensoriel entre plusieurs espaces de Banach.
Ensuite il montre que la solution canonique du probléme du 0 gagne 3 en régularité qui provient de

I’espace de Sobolev partiel. Il établit ainsi le résultat suivant :

Théoréme 0.4.

Soit Q comme dans le Théoréme (0.3).

Alors Uopérateur O-Neumann N existe pour tous les bidegrés sur Ly (Q) et préserve l'espace des formes
différentielles a coefficients dans Wk’p(ﬂ) pour tout entier k >0 et 1 <p < oo. St f est une forme
différentielle 0-fermée dans W:ip(Q) qui est orthogonale a l’espace des (r,1)-formes harmoniques,

_ < gl
alors la solution canonique u de l’équation Ou = [ est dans Wf;Q’p(Q).

De plus, la projection de Bergman B est une application continue sur Wk’p(Q) sur elle-méme pour
tous 1 <p < oo et ke N.

Les principaux outils de la preuve des résultats sont : ’homotopie canonique de I'opérateur 0 dans
la boule unité due a Harvey et Polking en (1984) dans [11], la densité de formes lisses jusqu’au bord
dans la norme du graphe L” sur dom(9) due a Ruppenthal en (2011) dans [10], la construction du
produit tensoriel due a Defant et Floret dans [0].

Nous commencerons notre étude par le cas du produit de domaines relativement compacts di
Chakrabarti et Shaw. Nous terminerons cette étude par le cas du produit de boules unités di a Khidr.



1 Préliminaires

1.1 Géométrie différentielle

Soient n € N et k € N J{oo, w}.

Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et de dérivée k-ieme continue et C
celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 1.1 (Carte).

Soit M une variété topologique.

Une carte sur M est un couple (U, p) ot ¢ : U — ¢(U) C R" est un homéomorphisme.
Définition 1.2 (Atlas).

Un atlas de classe C* est une collection d’homéomorphismes ¢, : U, — Vo, o € I, appelée carte
différentielle ou (U, )aercn constitue un recouvrement d’ouverts de X, (V,), des ouverts de R" tels
que pour tous et € I, si (U, NUgz) # 0 les fonctions de transition

Pap = Pa © 9051 1 p5(Ua NUp) = pa(Ua NUp)

sont des difféomorphismes de classe C* .
Les composantes ¢, (z) = (7, ..., z5) sont appelées coordonnées locales sur U, définies par la carte

(Ua, @a)-
Définition 1.3 (Variété différentiable ).

Une variété différentiable X de dimension n et de classe C* est un espace topologique séparé muni
d’un atlas de classe C* & valeurs dans R™.

Définition 1.4 (Vecteur tangent).

Soit X une variété différentiable de classe C* et de dimension n, Q C X un ouvert et s € NU {oo, w}
tel que 0 < s < k.

Une fonction f est de classe C* sur 2 si fop, ! est de classe C° sur ¢, (U, N Q) pour tout a € I.
L’ensemble des fonctions de classe C* sur € est noté C*(Q2, R).

Un vecteur v, tangent a X au point zg, est par définition un opérateur différentiel qui agit sur les

fonctions, ¢’est-a-dire pour tout f € C'(Q,R), on associe v.f = Z vj=—(z0); o les v; sont des
1S5en " O;
<j<n
réels.
Dans un systeme de coordonnées locales (z1, ..., z,) autour de xq sur €2, on écrit simplement
0
V= 2 tig
1<j<n J

Définition 1.5 (Espace tangent, Espace cotangent).
L’ensemble des vecteurs tangents en z( est appelé espace tangent en x.

Par conséquent, pour tout zy € €2, le n-uplet { —}1<;<,, constitue une base de I'espace tangent a X
Ox;” '~
au point zg; noté 1, ,X.

Son dual T} X est I'espace vectoriel cotangent a X au point x.

Si f € CY(Q,R), sa différentielle au point z, est une forme linéaire sur 7, X, définie par :

dfse(v) =v.f = > vjﬁ(aro) VoveT,X.

1<j<n O

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et U C E, V C F deux ouverts, f : U — V une application. On dit que f
est un difféomorphisme de classe C* si f est inversible et si f et f~! sont différentiables de classe C*.



af

En particulier, si v; = dz;(v), alors localement df = Y ——du;.
1<ji<n Ox;

0 0
La famille {dz1, ...,dz,} est la base duale de {a—xl, o a—xn}
" X.

et c’est la base de l’espace cotangent
Définition 1.6 (Fibré tangent, Fibré cotangent).

Les unions disjointes T'X = U T, XetT'X = U T X sont appelées respectivement fibré tangent
zeX zeX
et fibré cotangent.

Définition 1.7 (Champ de vecteurs).

Soient X une variété différentiable de classe C* avec s > k et €2 un ouvert de X. On appelle champ
de vecteurs de classe C* sur Q toute application s : Q — T'X de classe C* telle que s(x) € T, X
pour tout x € X.

On note I'*(X) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur X.

Définition 1.8 (Section de fibré cotangent).

Soient X une variété différentiable, Q un ouvert de X et & € NU {4o00}. Une section de classe C* de
T*X sur Q est une application s : Q — T*X de classe C* telle que s(z) € T X pour tout = € Q. On
note C*(Q, T*X) I'espace des sections de classe C* de T*X.

Si 2 = X, on parle de section globale.

Remarque 1.1.

Un champ de vecteurs sur €2 est une section de fibré tangent T'X définie sur (2.

Définition 1.9 (1-forme différentielle).

Une 1-forme différentielle sur U est une application

w: U—TU=JTU
aclU
a+— W,

a valeurs dans l’espace cotangent a U en tout points a.

Sia=(x1,...,2,),0na:
n
w(xn, ... xn) = > wi(w, ..., ) (dz:)a
i=1
ou les coefficients w;(z1,...,x,) € R dépendent de a :

n

L’expression générale d'une 1-forme différentielle est donc w = Z w;dx;, ou les coefficients (w;)i1,. »
i=1

sont des fonctions w : U — R.

Une 1-forme différentielle est de classe C* si les coefficients w; le sont.

On note Q' (U) I'ensemble des 1-formes différentielles de classe C*° sur U.

Remarque 1.2.

Une 1-forme différentielle est une section de fibré cotangent T X définie sur €.

Exemple 1.1 (1-forme différentielle).
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1. dx est une 1-forme différentielle de coefficient 1.

1 Yy
2 2dx_ 2
e+ Yy ety

2. w(x,y) = 5dy est une 1-forme différentielle de classe C™ sur R* x R".

Définition 1.10 (r-forme différentielle).

Soient n et  deux éléments de N, et X une variété différentiable de classe C* de dimension n, avec
k € NU {oo,w}. Une r-forme différentielle de classe C* sur X est une section de classe C* du fibré
des r-formes extérieures noté A"T*X.

Ainsi, une r-forme différentielle w associe a tout = dans X, une r-forme linéaire alternée w, sur
I’espace tangent T, X a X en x.

Dans un ouvert de coordonnées locales (z1,....,z,), pour chaque a € X, nous avons la base
{(dz1)a, - .., (dz,).} de lespace cotangent Ty M. On a
ATT;M = UGCt{(dl’il)a FANRA (dxiy-)a}1§i1<...<ir§n'
Une r—for/me différentielle u de classe C* s’écrit

w(z) = > ur(z)drr ot uy € C*

[I|=r
I=(i1,c,ty) EN"avec 1 <11 < ... <i,<n
dry =dz;, N.... \Ndx;,.

On note C*(X, A"T" X)) I'espace des r-formes différentielles de classe C*.
On peut effectuer plusieurs opérations avec les r-formes différentielles, par exemple.
e Produit extérieur

Pour w e APT; X et n € AT X, onawAn=(—1)"nAw.
Localement, si

est une g-forme différentielle sur X et

est une p-forme différentielle sur X,
alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + ¢) définie par :

/

u N v($) = Z UI(ZE)UJ(x)dxf ANdxyavec 0 <p+qg<n
[1|=p,|J|=q
I=(iy,....ip) avec 1 < iy < ........ <i,<n
J = (1, ) avec 1 < ji < <j <n

dry =dz;, A ..... A dx;,
et



e Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d: C3X,APT*X) — O 1 (X, APHIT*X)
défini localement par la formule

!
" 8%[

du = Z Za—dxk/\dacf

Tk

et vérifie les propriétés suivantes :
1. dluAv) =du v+ (—1)Pu A dv (Regle de Leibniz)

2. d*u = 0 (idempotence).
Une forme différentielle u est dite fermée si du = 0, et elle est dite exacte s’il existe une forme
différentielle v, telle que deg(v) = deg(u) — 1 vérifiant u = dv.

e Pull-back

Soit F': X — Y une application de classe C entre deux variétés orientées de dimension respectives
/

ni, na. Siv(y) = Y vr(y)dyr est une p-forme différentielle sur Y, le pull-back (tiré-en-arriere) F*v
[|=p
est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplagant y par F'(x) dans I’écriture de v, c’est-a-dire

Fro(x) = Z/: vi(F(x))dF, A ... NdEF;,.

|I|=p

Remarque 1.3. (¢f[7])

1. SiG:Y — Z est une autre application et si w est une forme différentielle sur Z, alors F*(G"w)
est obtenu en remplagant z par G(y) et y par F(x) et on a F*(G*w) = (G o F')*w.

2. d(F*v) = F*(dv).

3. Siwv est fermée (respectivement exacte), alors F*v est fermé (respectivement exact).

Définition 1.11 (Domaine Lipschitzien).

Soit 2 C R™ un ouvert. On dit que son bord 0f2 est lipschitzien si pour tout xz € 052, il existe un
voisinage V' de x dans R" et des coordonnées locales (y1, ..., y,) tel que :

1. 'V est un cube dans les nouvelles coordonnées
V={(y1,-.-vun) | -1 <y; <1, 1 <j<n},
2. il existe une fonction lipschitzienne ¢ définie dans
Vi={- o) [ 1<y <1, 1<j<n—1}

tels que
QNV={y= 0" 9) €V |ya <)}

NNV ={y = yn) €V |y =)}

12



Autrement dit, dans un voisinage de x, 2 est sous le graphe d’une fonction lipschitzienne ¢ et 0€2 est
le graphe de ¢.

Définition 1.12 (Variété complexe).

Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collection

(Uas Pa)acr, ou les U, sont des ouverts de X tels que X = U U,
acl
et v, : Uy, — C" sont des homéomorphismes pour lesquels on a : si

Ua NUs # 0, alors as = 0a00s" + 03(Us NUz) — @a(Uy NUs) sont des biholomorphismes.
(Ua, o) sont appelées cartes locales.
2 € Uy, pa(2) = (27, 25, ooy 2) € C™.

(27,25, e ,2) sont appelés coordonnées locales autour de z.

La collection (Uy, ¢a)acr est appelée atlas complexe.

Définition 1.13 (Domaine de classe C*).

Un domaine D C C" est dit & bord de classe C* §'il existe un voisinage U de D et p une fonction de
classe C* tel que :

DNU={z€U:p(z) <0}, oup:U — Rest la fonction définissante de D. Si dp(z) # 0 pour tout
z € dD, on dit que D est & bord lisse de classe C*.

Définition 1.14 (Domaine Etoilé).

1. On dit qu'un domaine D C C" est étoilé en un point P € D si pour tout M € D, le segment
[P, M] est contenu dans D.

2. On dit qu'un domaine est étoilé s’il est au moins étoilé par rapport a un de ses points.

Remarque 1.4.

On dit qu'un domaine est convexe s’il est étoilé par rapport a tous ses points.

Exemple 1.2.

La boule est un domaine étoilé, mais mieux, elle est aussi convexe.

1.1.1 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n.
Considérons X comme une variété différentiable de dimension 2n.
Pour tout z € X, on a l'espace cotangent 7. X de X en z et la structure complexe J, de T, X
(c’est-a-dire ’endomorphisme R-linéaire de T X vérifiant

Jz o Jz = _[dTZ*X

et définie localement par
JZ (dﬁj) = dyj

et
J.(dy;) = —dx;).
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Soit T X le complexifié de T X, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de la forme

U+
ou
u,veT;X
et
1=+v—1.
J. se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de 77 X € noté encore J, tel que J2 =1 dps xc par

J(u+iv) = J.(u) +iJ.(v)

pour tous u,v € T, X.

On a
T:XC = Tz*l,oX D Tz*o,lX
ou
TihoX ={veT;X%/J.v=iv}
TiaX ={veT;X%/J.v=—iv}
T1*,0X - U Tz*l,oX
zeX

et

T[ilX = U Tz*o,lX

zeX

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.

Pour p,q € N tels que 1 < p,q < n, notons par A"T7; (X et AYT7,, X respectivement les espaces
vectoriels des p-formes alternées sur T7; (X et des g-formes alternées sur 77, , X.
Dans un systeme de coordonnées locales (21, ...., z,),

ApT;LOX = vect{dzil VANPRORAN dzip}1§i1<....<ip§n

AqT;()’lX == vect{déjl VANPIAN deq}1§j1<_,__<jq§n

ou (dzi,...,dz,) et (dzy, ....,dz,) sont des bases locales de 17, (X et T}, X
donc

zeX
et

zeX
sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré 77, X et des ¢g-formes extérieures
sur le fibré 77, X.
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On pose

APOTEXC = NPT (X & AT X

donc

APDTFXC = vect{dz;, A ... Ndz, Ndzj A ... NdZ,}
avec 1 < < ... < <netl<j <. .<j,<n.

Définition 1.15.

Le fibré APOT*XC .= APTY (X @ AT, X est appelé fibré des (p, ¢)-formes extérieures sur le fibré
cotangent complexifié 7*X® := | J T X°.

zeX
Définition 1.16 (Formes différentielles).

Soit 2 C X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, ¢) (ou (p, q)-forme différentielle)
et de classe C* (k € NU {400}) sur ©, toute section définie sur Q de classe C* du fibré APDT*XC,

On note C;f’q(X ) I'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X et
Coo(X) Pespace des (p, q)-formes différentielles de classe C™ sur X.
Dans un ouvert 2 C X de coordonnées locales (21, ...., 2,), une (p, q)-forme différentielle u de classe
C* s'écrit

!

u(z) = Z ury(z)dzr N dzy,

[I|=p,|J|=q

ot les u;; sont des fonctions de classe C*, I = (i1, ...,4,) et J = (ji,...., j,) sont des multi-indices
d’entiers vérifiant 1 <14y < iy < ... <1y <netl<j <...<j, <n,

dzr = dziy; N ... Ndz,

dzy =dz; N....Ndz;,
et Z indique que la somme se fait suivant les indices croissants. On note par D;f,q(X ) le sous-espace
vectoriel de C¥ (X) formé par les (p, q)-formes différentielles de classe C* & support compact dans X
et par qu(X ) le sous-espace vectoriel de C7% (X) formé par les (p, ¢)-formes différentielles de classe
C* a support compact dans X. Toute fonction f € Dyo(X) est appelée fonction test.

Définition 1.17 (Produit scalaire hermitien).

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Le produit scalaire hermitien sur X est la
donnée en tout point zp € X d’une application

h:T,X xT,X — C, définie par :

pour deux vecteurs

" 0
u= Z Uj—=— 023 , U= ;vka—% appartenant a T,,X;
h(u,v) ih(a 8)2 () Zh u;U
) = a7 0 k= k k
jk=1 9z 0z ’ jk=1 B

ol

o 0
histen) = h{ g ) ()

et qui vérifie les propriétés suivantes :
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1. h(Au,v) = Ah(u,v), VA € C,

2. h(u,v) = h(v,u),
3. h(u,u) >0,
4. h(u,u) >0V u#0,

5. h(u+v,w) = h(u,w) + h(v,w), ¥V u, vetweT,X.
On note her(T,,X) 'ensemble des formes hermitiennes sur 7}, X.

Remarque 1.5.

(hjk)i<jk<n est une matrice hermitienne, définie positive et dépend de fagon C* du point z.
Cette forme hermitienne, définie sur ’espace tangent a X en un point, s’étend aux formes différentielles
sur X comme suit :

soient
I !
u = Z Uy, j dzr NdZy et v = Z VK,L dzg NdZp,
[|=p,|J|=q |K|=p,|L|=q
h(u,v) = > ur,y U, W hirke pidy | piala

|K[=|Ll=p |I]=|7]=q
0o 0

ol (h"j)m:l,m,n est I'inverse de la matrice hermitienne (h;;) = h(g, g)uﬂn
i 0%

et (1)1, les conjugués des ()1, .

Définition 1.18 (Métrique hermitienne).

Soit X une variété complexe de dimension n et soit 7"°X son fibré tangent holomorphe.
Une métrique hermitienne sur X est la donnée pour tout n € X d’un produit scalaire hermitien h,,
sur T°X qui varie de maniére C*° en fonction de X.

Définition 1.19 (Variété hermitienne).

Soit X une variété complexe et h une métrique hermitienne. Alors le couple (X, h) est appelé variété
hermitienne.

1.2 Fonctions plurisousharmoniques

Dans ce paragraphe, nous définissons au cas de plusieurs variables complexes la notion de fonction
sousharmonique. Ces fonctions nous serviront a définir la pseudoconvexité.
Les résultats sont tirés de [11].

1.2.1 Fonctions sousharmoniques

Nous commencons d’abord par définir I’harmonicité dans C.

Définition 1.20 (Fonction harmonique).

Une fonction complexe f deux fois continiment différentiables dans un ouvert €2 de C est harmonique
dans 2 si elle satisfait la condition suivante :

2f 1 <a2f 82f> 0

T 920 1\oa "oy

ox?  0y?
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Remarque 1.6.

En identifiant C & R? on va voir que les fonctions harmoniques sont trés liées aux fonctions

holomorphes.
La partie réelle d’une fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert de 2 C C est harmonique.
On rappelle qu’une fonction f : z € Q +— f(z) continue est holomorphe si elle est différentiable et

satisfait les équations de Cauchy-Riemann —= = 0.

0z
Définition 1.21 (Fonction sousharmonique).
Une fonction u définie sur un ouvert 2 de C a valeurs dans [—o0, +00] est dite sous-harmonique si :
u est semi-continue supérieurement (s.c.s), c’est-a-dire {z € 2 : u(z) < s} est ouvert pour tout s € R
ou bien lim, ,,u(z) < u(a) si a € §;
pour tout compact K C €2 et toute fonction h continue sur K, harmonique sur [O( , telle que h > u sur
0K, alors h > u sur K.
Remarque 1.7.
Une fonction u de classe C? est sousharmonique si et seulement si Au > 0. Lorsque Au > 0, on dit
que u est strictement sousharmonique.
Exemple 1.3.

Soient a € C fixé et ¢ > 0. Alors la fonction z — clog |z — a| est sousharmonique.

1.2.2 Fonctions plurisousharmoniques

Soit €2 un domaine de C".
Nous caommencons par définir une fonction d’exhaustion.

Définition 1.22.

Soit ¢ une fonction continue et définie de 2 a valeurs dans R. On dit que ¢ est une fonction
d’exhaustion de €2 si pour tout ¢ € R, I’ensemble

{z€Q:9(2) <c}
est relativement compact dans (2.

Définition 1.23 (Fonction plurisousharmonique).

Une fonction u de  C C" dans RU {—o0} est dite plurisousharmonique sur €2 notée PSH (), si u
est semi-continue supérieurement et si pour tout a € 2 et w € C", la fonction A — u(a + A\w) est
sousharmonique dans 'ouvert {\A € C: a + Aw € Q}.

Définition 1.24 (Forme de Lévi ).

Soit £ un ouvert de C" et p une fonction de classe C? sur Q. On appelle forme de Lévi de p en z € Q
la Hessien complexe L.p de p en z, c’est-a-dire la forme hermitienne

N Pp(z)
w+— L,p(w) = Wi W

Définition 1.25 (Fonction strictement plurisousharmonique).

Soit p une fonction de classe C*, k =2, ..., +00.
On dit que p est strictement plurisousharmonique si sa forme de Lévi L,p au point z est une forme
hermitienne définie positive.
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1.3 Domaines pseudoconvexes

Définition 1.26 (Espace tangent complexe).

Soit 2 C C" un domaine borné. L’espace tangent complexe noté T (9€) est donné par :

TE(9Q) = {w e C" | 'n %), — oy,

j=1 8zj

Définition 1.27 (Domaine pseudoconvexe et strictement pseudoconvexe).

Soit 2 C C" un domaine borné.
On dit que Q est pseudoconvexe si L.p(w) > 0 pour tout z € 9Q et w € T (90Q).
On dit que © est strictement pseudoconvexe si L.p(w) > 0 pour tout z € 9Q et w € T(9Q)\{0}.

On a cette relation entre la plurisousharmonicité, la pseudoconvexité et la convexité.

Remarque 1.8.
Soit 2 cC C" un domaine borné de C".

e SiQ est strictement pseudoconvexe de fonction définissante p de classe C*, k = 2, ..., alors Q
admet une fonction définissante strictement plurisousharmonique de classe C*, k=2, ...

e Si ) est pseudoconvexe, alors €2 est strictement pseudoconvexe si et seulement si pour tout
p € 012, Q) est localement biholomorphiquement équivalent & un convexe de C".

o Si Q2 est pseudoconvexe de classe C'™, alors 2 admet une fonction strictement plurisousharmo-
nique de classe C*.

Si 2 C C" n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.28.

Soit €2 C C" un domaine non borné. On dit que 2 est pseudoconvexe si {2 admet une fonction
d’exhaustion ¢ plurisousharmonique continue.

Remarque 1.9.

Si €2 C C" est pseudoconvexe et ¢ une fonction d’exhaustion de classe C* strictement plurisoushar-
monique, alors les domaines Q. = {z € Q : p(z) < ¢} sont strictement pseudoconvexes et approximent

0=J .

ceR

Définition 1.29 (Domaine d’holomorphie).

Un ouvert €2 de C" est appelé domaine d’holomorphie s’il n’existe pas d’ouverts €2y et {25 de C"
ayant les propriétés suivantes :

1. 040 CQnNQ,
2. () est connexe et n’est pas contenu dans (2,

3. Pour toute fonction f holomorphe dans €2, il existe une fonction fo holomorphe dans €2, telle
que f = fo sur €.

Remarque 1.10.
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Un ouvert {2 de C" est un domaine d’holomorphie s’il existe une fonction holomorphe dans {2 qui ne
se prolonge pas a un ouvert strictement plus grand.

Exemple 1.4.
Tout domaine convexe de C" est un domaine d’holomorphie.

Remarque 1.11.

Si 2 est un domaine d’holomorphie dans C", alors €2 est pseudoconvexe.

1.4 Les opérateurs 0 et 0
Définition 1.30 (Les opérateurs O et 0).

Soient X une variété complexe et Q@ C X un ouvert. Si f est une fonction de classe C' sur un
voisinage d'un point a € €2, on a localement

" Of
:j;ax a)dz +Z dyj,
posons
0 1 0 -0 0 1 0 0
oz~ 29, "oy oz, T 2\, Ty,
dzj = dxj + idy; et dz; = dxj — idy;.

)

Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme qui suit

"0
dfe = —— f a)dz; + Z a)dz;.
10z J
j=
Posons . f " o
2:: (97 dZ] et gfa = ]2:; gj(a)d@,
donc
df =0f + 0f.
La décomposition
d=0+20
se généralise sur toutes les formes différentielles.

En effet, si

’

w(z) = Z wy j(2)dzr Ndz;

[I|=p,|J|=q

est une (p, ) forme différentielle de classe C*

!/

dw(z) = Z dwr () Ndzg Ndzy = > (Owgy(2) + Owr g(2)) Adzr A dzy.
1=p,|J|=q [|=p,|J|=q
On pose

ow(z) = > Owry(z)Ndzr Ndzy et Ow(z) = Y Owry(z) Adz Adzy.
H|=p,|J|=q 1=p,|J|=q
Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :
0:C,,Q,C)— C’;JQ(Q C)
0: C,(Q,C) — C’;”Eil(Q, C).
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Propriétés 1.1.
1. d=0+0.
2. P =0 =000+000=0.

Soient X une variété analytique complexe et {2 un ouvert de X.
Une forme différentielle w de type (p, q), de classe C* et définie sur € est dite O-fermée si Ow = 0.
On note
Z;f’q(Q) ={w e ng(Q)/Ew = 0}.
Z;;q(Q) est un sous groupe de C’k ,(82).
Une (p, q)-forme différentielle w de classe C* définie sur un ouvert ) d’une variété analytique complexe
X est dite d-exacte 8'il existe une (p, ¢ — 1)-forme différentielle u de classe C* telle que Ou = w.

On note -
ng(Q) ={w e C§7q(Q)/3u S Cﬁq_l avec Qu = w}.
Puisque & = 0 donc Br () C Zk ().
L’espace vectoriel
Zk (9
1,0 = S
5a(€2)

est appelé le (p, g)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C*
définies sur 2.

1.5 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.31 (Distribution).

Soit V' un ouvert de R", on a

DV)={¢:R" — C,p € C*(R")/suppp C Vcompact}

avec

suppp = {z € R"/p(z) # 0}.
Une suite (¢;) ey d’éléments de D(V') converge vers ¢ dans D(V) quand j tend vers +oo si :

1. pour tout indice j, le support de ¢; et ¢ sont contenus dans un compact K C V,

2. D%p;(x) converge uniformément vers D%p(x) sur K C V,
pour tout multi-indice o € N"
(t.e a=(aq,.....,a,) avec o € N)

D* = — est la dérivée d'ordre |af = a; + ... + ay,.

Une forme linéaire T' sur D(V') est dite séquentiellement continue sur D(V') si I'application 7" :
D(V) — C est linéaire et continue au sens suivant : pour toute suite (¢;)jen; si ¢; — ¢ dans
D(V), alors la suite des nombres complexes T'(y;) — T'(¢).

Désignons par Dk 'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe C*° a support dans K.
Une distribution 7" sur V' est une forme linéaire sur D(V') dont la restriction a chaque D est continue.

De plus, si T" est une distribution réelle, 'application ¢ — — < T, dgo > est une distribution.
x

Par définition, c’est la dérivée de T notée e
T

Exemple 1.5.

20



1) Soit © un ouvert de R" et a € R" la fonction définie par :
do : D(Q2) — C qui a ¢ € D(QQ) associe
da(p) = @(a) =< d4, ¢ > est une distribution appelée mesure de Dirac.
2) Soit f une fonction localement intégrable” sur  C R. Alors Papplication T} : D(Q) — R qui a

¢ € D(Q) associe Tf(p) = / f(z)p(x)dx définit une distribution sur €.
Q

Définition 1.32 (Norme).

Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E ’application
||.|| : E — RT vérifiant les propriétés suivantes :

L ||Mz|| = |M]|z]] ¥V AeK et z€E,
2 eyl <zl +lyll ¥V 2,y € E,
3. ||z]| =0 < x=0.

Définition 1.33 (Produit scalaire).

Soit E un K espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une application

<,> ExFE—-R
(u,v) =>< u,v >

qui vérifie les propriétés ci-dessous :
Soient u,u',v € E et A € K.

1 < ANu+u),v>=A<u,v>+\<u,v>,
2. <u,v>=<v,u >,

3. <u,u>>0 et <uu>=0&u=0.

Soit E un espace vectoriel.
(E,]|| -||) est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.34 (Espace de Banach).

(E,]|-]|) est complet si toute suite de cauchy dans E est convergente dans E.
Un tel espace est dit espace de Banach.

Exemple 1.6 (Espace de Banach).

Soient (E,T,m) un espace mesuré et f une fonction définie de E vers R mesurable,

L(Q) ={f € | [ |fPdm < +o0}

2. Une fonction a valeurs complexes sur un ouvert 2 de R" est dite localement intégrable si sa restriction a tout
compact de 2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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est un espace de Banach avec la norme associée

1
11l = ([ 17 dm)”, dm
étant 1’élément de volume.

Définition 1.35 (Espace de Hilbert).

Soit (E,||-||) un espace de Banach.
On dit que (E, || - ||) est un espace de Hilbert si la norme est issue d'un produit scalaire.

Exemple 1.7 (Espace de Hilbert).
Soit €2 C C" un domaine.

LX) ={f € Q| [ |f%dm < +oc}

1
muni de la norme 9 = m )~ qui provient du produit scalaire : Vf,g € {2 on a
i del 2dm)* qui ient d duit scalaire : V Q

Q

< f.g>= [ (f xg)dm
est un espace de Hilbert.

Définition 1.36 (Espace de Sobolev).
Soit 2 C C" un ouvert, on définit les espaces de Sobolev W™P(€), 1 < p < +oo,m € N par :

W (Q) = {f € I/(Q) | D € L/(Q), |a] < m}.

Les normes pour ces espaces sont données par :

1
1A lwrma@ = (32 1D fIFqy)” P < +o0

la]<m
et
[ fwmoe @) = maziaj<m|[D* [ Lo 0)-
Ces normes font de W™P?(Q) et W"™°(2) des espaces de Banach.
Pour p=2
WmAHQ) = H™(Q) = {f € L*(Q) | D°f € L*(Q), |a| < m}.

H™(€) muni de la norme

1 fllam@y == (X 11D flliaw)”

la|<m

qui provient du produit scalaire

<u,v >gm= Y < D%, D% >p2
0<|ar|<m

est un espace de Hilbert(cf [1]).
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1.6 Espace de Sobolev partiel

On considere D = Dy x Dy CC R™ un produit de deux domaines bornés D; CC R™ et Dy CC R™?
oun =ny+ ng.

Soit @ = (au,...,q,) un multi-indice d’entiers. On peut écrire @ = (1) + «(2) ou a(l) =
(a1, 0n,0,...,0) et ag = (0,...,0, pya1y- -5 Q).
—— N——
no ni

Alors D) n’agit que sur les variables qui proviennent de D; et De) n’agit que sur les variables qui
proviennent de Dy dans le domaine D, et on a D® = D D) - Alors I’espace de Sobolev partiel
noté W*?(D) est un espace normé sur D défini par

W*P(D) = W (Dy) @ WP (D)

avec la norme

lullfrs (D)= > [ID%ullfp) 1 < p < oo
(1)< a(2) <k

Cette définition peut étre généralisée en un produit fini de domaines. Si D = Dy x ... X Dy, alors la

norme WP sur D est définie comme suit :

[lully

(D)= > D%y, 1 < p < oo,

lo(5)|<k,1<<N

ol () est la partie de o correspondant au facteur D;, défini par analogie avec le cas ou N = 2.
L’espace de Sobolev des (7, ¢)-formes différentielles sur chaque domaine D; est noté par W,ff;]p (D;).

1.7 Théorie des Opérateurs
Tout au long de cette sous-section H; et Hy sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.37 (Opérateur).

Un opérateur dans H; est une application 7" définie sur un sous-espace vectoriel D(T") C H; a valeurs
dans H,.
TD(T)CH1—>HQ

D(T) est appelé le domaine de I'opérateur.
On note un opérateur par (7, D(T)) s’il n’y a pas d’ambiguité concernant son domaine on note
simplement par 7'

Définition 1.38 (Graphe d’un opérateur).
Soit T': D(T') C Hy — Hs un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace de H; x Hy donné par

I(T) = {(z,T,) : v € D(T)} C Hy x H,.

Définition 1.39 (Opérateur fermé).
On dit que (T, D(T')) est fermé si son graphe I'(T") est un fermé de H; x H,.

Remarque 1.12.
Un opérateur (T, D(T)) est fermé si pour toute suite (z,),eny de D(T) telle que

lim z,=zet lim Tz, =
n—-+oo n n—-+4oo n y

alors x € D(T) et y = Tx.
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Définition 1.40 (Opérateur borné).

On considere deux espaces de Hilbert E et F.
On dit que T est un opérateur borné de E vers F' si D(T) = E et s’il existe C' tel que

|| Tul|rp < Cllul|lg ¥V ue E. (1)

On pose alors :

Tu F
T = sup ITulle
weBuz0 ||U||E

Si D(T') # E et s'il existe une constante C telle que :

| Tullr < Cllulle ¥ w e D(T) (2)

alors 'opérateur T' se prolonge en un opérateur borné de D(T') vers F, ou D(T') désigne 'adhérence
de D(T) dans E.

Définition 1.41 (Opérateur non borné).

On dit que T est un opérateur non borné s’il n’existe pas de constante C' telle que (2) soit satisfait.
En d’autres termes, 7" est non borné s’il existe une suite u,, € D(T) telle que

llunlle =1 et lim ||Tu,||r = +oo.
n—+o0o

Proposition 1.1. (c¢f [17])

Soit (7', D(T")) un opérateur fermé.
Alors T' est borné si et seulement si D(T') = H;.

Définition 1.42 (Opérateur dense).

On dit qu’un opérateur T : H; — Hj est a domaine dense si D(T') = H;.

Définition 1.43 (Adjoint d'un opérateur).

Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T € L(E, F), T* € L(F, E) est 'unique application linéaire
telle que pour tout x € E, y € F on ait

<T(x),y >=<xz,T"(y) >.

T™ est appelée adjoint de T.

1.8 Le 0-Neumann

Dans cette partie, on va introduire 'opérateur 0 — Neumann (cf [7]). Ainsi, le 9 défini sur les
(p, q)-formes différentielles s’étend aux espaces L*(€2) au sens des distributions.

L2,(2) = {f € CZ(Q) | /Q|f|2dm < +oo}.

On utilise L2 ,(Q) pour désigner I'espace des (p, q)-formes différentielles a coefficients dans L?(€2).
Si

/
f=>" frsdz Ndzy,
J

!
9= grsdz Ndz,,
7
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sont deux (p, ¢)-formes différentielles dans Liq(Q), nous définissons le produit scalaire et la norme
comme suit :

! !
< fog>=>_ < frya10> |fP=<ff>=>_|fi,]
I,J

1,J

2 _ _ : 2
1P = [, < £5 > dm =3 [ |fosPdm.

Puisque Liq(Q) est muni d’un produit scalaire, on sait définir 'adjoint du 9

0: L, (Q) — L2, ,1()

0 L2

p,q+1

(Q) — L2 (Q).

Ainsi le laplacien s’écrit comme suit :

et
O o Lo () — L2 ().

Il a pour domaine
Dom(0) = {f € Dom(d) N Dom(d"), | df € Dom(d"), I f € Dom(d)}.

Proposition 1.2.

Le laplacien U, , est un opérateur dense, fermé et auto-adjoint.

Démonstration.

Soit DP4(Q2) I'ensemble des (p,q)-formes différentielles & support compact.
0p.q étant un opérateur, il est donc linéaire par définition.

On sait que :
DP4(Q) C Dom(O,,) C Lzyq(Q)

le passage a ’'adhérance nous donne les inclusions suivantes :

Dra(§) C Dom(0,,) C L2 ()

or
Dra(Q) = L;q(ﬂ) = ng(Q)
donc
L;q(Q) C Dom(0O,,) C L;q(Q)
d’on

Dom(, ) = L;237q(Q)

ce qui montre que [, , est dense.
Montrons que [, , est fermé :
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soit f, € Dom(O, ).

< Oygfn fn > =< (00" + 0*0) fu, fn >
=< 00" fp, + 0O fn, fr >
=< 00 fo, fr >+ < O Ofn, fn >
=< 5*fn,(§*fn >4 < 5fn,5fn >
= (10" full* + 10.fall?

ainsi 0 f, et Of, convergent respectivement dans L2, ,(Q) et L2, ,(Q). Puisque d et 0 sont

p,g—1 P,q+1

= ~k

des opérateurs fermés, nous avons f € Dom(9d) N Dom(0") et
Of, — Of et 8 f, — 0 f dans L2
Or 0 et O sont des opérateurs fermés, donc
90" f, — 00*f et 0*0f, — I*0f.

Nous venons donc de montrer que U, , f,, — U, ,f donc U, , est un opérateur fermé.
Soit u,v € Dom(0,,), a-t-on < O, ju, v >=< u, 0, 0 >7

On a <O,.u,v>=< (00" + 0 0)u,v >
=< 00" u + 0" 0u, v >
=< 00" u,v > + < 0" Ou, v >
=< 0"u, 0" > + < Ou, dv >
=< u, 00" > + < u,0"0v >
=< u, (00" + 0"0)v >
=< u,U, v >

ce qui signifie que [, , est auto-adjoint. O]

L’opérateur 9-Neumann consiste & chercher un inverse a [J noté N,,, et qui vérifie les propriétés
suivantes :
Soit €2 un domaine, il existe
.72 2
Np,q : Lp,q(Q) — Lp,q(Q)

tel que
1. ON,, = N,,0= I dans Dom () C Dom(d) N Dom(d") ou I désigne I'opérateur identité,

2. ON,, = N, 4410 dans Dom(0),
3. 0 Nygi1 = Npy10 dans Dom(9d"),

4. f = 00" N,,f ® 00N, f.
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2 Produits tensoriels et espaces de fonctions

Dans cette section, il est question de construire un opérateur appelé opérateur produit tensoriel
noté (A ® B) qui vérifie la relation suivante

(A® B)({®@n) = A ® By,

pour tout £ € LP(Qy, 1) et np € LP(Qa, pa).

2.1 Outils de Mesure
Définition 2.1 (Tribu).

Soit £ un ensemble, T' une famille de parties de E. La famille T' est une tribu (on dit aussi une
o-algébre) sur E si T vérifie :

1.0eT, EcT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A,,)nen
d’éléments de T, on a U A, eT,
neN
3. T est stable par intersection dénombrable, c¢’est-a-dire que pour toute famille dénombrables
(Ap)neny d’éléments de T, on a ﬂ A, eT,
neN
4. T est stable par passage au complémentaire, c¢’est-a-dire pour tout A € T, on a A° € T.

Pour montrer qu’une partie T" de P(FE) est une tribu, il n’est pas nécessaire de vérifier les 4
propriétés de la définition précédente. Il suffit de vérifier par exemple () € T'(ou E € T), 2(ou 3) et 4.
Les élements de T sont appelées parties mesurables de E.

Le couple (E,T) est appelé espace mesurable.

Exemple 2.1 (Exemples de Tribu sur E).
{0, E} et P(E) sont des tribus sur E.
Définition 2.2 (Tribu engendrée).
Soit F' une famille de parties de E. On note
o(F)=(T.
TSF

Alors, o(F') est une tribu sur E appelé tribu engendrée par F. C’est la plus petite tribu sur E qui
contient F.

Définition 2.3 (Mesure).

Soit C un ensemble de parties de E.
Une application p définie sur C' & valeurs dans [0, +00] est appelée mesure lorsque les deux propriétés
suivantes sont satisfaites :

a) DeC et u(p)=0,
b) p est o—additive ie. p(|J Ex) =Y w(Eg)si E;NE; =0 pour i # j
k=1 k=1

Le triplet (E, T, u) est appelé espace mesuré.
Parfois on le note (F, u).
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Exemple 2.2 (Exemples de Mesures).

1. Mesure de comptage sur un ensemble E :
Sur (E,P(F)), on définit la mesure de comptage p(A), A C FE par

H(A) :{ card(A)  si A est fini

o0 stnon
Cette mesure s’applique généralement aux ensembles discrets (N, Z, .. .).

2. Mesure de Dirac en un point :
Soit (E,T) un ensemble mesurable, avec E # () et = € E. On définit
w:T — [0, +o0] par

1 st xz €A
0 sinon

On note souvent p = 9,.

Définition 2.4 (Mesure o-finie).

Soit (E, B, 1) un espace mesuré.
La mesure p est dite o-finie s’il existe une suite d’ensembles mesurables E,, € B, n € N tels que

VneNukE,) < et |JE,=E.
neN

Autrement dit, E est la réunion dénombrable d’ensembles de mesures finies pour .

Proposition 2.1 (Propriétés d’une mesure).

1. Monotonie :
siA, BeT et AC B, alors u(A) < p(B),

2. sous-additivité :
st A, €T, ¥ neN alors

n(U An) <30 (A,

neN neN

3. siA, €T, VY neNetsiA, CA,q, Vn €N, alors

1 U An) = nh_ffloo,u(An),

neN

4. siAp €T,V neNetsiA, DAy, Vn € N avee p(Ag) < oo, alors

W) A= lim_pu(A,).

n—aoo
neN

Démonstration.
1. Ona B= AU (B\ A), union disjointe d’éléments de T donc

p(B) = u(A) + u(B\ A) = p(A).
Si u(A) < oo, on déduit que u(B\ A) = u(B) — u(A).

n—1
2. Posons By = Ag, et V n>1, B, = A, \ | 4.
k=0
Pour tout n € N, on a U A = U By.. En outre, les { B, },en sont 2 & 2 disjoints alors par la
k=0 k=0
formule | J A, = | J Br on a

k=0 k=0

1( U An) = U B,).

neN neN
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Ainsi d’apres la définition d’une mesure, on a

u(UJ Bn) =Y w(Bn).

neN neN

Comme B, C A, et u(B,) < u(4,), on a

Z w(Br) < Z p(Ar).

neN neN

Ainsi

N( U An) < Z /‘(An)'

neN neN
. Posons By =AgetV n>1,B,=A4,\ A._1.

Alors les B, sont 2 a 2 disjoints et Vn > 1, A,, = U B;.
k=0
Ainsi .

lim p(A,) = lim u(|J(Bk))

n—aoo n—aoo

k=0
or par définition de la mesure,
im p(J(By) = lim > u(By).

k=0 k=0

Ainsi on a .
im Y u(By) =Y w(By)
k=0 keN

et

> u(Bi) = p(|J Br).

keN keN

Par conséquent

n(J Be) = (U An).

kEN neN
On a donc
nlil?ooﬂ(An) = 1u( U Ay).
neN
. Posons B, = Ag\ A,, V n € N. Alors la suite {B,, }nen est croissante avec | ] B, = Ao\ ()] An.
neN neN
En outre, u(B,) = pu(Ao) — p1(Ay) car p(Ag) < oo.
On a
p(Ao) — () An) = (U Bn)-
neN neN
D’apres 3), on a donc
p(J Ba) = lim_p(B,)
neN
Ainsi par construction des B,, on a
(B = (o) — Jim_p(A,)
Alors
H() A = Jim_p(4,).
neN
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Remarque 2.1.

La condition pu(Ap) < oo de 'assertion (4) de la proposition précédente est nécessaire.
En effet, considérons (N, P(N)) muni de la mesure de comptage et considérons A,, = {n,n+1,n+2,...},
alors A, D Apq et (A, =0, maisV neN, pu(A4,) = +oo.

neN

Définition 2.5 (Mesure produit).

Soient (X, T,u1) et (Y,S,u2 ) deux espaces mesurés o-finis. On note 7’® S la tribu sur X x Y engendrée
par les parties de la forme A x B avec A € T' et B € S. On l'appelle tribu produit des tribus T
et S. Alors il existe une unique mesure v sur 7' ® S vérifiant v(A x B) = puy(A)pue(B) pour tout
AeT et tout BeS.

On la note par 1 ® ps.

Définition 2.6 (Isomorphisme isométrique).

Soient E et F' deux espaces de Banach et L(F, F') 'ensemble des applications linéaires.

On dit que a € L(FE, F) est un isomorphisme si a est bijective.

Si I'isomorphisme existe, on dit que F et F' sont isomorphes.

On dit que a € L(FE, F) est une isométrie si ||a&|| = ||£]| pour tout & € E.

Si 'isométrie de E vers F' est surjective, on dit que E et F' sont isométriquement isomorphe.

2.2 Produit tensoriel

Dans cette partie, nous allons donner quelques résultats sur le produit tensoriel. Ces résultats
sont tirés de [0]

Proposition 2.2.

Soient E; et F; 1 = 1,2 des espaces vectoriels.
Soit T; € L(E;, F;). Alors il existe un unique opérateur S € L(E; ® Fs, F} ® Fy) avec la propriété
suivante :

S(x1 @ x2) = Thwy @ Thxg

pour tout (z1,zs) € By X Es.
L’opérateur S est noté par 11 ® Ts,
par conséquent
(Tl &® TQ)(iL'l & 1'2) = T1331 ® TQI’Q.

Remarque 2.2.

Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes :
1. si Ty et Ty sont surjectives, alors T} ® T5 est surjective,
2. si 17 et Ty sont injectives, alors T} ® Ts est injective,
3. en particulier, si G est un sous espace vectoriel de F, alors G ® F' est un sous-espace de F ® F,

4. on a la formule suivante :
ker(Ty @ Ty) = (kerT)) ® By + Fy ® (kerTy) C Fy ® Es.

Définition 2.7 (Produit tensoriel de Hilbert).
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Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert.
On définit un produit scalaire sur le produit tensoriel algébrique H; ® Hy par

<TRY, 20w >=<x,2 >, < Y, W >H, .

H, ® Hy muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien, et son complété est un espace de
Hilbert noté H;®H, et est appelé produit tensoriel de Hilbert des espaces Hy et Hs.

Soient (€21, 1) et (g, p2) deux espaces mesurés avec iy et o des mesures finies.
Notons par p; ® po la mesure produit sur 27 x 2s.
Posons H1 = Lp(Ql, ul) et HQ = LP<QQ,/L2).

D’apres [6] Corollaire 2, la norme de Y _ f; ® g; € LP(, 1) ® LP(Qa, p12) est définie par
j=1

IS fiegll= (] [ 13 figldudus)s.
j=1 I 5

En particulier, le théoréme de Fubini donne ||f & g|| = || f]|||9]l-
Ces résultats nous seront utiles dans la preuve du Théoréme principal de cette partie.
Le théoreme ci-dessous est tiré de la page 498 de [0].

Théoréme 2.1 (Fubini-Tonelli).

Soient Qq et Qg deux domaines de C".
Si f Q1 x Qo — C(ou[—00, +0]) est 1 @ pg-intégrable,

{(z,y) € U x Qo | fz,y) # 0} C QU x

est o-finie(pour la mesure produit p; @ ps) et si l'une des intégrales itérées de |f| existe, alors f est
1 & po-intégrale.

Définition 2.8 (Step-fonction).

Soit 2 un domaine.
Si (£2, 1) est un espace mesuré et E un espace (réel ou complexe) normé, alors la fonction f: Q) — FE
est appelé un p-step fonction si :

f() = g:XAk(')l’k

avec Ap C ) est pu-mesurable, x, € E et l'intégrale

n

/Qfd,u =Y pAp()ay € E

k=1
est bien défini.

Définition 2.9.

Soit x une fonction définie sur un espace mesuré (S, B, 1) a valeurs dans un espace X par

n

z(s) =D wi(s)u(B;) i=1,2,...,n.

i=1

La fonction z est dite u-Bochner intégrable s’il existe une suite de fonctions x,, qui converge vers x pu.
pp c’est-a-dire

tim_ [ la(s) = za(s)l(ds) = 0,

n—aoo

Soit 1 < p < +o0, 'espace des fonctions p-intégrables de Bochner définies de {2 — E' est noté par
LP(u, E).
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Définition 2.10.

Soient E; et F; deux sous espaces vectoriels de L%(y;) et L°(v;) respectivement et soit p; : E; — Fj
un opérateur (j = 1,2).

On note par 1x l'opérateur identité pour l'espace vectoriel X, et par u «, la restriction d’un opérateur
u: X — Y a un sous espace X; de X.

On peut maintenant énoncer le resultat suivant tiré du Théoreme 1.1 de [10].

Théoréme 2.2. Soient (5, Z,p) et (T,Q,v) deux espaces mesurés, et 0 < p < q.
Soit E un sous-espace vectoriel de LP(u) et soit w: E — L(v) un opérateur borné. Alors pour tout
espace mesuré (Z, A, o), Uopérateur

lppy®@u: LP(o) @ E — LP(0) ® L(v)
admet une unique extension
LP(0)y : LP(0) ®, E — L7 (0 x v)
qui est un opérateur borné.

Démonstration.

Observons d’abord que sans perte de généralité, on peut supposer que
1. E est de dimension finie.
2. Toutes les mesures en question sont o-finies.

En effet, étant donné un espace semi-normé X, notons F(X) la famille de tous les sous-espaces de
dimension finie de X. Maintenant pour 1 observons que pour tout sous espace E de LP(u),

lull = sup{|lurl - F € F(E)},

[ 1r(0y) ® ul| = |[sup{1rr) @ || : F' € F(E)}.

Pour 2, soit 7 une mesure, tout sous-espace de dimension finie de LP(7), est isométriquement isomorphe
a un sous-espace de LP(7y) pour une mesure o-finie 75 ; de plus

Mo @ ull = sup{l[1r @ul| - F € F(L (1))}

En supposant 1 et 2, et pour 0 < p < ¢ < o0,
soit fi, fa2,..., fn une base de E, posons g; = u(f;) pour j =1,2,...,n.
Alors pour tous scalaires ¢y, ¢, ..., ¢, on a

12 cigillpaw) < Nullll D2 ¢ fillbrgy-
i=1 j=1

Par conséquent, pour des fonctions scalaires arbitraires ¢;(-), ..., ¢,(-) dans LP(o),

P
q

132 e2s0) P o)t <l 13 es()15(5) P )

pour tout z o-pp.
En intégrant sur Z, on obtient

L ﬁ;cxzmj(t) [ v(dt)iodz) < |l [ [ | ilcj(Z)fj(S) [ u(ds)o(dz).

32



A présent, nous allons énoncer et démontrer le théoréme principal de cette partie tiré de [15].

Théoréme 2.3. Soient (1, 111) et (Qa, p2) deux espaces mesurés et soit 1 < p < co. Alors il existe
un unique isomorphisme isométrique

LP<Q1 X Qg, 1 ® M2) = Lp(Qb u1)®LP<Q27N2>

qui pour tout & € LP(Qy, 1) et n € LP(Qy, uo) identifie I’élément £ @ n d la fonction

(z,y) — &(@)n(y) (3)

sur 1 x Q. En outre,

1. sous lidentification (3), l'ensemble
S={{@n | LP(Q,m) et neLll(Qyp2)}

est dense dans LP(Qq x Qo, 1 @ pa),

2. si (T'1,11) et (T'g,10) sont des espaces mesurés de mesure finie et
A: Lp(Ql,,ul) — Lp(Fl, l/1>

et
B : Lp(QQ, [LQ) — LP(PQ, 1/2)

sont des opérateurs bornés, alors il existe un opérateur
A® B LP(y X Qo 1 @ pg) — LP(I'y x T'o, 1 ® 1)
appelé opérateur produit tensoriel tel qu’on a la relation suivante
(A® B)(§®n) = A @ B,

pour tout § € LP(Q, 1) et n € LP(Qy, p2),

3. lopérateur produit tensoriel A ® B défini en (2) est bilinéaire, associatif, et satisfait
(A1 ® By)(As ® By) = A1 Ay ® BBy,

4. Vopérateur produit tensoriel A® B de (2) satisfait légalité ||A ® B|| = ||All|||B]|.

Démonstration.

Pour la démonstration de l'assertion (1),

on a pour 1 < p < oo et E un espace de Banach, I’ensemble des fonctions u-mesurables f: Q) — E
muni de la loi + et de la multiplication par un scalaire est un espace vectoriel noté LP(FE, u).

Son quotient par rapport aux fonctions p-nulles (i.e ||f(:)||[zr =0 g pp) noté

LP(E, ) = LP(E, 1),/ ~

muni de la norme définie par

1 llerce = ([ 1) ()

est un espace vectoriel normé qui est complet si £ est un espace de Banach.
Montrons que S(u) ® E est dense dans LP(E, ). Soit (fy)nen € S(i) ® E qui converge vers f.
De [18], Théoréme 1, en modifiant le cas p =1, on a ||f.(-) — f(*)||% est p-intégrable et

Ja0) = SOl pptdw) — 0.
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Donc, d’apres [0] f € LP(E, u).
Ainsi, pour 1 < p < 0o, 'ensemble des p-step-fonctions

S(p) @ E={>_xa, @z | n € N, Ay mesurable, z;, € E'}
k=1

est dense dans LP(E, u).
Alors

S(p) @ E={>_xa, @ | n €N, Ay intégrable, zy € E},/ ~,
k=1

est dense dans LP(E, ).
Pour la mesure produit gy ® ps sur 3 x {29, le Théoreme de Fubini- Tonelli montre que

LP (0, ) @ LP(Qa, p12) = LP(Qq x Qg p11 & pa)
est isométrique. En effet, soit
T: Lp(Ql,,ul) X Lp(Qg,[Lg) — Lp(Ql X QQ, H & ,ug)
§@n— {()n(y)

Vo (z,y) € (21 X Q).
Donc on a
TE®n) =&@mnly) =£@n

, car I'élément & ®@ n est identifié a la fonction (x,y) — &£(z)n(y).
Par passage a la norme on a

T (€ @ 0| zr @1 un)@rr@aums) = 11€ @ 0| Lr(@1 x Q2 1 09) (4)

Ce qui fait que 'intégrale défini sur le produit tensoriel est bien défini donc la norme est bien définie.
Puisque 'ensemble des step-fonctions (S(p1) ® S(p2)) @ (21 x Q) est dense dans
LP( X Qo p11 @ pi2), et

(S(p1) ® S(p2)) ® (4 x Q) C LP(Q, 1) @ LP(Qa, pa2)

, alors
LP(Qq, 1) @ LP(Qa, o) est dense dans LP(Qq X Qa, 11 @ pig)

et donc par la relation (4), on a
LP (2 X Qa, pq @ p2) = LP(Q, p1) @ LP(Qa, pa2).

Par conséquent, 'ensemble S est dense dans LP(; X Qa, 111 ® pu2).
Les assertions (2) et (3) constituent un cas particulier du Théoreme (2.2).
En effet, en prouvant I’assertion (1), on a montré que

LP(Qy, 1) ® LP(Qg, p2) est dense dans LP(Qq X Qo 1 @ pa)

et mieux, on a
LP(Q x Qg p1y @ pa) = LP(Q4, 1) @ LP (2, p2). (5)

Par le Théoréme (2.2), on prouve lexistence d'un opérateur de la forme
lipy@u: LP(o) @ E — LP(0) ® LY(v).
Ainsi, en remplagant 17, par A et u par B on a :

A® B : LP(, 1) ® LP(Qa, pto) —> LP(T'1,11) @ LP (L', 1),
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En utilisant I’égalité (5), on a
AR B : Lp(Ql X QQ,[L1®,U2) —>Lp(F1 X FQ,V1®I/2).

La relation
(A® B)((®@n) = AL ® By

n’est rien d’autre que la définition de 'opérateur produit tensoriel (cf Définition (2.2)).

Ce qui prouve l'assertion (2).

Montrons 'assertion (3) en prouvant que l'opérateur produit tensoriel est bilinéaire et associatif.
En effet, soient & € LP(Qq, p1) et n,n' € LP(Qg, u2) on a

(A B)(E®@Mm+n)) =A@ Bn+1n')
= A{ ® (Bn+ Bn')
= A¢ @ Bn+ A @ Brf
=(A®@B)¢®n) +(A® B)({®n).
Ainsi,

(AeB)(E®M+n))=(A®B)({®n) + (A B)( 7).

Calculons alors (A ® B)((€ +¢&') ®@n) pour &,& € LP(, 1) et n € LP(Qa, o)

(A B)(E+¢&)®@n) = A +¢)® By
= (A{+ A¢) @ By
= A{ ® Bn+ A ® By
=(A®B)(§®n) + (A B)(E @n).
Ainsi,

(A B)(+&)@n) =(AeB)(@n) +(A® B)(E @n).

Calculons (A ® B)(aé ®@n) et (A® B)(£ @ an) pour £ € LP(Qq, 1), n € LP(Qa, p2) et v € C -

(A® B)(a ®n) = Aaé @ Bn
= aAf ® Bn
=a(A® B)(§@n).

(A® B)(£ ® an) = AE @ Ban
= A{ ® aBn
=a(A® B)({®n).

Alors on a la relation suivante :

(A B)(af®@n) = (A® B)({®an) = a(A® B)({ @n).

Ce qui prouve la bilinéarité.
Pour ce qui est de 'associativité; a t-on

(A®B) @ A = A® (B® A')?
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On a:
(A B) A=ABRA et AQ(BRA)=ARB® A

La relation
(A1 ® Bs)(As ® By) = A1A; ® B1 By

découle de la définition de 'opérateur produit tensoriel (cf Définition (2.2)).
Ce qui met fin & la démontration de Iassertion (3).
Montrons I'assertion (4).

La norme de » & ®n; € LP(, j) @ LP(Qa, p12) étant définie par

=1

IS gonl=( [ 13 gmdudu)?,
j=1 S 5o
on a

lAge Bl = ([ | |AeBndndun)s
= ([ | 1AclBopandvs);
= ([ 1Bol? [ |AelPdvidva)s

= ([, 1Agran) ([ |Bypdv)s
= {1481l - 1Bl
A 5 € Lp<Ql,,L61> et V nec LP<QQ7IJ/2). Donc
lA@ Bl = [All|BII
[l

Notez que la construction ci-dessus peut étre étendue a un nombre fini d’espaces vectoriels.
Soient H = H; ® Hy ® ... ® Hy désignant le produit tensoriel algébrique pour N espaces vectoriels
Hy,...,Hy. Un élément de H est de la forme 71 ® ... ® xy.

Le produit tensoriel est défini par

K H xHox .. xHy — H ®...% Hy.

Lorsque Hy, ..., Hy sont des espaces de (p, q)-formes différentielles sur des domaines Qy,...,Qy, le
produit tensoriel algébrique H peut étre vu comme 'espace des (p, ¢)-formes différentielles sur le
produit de domaine = 1 x ... X Qu.

Pour j =1,..., N, soit H; I'espace vectoriel complexe des formes différentielles défini sur un domaine
Q.

Soit f; une forme différentielle définie dans H;(2;) et 7; : @ — €2; une projection.

L’identification

f1®...®fN:7TTf1A...A7T7VfN,

que l'on appelle forme décomposable simple s’étend linéairement a une application injective de
Hi() ®...® Hy(Qy) dans Pespace des formes différentielles sur 2 noté H(2). En particulier,
si H;(Q;) = L?(€);) par le Théoreme (2.3), L2(Q1)® ... ®LE(Qy) est isométriquement isomorphe &
LE(y x ... x Q), c'est-a-dire

LP(Q x ... x Qn) 2 LP()® ... QLA (Qy). (6)
En particulier, pour les espaces de Sobolev, on a :

WEP(Qy % ... x Qy) = WEP(Q)S ... QWP (Qy).
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3 Etude du 0O sur le produit de domaines relativement com-
pacts
Une propriété tres importante de 'opérateur
0: L2(Q) — L*(Q)
est d’avoir une image fermée i.e
img(9) C L2()

est un sous espace fermé.
Commencons par définir certaines notions qui nous seront utiles dans la suite.

Définition 3.1 (Produit de convolution).

Soient f et g deux fonctions définies sur R, leur produit de convolution noté f * g est défini par

(fxg)(@) = [ f(x—Dg(t)dt.
On a la remarque suivante :

Remarque 3.1.
1. Le produit de convolution est associatif et commutatif.

2. Soient 1 < p < +ooet f € LP(R) et g € L*(R). Le produit de convolution est défini presque
partout, il appartient & LP(R) avec I'inégalité

1 % glls < 11F 1L 11gllp-

Définition 3.2 (Produit de convolution de deux mesures).

Soient 1 et py deux mesures finies sur R.
On appelle produit de convolution de py et uo la mesure définie sur R par :

(1 % p2)(A) = (1 @ p2)({(z,9); 0 +y € A}).

Autrement dit, p; x po est la mesure image de la mesure produit p; ® ps par I'application somme.
Le produit de convolution de deux mesures vérifie les propriétés suivantes :
e Pour toute fonction mesurable f : R — R,

| F@dn ) = [ fla+ y)din(@)da(y)

e la masse de Dirac en 0 est I’élément neutre du produit de convolution,
e Sia,beR, alors d, x 0p = 04y,
e Si duy = f(x)dx et dus = g(x)dr sont deux mesures de densité, alors d(u; x p2) = (f * g)dx.
Autrement dit, le produit de convolution des mesures est le produit de convolution des fonctions.

Définition 3.3 (Opérateur de Hodge). (cf [5])

Soit M une variété analytique complexe de classe C'™ de dimension m.
L’opérateur de Hodge * est I’endomorphisme de A®*Ty; défini par un ensemble d’applications linéaires
tel que

NPTy — A"PTy u A xv =< u,v>dV YV u,v e NPTy,

ou dV est I’élément de volume sur M et <, > est le crochet de dualité pour cette partie.

Propriétés 3.1 (Propriétés de 'opérateur de Hodge). (cf [5])
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o d* = —10"D & dx, ot d* est 'adjoint de d.
oV we NPTy, *+w = (—1)P""Yw. Donc I'inverse de 'isomorphisme * est donné par

« b= (=1)P(rDy
Soit maintenant {2 un domaine borné dans C". Pour 1 < P < oo, Lqu(Q) désigne 'espace de
Banach des (r, ¢)-formes différentielles & coefficients dans LP(Q). Si p’ € R de sorte que 219 + ;/ =1, 1la
dualité globale entre L? (€2) et Lf,’:q(Q) est définie par

<ﬁg>:/fA*%
Q

ou * est 'opérateur étoilé de Hodge. B
Pour 1 < p < 0o, on définit le groupe de cohomologie du 0 dans LP(§2) par

. ~ Ker(0)N LE(Q)
HL () = img(0) N LE(Q)

et I'espace des LP-formes harmoniques par :
H:(Q) = {f € dom(d) Ndom(3") C LP(Q) : f =0 f = 0}.
Soit B
[[] : Ker(0) — H;r(Q)
la projection naturelle.

Gréce & la densité des formes différentielles de classe C*° & support compact dans LY () et en utilisant
I'argument de la dualité, on a le résultat suivant ;

Lemme 3.1.

Soit 0 la restriction de [] a lespace des L*-formes harmoniques Hj(€2). Alors
1. n est injective,
2. Sin est surjective, alors l'image du O est fermée.

Démonstration.

1. Pour les (0,0)-formes, i.e les fonctions, I’espace Ho(€2) coincide par définition avec l'espace
cohomologique HY3 ().
Pour les formes différentielles de degré supérieur, on a :

n: HyQ) C ker(0) — H}2(Q)
g —1g]
Soit
g € kern,

n(g) =0=[g] =0.
Par conséquent

g = Oh.
Or
0g = 5*9 =0
Donc
<g,g>=<0h,g>=<h,0 g>=0.
Alinsi,

gl =0=g=0.

Ce qui entraine l'injectivité de 7.
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n: HyQ) C ker(0) — H;2(Q)
g+ [g]

Surjectivité de n :
Vo€ H(Q), 3 geH(Q) | [g] =

Si
f € ker(d) | a = [f] alors f = g + Oh.

<f,f>=<g+0h,g+0h>
=<g,9>+<g,0h >+ < 0h,g >+ < 0h,0h >
=<g,9>+<0h,0h> > <g,9>.

D’aprés (1), n est injective. Si n est surjective, alors ) est un isomorphisme, on a donc Hj;(€2)
est isomorphe a ’espace cohomologique H72(€).
Puisque H;(€2) est un sous espace fermé de I'espace de Hilbert L2(€2), 'espace Hj2(€2) devient
un espace de Hilbert.

72(£2) est un espace de Hilbert donc son image est fermée.

3.1 Image fermée du 0

Il s’agit dans cette partie de démontrer le Théoreme (0.1). Pour cela, nous construisons un
opérateur de solution au probléme du 0 sur un produit de domaines appelé opérateur de solution
canonique.

Notre hypothése fondamentale est la suivante : pour chaque j, 'opérateur 0 est d’image fermée dans
L2(Qy) pour j =1,..., N avec N € N*.

Dans notre cadre d’étude, nous considérons désormais le cas N = 2, c’est-a-dire dans le cas ou
Q = x Q9 avec () et )y deux domaines relativement compacts de C".

Commencons par donner quelques notions algébriques pour les formes décomposables lisses sur €.
Soient f € C() et g € C°(Qy), on a

INf®g) =01 ®@g+01f ®ag (7)

ol 01, 0o et O représentant respectivement I'opérateur 0 sur €, Qs , Q et o, est I'application
sur C2°(Q) qui est la multiplication par (—1)*7 sur C;% (1) et pour tout opérateur S de degré d
sur L () i.e deg(Sf) — deg(f) = d avec f une forme différentielle défini dans dom(S), on a

015 = (—1)%So,.

On peut étendre 7 & C2°(2;) ® C°(€y), pour obtenir la formule de Leibniz pour les formes décompo-
sables lisses données par o 7
0=01®I,+ 01 ® 0, (8)

ou I, est 'opérateur identité sur €2,.
Soient K et K5 des opérateurs de résolution canonique du 0 sur €2y et 25, alors on peut définir un
opérateur S : C°(0;) ® C°(Qy) — L2(Q) ® L(,) par la formule suivante

S=K1®L+o0P® K, (9)

ou Pj : L%(€;) — H2(Q;) est la projection harmonique sur €2, de bidegré (0, 0).
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Lemme 3.2.

Sur lespace des formes décomposables lisses C°(1) @ C°(Qy), on a
ou I =1, ® Iy désigne 'application identité sur 2.

Démonstration.

Notons d’abord que :

S =(h @ L+ 010 0y)(Ky1® I + 01 Py © K)
= K1 @ I3 + 8101 P, @ LKy + 01Ky ® 8205 + 07 Py © 02K
=01 K, @1, +0,00P,® Ky + 01K, ® 0y + 02 P, ® 03K,.

P, étant la projection harmonique alors 9, P; = 0. Et par définition de o,

o(T) =(-1)"™T

o*(T) =0 (o(T))
=o((=1)""T)
:(_1)p+q((_1)p+qT)
=(-1)r )T
=T.

Ce qui donne le résultat suivant :

0S =0,K, @+ 01K, ® 09+ P, ® 03K>.

D’autre part :

S0 =(K1® I, + 01P1 @ K3)(01 ® I + 01 ® D3)
=K10, ® I3 + 0, P10, ® Koly + Ky0y @ 1,05 + 01 P10y @ K05,

Or P,0; = 0 par la décomposition de Hodge donnée par(cf [2])
L) = ((img(D")) @ ((img (D)) ® H..()
et avec la relation 0,5 = (—1)%Soy, on a

5’5 :Klgl &® IQ + K10'1 ®52 + U%Pl X KQEQ
:Klgl (=Y ]2 + K10'1 ®52 + P1 & Kggz.

K, étant un opérateur qui réduit le degré de 1, on a :
S0=K 0, —0,K,®0y+ P, @ Ky05.
Ainsi,
0S + 50 =0,K, @I+ 0K, ® 0y + P, ® 02Ky + K10, ® Iy — 01K, ® 03 + P, @ K30,
:(51K1 + K151) QL+ P ® (EQKQ + KQEQ)-
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En utilisant la formule d’homotopie 0K + KO =1 — P, on a :

58"_85:(]1_P1)®IQ+P1®(]2_P2)
:Il®IQ—P1®IQ+P1®]2—P1®P2
:Il®[2—P1®P2.

]

Soit © un domaine & bord lisse dans C" et f une forme différentielle définie dans dom(9) C L2(9),

il résulte du Théoreéme 3.1 dans [10] qu’il existe une suite f; dans C°(€2) telle que si
fi — f dans L2(Q) alors df; — Of dans L2(Q),
Alors on a le résultat suivant :

Lemme 3.3.

Soit Q cC C" un domaine lipschitzien, alors l'espace C2°(Q) est dense dans dom(d) pour la norme
du graphe dans 'espace L*().

Démonstration.

Soit f € dom(0). Puisque 0 est un opérateur fermé, on peut construire une suite f, € C>°(Q) telle
que B B
si fn— f, alors Of, — Of.

Nous montrons en premier que cela peut étre fait sur un sous-ensemble compact dans €2 a partir des
suites régularisantes par convolution.

Soit x € C3°(C") une fonction tel que x > 0, /de = 1.

z

x(z) ne dépend que de |z| et s’annule quand |z| > 1. Nous définissons y.(z) = e *"x(Z) pour € > 0.
5

En prologeant f par 0 en dehors de €2, pour tout € >0 et z € C", on a :

fe(2) =f x xe(2)

= [ Rtz = 2)au(z)

= [ 1= )X ()l

De I'inégalité de Young pour la convolution donnée par

1 X < AT x5

on a .

£ < 11111

On sait que f. converge uniformément vers f € C;°(C"), or C5°(C") est un sous-ensemble dense de
L*(C™), on a alors
f- — f dans L*(C™) pour chaque f € L*(C").

Ce qui implique que f. — f dans L*(Q).
Soit 9, une suite de nombres avec 9, \, 0. Pour chaque d,,, nous définissons

Qs, ={2€ Q| p(z) < —=d,}.
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Alors (2, est une suite de sous ensembles ouverts relativement compacts de 2 dont I'union est égale a
Q.

En utilisant les mémes arguments que précédemment, pour tout opérateur différentiel de premier
ordre D; a coefficients constants, si D;f € L*(€2), on a

Dif. = Di(f xxe) = Dif % Xc — D;f dans L*(Qs,) quand ¢ — 0.
Puisque O est un opérateur de premier ordre, on a
Of. — Of dans L*(Qy,) sur Q5 ou f. € C®(Qs,).

Pour voir que cela peut étre fait jusqu’au bord, nous supposons d’abord que le domaine € est étoilé
et 0 € Q) est le centre.

Soit
z

F=10+e)z]zeQ}t et f*=f(

)7

alors Q CC QF° et f© € L*()°). Egalement,
af — 0f € L2(Q).

Soit

f(é):f( 8)*X557

ol
0: \y 0 quand e\, 0 et 6. est choisi suffisamment petit.

On a f(;) € C*(Q).
On a :
f(g) — f dans L2(Q), gf(a) — 5f

Donc, C*°(€2) est dense pour la norme du graphe quand (2 est étoilé.
Le cas général se fait en utilisant une partition de I'unité subordonnée a un recouvrement fini (Uj)jes
de Q ot (Uj) ey est étoilé. O

Le lemme suivant sera énoncé et démontré dans LP(£2) et reste valable dans le cas p = 2.

Lemme 3.4.

Soit Q = Qy x Qy le produit de deur domaines bornés lisses de C". Alors l'espace C2°(Q1) @ C2°(€s)

est dense dans dom(0) pour la norme du graphe dans l'espace LP(Q) défini par :
f—lfllze + 110l »- (10)

Démonstration.

D’apreés le Lemme(3.3), C°(Q) est dense dans dom(d) donc toute forme f € dom(d) peut étre

approximée par une forme f € C2°(€)) pour la norme du graphe.

D’apres la Proposition 1 de [12], C2°(£;) ® C°(€Qy) est dense dans C2°(9).

Donc chaque forme dans C2°(2) peut étre approximée par une forme dans C2°(Q;) @ C2°(€2,) pour la
norme Ck, ou0 <k < oo.

Pour k = 0, on peut approximer f par une forme dans C=(Q;) ® C>(€,) avec la norme C° (qui est
plus fine que la norme du graphe puisque I'inclusion C°(U) € LP(U) est continue pour un domaine
borné U).

Donc C2°(€;) ® C2°(y) est dense dans dom(9) pour la norme du graphe. O
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Sur dom(9) C L?(2), on a la formule de Leibniz suivante :
5:51®[Q+01®52. (11)

Plus loin, on peut étendre 'opérateur S défini par la relation (9) a L2(€2) par la formule

S =K\®I,+ 0, PRK,. (12)
Lemme 3.5.
La formule d’homotopie suivante B 7 ~

0S+S50=1—-PRP, (13)
est valable sur dom(0) C L2(1).
Démonstration.
La démonstration est identique a la démonstration du Lemme (3.2). O]

Comme résultat principal de cette partie, on a :

Proposition 3.1.

Soient Q) et 9 deuxr domaines bornés a bord lz’gschz’tzien dans une variété hermitienne complexe.
Posons 2 =y X §y et supposons que l'opérateur O est dimage fermée dans Li(Qj) ouj=1,2. Alors
0 est d’image fermée dans L2(S2).

Démonstration.

D’aprés le Lemme (3.1), si Papplication n(f) = [f] est surjective, alors le 9 est d’image fermée. En
d’autres termes, nous allons montrer que pour toute classe de cohomologie o dans H}2(€), il existe
une classe de forme harmonique h dans H3(Q2) telle que o = [h]. En fait, nous montrons qu’il existe
une telle forme h dans le produit tensoriel H;(Q1)QH;(Q2) C Hi(Q).
On prouvera également que :

H3(Q) = H3 () OH; (). (14)
En effet, soit f une forme différentielle O-fermée représentant la classe de cohomologie «, i.e. a = [f].
En utilisant la formule d’homotopie (13), on a alors

[=0(Sf) = (P®Py)f.
Ainsi la forme
(PLRP)f € Hi () HS ()

représente la méme classe de cohomologie que [f] i.e. [(PL®P,)f] = a.

Puis chaque classe de cohomologie dans H72(€2) peut étre représentée par une forme harmonique dans
H5(Q1)@H5(s). On obtient 1'égalité (14) du fait que 71 est injective. Cela montre que I'application 7
du Lemme (3.1) est surjective et donc I'image du d dans L2(Q) est fermée pour tous bidegrés.

La L? formule de Kunneth

12(Q) = Hi (1) ®H2 (D),
découle par conséquent de (14) et des isomorphismes
12() = H; ()
12(2) = H5(62)
12(Q) = H(Q).

Cela prouve la Proposition (3.1).
De la méme maniere, on peut étendre les résultats ci-dessus au produit de N domaines relativement
compacts de C". D’ou la preuve du Théoreme (0.1). O
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3.2 Régularité de lopérateur 0 dans I’espace L*-Sobolev Partiel

Dans cette partie, notre objectif est de donner quelques résultats concernant la régularité de la
solution canonique du 0 sur le produit de domaines relativement compacts.
Pour cela, on va utiliser les espaces de Sobolev partiels définis dans la partie (1.6) et Popérateur S
défini par la relation (9).

Définition 3.4 (Projection de Bergman).

Soit 2 C C" un domaine borné.
On appelle projection de Bergman sur 2 la projection orthogonale de L*(Q) sur le sous-espace fermé
des fonctions holomorphes de L*(12).

Lemme 3.6.

Pour 0 < p < n, la restriction de l'application S sur l'espace des (p, 1)-formes différentielles O-fermées
coincide avec la restriction de opérateur solution canonique O N sur le méme espace.

Démonstration.

D’apres la décomposition de Hodge pour les (p, ¢)-formes différentielles, on a

ker(Op,g) = img(Opg-1) ® Hpq(Q).
Si ¢ = 0, par la relation (14) il s’ensuit que :

ker(9p0) =Hpo(2)
= D Hjo()@Huo(Q2). (15)

j+k=p
Notons S, la restriction de 'application S sur I'espace des (p, 1)-formes différentielles O-fermées.
Montrons que I'image de S, est orthogonale & I'espace ker(d,). D’apres la relation (15), il suffit
de montrer que I'image de S, est orthogonale a toute forme du type g; ® g2, ol g1 et g2 sont des
formes harmoniques de degré (j,0) et (p — 7,0), ou 0 < j < p.
Soient f; et fo deux L? formes différentielles telles que f; ® f, soit de bidegré (p, 1).
Alors,

<S([i®f),1®g>=<Kifi® fo+0Pifi@Kofo, 1 @ g2 >
=< Kifi,01 >< fo, 90 >+ <01 Pif1,91 >< Kafs, 92 >
=0- < fo,92 >+ <01 Pifi,91 > -0
:()’

ou K et K5 sont des opérateurs solutions canoniques d’images orthogonales a toute forme harmonique.
Donc S, ; est orthogonal & ker(d,).

Si f est une (p, 1)-forme différentielle O-fermée et orthogonale a toute forme harmonique, il découle
de la formule d’homotopie (cf (13)) que 9(Sf) = f. Puisque Sf est orthogonale & toutes formes
différentielles qui est dans ker () et Popérateur solution canonique d° N est orthogonal & toute forme
différentielle qui est dans ker(9), alors Sf = 0 N f.

Pour terminer la preuve, il faut montrer que S s’annule sur l'espace des (p, 1)-formes harmoniques.
Dés lors, il suffit de le vérifier a 'aide d’'une forme harmonique du type f ® g, ou f et g sont aussi des

formes harmoniques. On a :

S(f®g)=Kif®@g+o1Pf ® Kyg
:O®g+0'1P1f®0
—0,
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puisque K et K3 sont des opérateurs solutions canoniques sur les domaines )y et (2.
Donc la restriction de 'opérateur ' coincide sur I'espace des (p, 1)-formes différentielles 0-fermées
avec la restriction de Popérateur solution canonique & N sur le méme espace. O

A présent, on peut faire la démonstration du Théoreme (0.2).

Démonstration du Théoréme (0.2).

Par le Lemme (3.6), 'opérateur S défini sur €2 coincide avec 'opérateur solution canonique sur les
(p, 1)-formes différentielles 0-fermées.
Donc il suffit de montrer que

S WE(Q) — WE(Q)

est borné.
D’apres le Théoreme (4.8) de [2], on a S est donné par la relation suivante :
N-1 R ~
S = Z Ty avec T = 7;,Q;QK;11®1;,
=0

pour un produit de N domaines, ou
@, est la projection harmonique sur le domaine U; = €y x...x;, (le produit des j premiers domaines),

7; est Papplication sur L2(U;) qui multiplie les formes de degré d par (—1)¢,
I; est I'application identité sur 2,49 x ... X Qy et

onaTyo=K®Iet Tyy1=Tn1Qn 10Kx.
On a:

Tn; :Tij®Kj+l®Ij
:’TjP1® Ce. ]%@Kj+l®lﬂj+2 T ®[QN’

ou P, est la projection harmonique sur €2, K, est 'opérateur solution canonique et I est ’application
identité sur L2(€,).

D’apres la régularité de 'opérateur O-Neumann, I'opérateur solution canonique du 0 noté K, et la
projection harmonique notée P, sont bornés dans Wk(Ql,) pour k > 0.

Donc le v-ieme facteur dans le produit tensoriel de Ty ; est une application linéaire bornée sur Wf(Qy)
Il s’en suit que Ty ; définit une application linéaire bornée du produit tensoriel W#(0,)® ... @WF(Qy)
sur lui méme, i.e ¢’est une application linéaire bornée de W¥(Q) sur lui méme. L’opérateur S étant la
somme des Ty ;, il est borné dans W¥(Q). Donc u = Sf =3 Nf € WF(Q) est la solution canonique
de I'équation Ou = f. O

Corollaire 3.1.

Pour j =1,...,N, soit ; un domaine borné pseudoconveze a bord lisse dans un espace euclidien
C"%. Pourn=mni+...+ny, soit Q=0 x ... x Qy CC" un produit de domaines. Si f € CJ%(2)
et O-fermée avec q # 0, alors il existe u € C° () telle que du = f.

pg—1
Démonstration.
D’apll;és lg corollaire de [5], il existe une solution u € W(kp’q_l)(Q) de I’équation u = f pour
tout £ > 0.

Considérons une suite de solutions uy € W(’;,qfl)(Q) de Péquation du = f pour tout k > 0.

Montrons que W7 (€2) N ker(0) est dense dans W, 1(£2) N ker(9) pour tout m > s > 0.
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Soit g, € Cfy,)(Q) une suite tel que g, — g dans W, ().
En utilisant le Théoreme de [5], pour ¢ suffisamment grand, la prOJectlon de Bergman avec
poids F; = Py, est borné dans W, (€2). Si dg = 0, on ag— Pg = 9,Ndg = 0. Posons

Pign = g, € W( (), dg,, = 0 donc g; — g dans W, () car P; est aussi borné dans W, ().
Donc Wy, (Q) Nker(d) est dense dans W, 1(€2) N ker(9) pour tout m > s > 0.
Puisque uy, — w1 est dans qu 1)(9) N ker(9), il existe une vy, € W(’;El_l)(Q) N ker(9) telle que

||uk — Uk+1 _vk+1||k S Q_k, k= 1,2

Posons @11 = Up1 + vgp1, alors @y € qu 1)(9) et Oly1 = f.
Donc il existe une suite 1y, € qu 1)(Q) tel que duy, = f et

g1 — x|l < 27%, k=1,2...
Posons :

00
Uso = U Z Upr1 — fbk, N e N.

Alors, us, est bien défini et est dans W(p -1 (€2) pour tout N.
D’aprés le lemme d’inclusion de Sobolev, on a u € Cfy, 1)(Q) et Ju = f. O

4 Etude du 0O sur le produit de boules unités

4.1 Image fermée du 0

Dans cette partie, 'objectif est d’étendre les résultats de Chakrabarti et Shaw vers les espaces L?
sur le produit de boules unités.
Harvey et Polking dans [ 1] ont construit des formules explicites pour 'opérateur de résolution K du
0 et pour la projection harmonique P dans la boule unité dans C par :

Kf(z)= [ KE€)ASE)

Pi(z) = [ PE2) A SG),

(2im) " [dEd(§ — 2)]"

(1= &2y est le noyau de Bergman et P(¢, 2)
— z n

ou K est donné par la formule K (¢, z2) =

est le noyau de projection.
De plus, nous avons la formule d’homotopie donnée par :

I - P=0K+ KO0,

ou I désigne I'application identité.

Nous allons nous limiter au cas de deux boules.

Soit 2 = By x By CC C" le produit de deux boules unités By CC C" et By CC C"? avec n = nq +nao.
Rappelons quelques notions algébriques sur les formes décomposables lisses sur €2.

Soient f € C°(B,) et g € C°(By), alors on a

INf©g)=01f @g+o1f ®dayg, (16)

ol 1, Oy et O représentent opérateur d sur By, B, et () respectivement, o; est 'application sur
C°(B1) qui est la multiplication par (—1)"" sur C%(By) et pour tout opérateur S de degré d sur

*

L (By) i.e deg(Sf) — deg(f) = d avec f une forme différentielle défini dans dom(S), on a
0'15 == (—].)dSO'l.
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De la relation (16), on a la formule de Leibnitz pour les formes décomposables lisses donnée par :
5:51@)[24—0'1@52 (17)

ou I, est 'opérateur identité sur Bs.
Soient K et Ky deux opérateurs de résolution canonique du 0 sur B; et B,, alors on peut définir un
opérateur

S OF(B1) ® CF(B2) — LE(B1) ® LY(By)

par la formule
S:K1®]2+0'1P1®K2 (18)

ou P; est la projection harmonique sur B;. Alors sur dom(9) C L?(f2), on a la formule de Leibnitz
suivante :

5:51(@]24—01@52 (19)

Plus loin, on peut étendre l'opérateur S & LP(£2) par la formule suivante :

S:K1®IQ+O'1P1®K2. (20)
Lemme 4.1.
La formule d’homotopie suivante B B
0S+ S0 =1— P®P, (21)
est valable sur dom(0) C LP ().
Démonstration.
La démonstration est identique & la démonstration du Lemme (3.2). O

Proposition 4.1.

Soit Q) = B; X BE C C" le produit de deux boules unités By C C™ et By C C™ avec n = ny + ns.
Alors l'image du O dans LP()) est fermée et on a la formule de Kunneth pour les LP-cohomologies i.e.

HEP(Q) = H*LP(BI>®HEP(BQ)' (22)

Par ailleurs, la projection harmonique satisfait
P =P ®P,. (23)

Démonstration.

D’aprés le Lemme (3.1), si Papplication n(f) = [f] est surjective, alors le d est d’image fermée. En
d’autres termes, nous allons montrer que pour toute classe de cohomologie o dans Hj,(€2), il existe
une forme harmonique h dans #;(§2) telle que a = [h]. En fait, nous montrons qu’il existe une telle
forme h dans le produit tensoriel 75(B1)&M(Bs) C Hii(€).

On prouvera également que :

H(Q) = H(B)QH(Bs). (24)

p

En effet, soit f une forme différentielle, O-fermée, représentant la classe de cohomologie de a, i.e.

a=[f].

En utilisant la formule d’homotopie (21), on a

f—0(8f) = (P&P)f.
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Ainsi, la forme

(PLRPy) f € Hi(B1)RH(Bs)

représente la méme classe de cohomologie que a, i.e. [(PL®@P;)f] =

Puis chaque classe de cohomologie dans Hj,(2) peut étre représentée par une forme harmonique
dans 5(B1)®HM;(Ba) C Hj»(€2). Cela montre que application 7 est surjective et donc I'image du &
dans L2(Q) est fermée pour tous degrés.

On obtient I’égalité (24) du fait que 7 est injective. La LP formule de Kunneth découle par conséquent
de (24) et des isomorphismes

1 (B1) = H,(By)
10 (B2) = H,(Ba)
H7,(Q) = H,

(€2).
A partir de (24), on retrouve directement 'identité (23).
Cela prouve la proposition (3.1).

De la méme maniere, on peut étendre les résultats ci-dessus au produit de N boules unités dans C".
D’ou la preuve du Théoreme (0.3). O

4.2 Régularité de 'opérateur 0 dans I’espace L’-Sobolev Partiel

Puisque la boule unité B; est strictement pseudoconvexe dans C"7, d’apres le Corollaire de
[3], Popérateur solution canonique d°N est borné de W*?(B;) vers W*+2#(B;) pour k > 0.
On peut a présent faire la démonstration du Théoreme (0.4).

Démonstration du théoréme (0.4).

Soit €2 = By x ... x By C C" le produit de boules unités B; C C", ou n = an et n; > 2 pour
j=1

tout j. B

D’apres le Théoreme(3.6), sur l'espace des (p, 1)-formes différentielles O-fermées, 'opérateur .S défini

sur 2 coincide avec 'opérateur solution canonique 9 N de équation du = f dans Q.

Il suffit alors de prouver que l'opérateur S est une application bornée de W"? (Q) vers Whtae (Q).

L’opérateur S sur €2 est donné par la relation suivante :
N—
Z v avec Ty = 7;Q;QK ;11 ®1;,

ol 7; est I'application sur L2(U;) qui multiplie les formes de degré d par (—1)% on Uj= DB X...xBj,
(le produit des j premiers boules),

(); est la projection harmonique sur Uj,

K est 'opérateur solution canonique du 9 dans U,
I; est I'application identité sur €215 x ... X Qpy et
onaTyo=K&®Iet Tyn1=Tn1Qn 10Kx.

Donc, le v-iéme facteur dans le produit tensoriel représentant Ty ; est une application linéaire
borné de W*?(B,) vers Whtap (B,). Alors Ti; définit un opérateur linéaire borné entre les produits
tensoriels

WEP(B)® ... QWP (By)
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et . .
WP (B)& ... oWl (By).
Cela signifie que c¢’est un opérateur linéaire borné de W*?(Q) dans Whtap ().
- o gt
L’opérateur S étant la somme des applications continues T, de WHFP(Q) vers W +2’p(Q), il est donc
. < pal
borné de WHP(Q) vers WE37(Q).
La continuité de la projection de Bergman sur les espaces de Sobolev partiel découle par conséquent
de celles des solutions canoniques et de la formule B = I — 8§ NO. O

Corollaire 4.1.

Soit Q= By X ... X By un donlaine de C" tel quen=mny+...+ny etn; > 2 pour chaque j. Alors
pour toute forme différentielle, O-fermée, f € C7(S2) qui est orthogonale a l'espace des (r, q)-formes

harmoniques, 0 <r <n,1 <q<n—1, il existe une forme u € ,‘?f;_l(ﬁ) telle que Ou = f.

Ce corollaire est un cas particulier du corollaire
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un article de Shaban Khidr intitulé 'L” Regularity
for 0 on Products of Unit Balls" publié¢ dans "Iran J Sci Technol trans Sci 43 : 929 — 935" en 2019.
Apres avoir défini les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, il a fallu dans un premier temps
définir la notion d’opérateur produit tensoriel noté A ® B qui vérifie un certain nombre de propriétés
(cf Théoreme (2.3)).

Ensuite, on a montré par le Théoréme (0.1) que img(9) est un sous espace fermé de L*(Q2), Q étant
le produit de domaines relativement compacts de C", et le Théoreme (0.2) déduit la régularité de la
solution canonique de I’équation Ou = f, ol f est une (p, 1)-forme différentielle, 9 fermée, définie sur
I’ espace de Sobolev partiel noté W¥(€).

Par la suite € est considéré comme produit de boules unités de C". En effet, le Théoreme (0.3) stipule
que img(d) C LP(Q) est un sous espace fermé. Pour toute (7, 1)-forme différentielle f, O-fermée, on a

montré dans le Théoréme (0.4) que la solution canonique de 'équation Ju = f gagne 5 en régularité.
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