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Chapitre 1

Introduction générale

Pour aider les décideurs politiques et économiques & la prise de décision, il est
important de disposer d’outils pratiques qui puissent bien représenter et expliquer
les problemes qui se posent & eux. La modélisation mathématique est I'un des outils
pratiques qui aident 4 mieux comprendre et a représenter beaucoup de phénomenes
complexes. Dans le domaine de I'épidémiologie, beaucoup de modéles mathématiques
ont été proposés pour comprendre et expliquer la dynamique d’évolution de certaines
maladies infectieuses [2, 3, 4, 1, 6]. A1 origine, les premiers modeles mathématiques
en épidémiologie ont été congus par des médecins, mais de nos jours les mathématiciens
integrent de plus en plus des équipes de recherche pluridisciplinaires pour développer
des modéles sur plusieurs pathologies telles que la fievre Ebola, le VIH, le cancer, les
hépatites, la tuberculose et le paludisme. L'intérét des modeles épidémiologiques
réside dans leur capacité & étudier des scénarii hypothétiques et a fournir aux
décideurs politiques des éléments permettant d’anticiper sur les conséquences de
I'incursion d’une épidémie et de mesurer I'impact des stratégies d’intervention pour
endiguer I'épidémie. Grace & la modélisation épidémiologique, les grandes campagnes
de vaccination sont actuellement planifiées. De cette facon, les gouvernements ont

réussi & quasiment éradiquer quelques maladies autrefois considérées comme in-
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contrdlables. Sans la modélisation, il est difficile de comprendre la dynamique d’une
épidémie, car le processus de transmission d’ un individu infecté vers un individu
susceptible est un processus non linéaire qui repose a la fois sur I'effectif des indivi-
dus sensibles et Peffectif des individus infectés. Mis & part les intéréts susmentionnés,
notons que la modélisation peut contribuer 4 améliorer la lutte contre les maladies :
par 1'analyse et 1'évaluation des différentes stratégies de lutte;

par la recherche des différentes stratégies 4 adopter dans diverses situations ( prépa-
ration des plans d’urgence) ;

par la recherche des ressources nécessaires pour les différentes stratégies de lutte
contre les éventuelles épidémies (planification des ressources) ;

par I'évaluation des risques, qui permet d’'identifier les domaines prioritaires, ¢’est-
a~dire associés a un risque potentiel maximal, et de mieux cibler les activités de
préparation et de surveillance;

par I'évaluation de Peflicacité des différentes stratégies de surveillance;

par la mise a disposition lors des épidémies d’un soutien tactique reposant sur l'ana-
lyse et la vérification des hypothéses en prenant certaines précautions.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons a la modélisation mathématique d’une
épidémie de peste porcine . La peste porcine est une maladie virale fortement conta-
gieuse des porcs domestiques et sauvages dont les conséquences socio-économiques
peuvent étre dévastatrices, surtout pour les économies rurales des pays du sud.
Malgré les efforts faits pour endiguer la peste porcine dans le monde, cette mala-
die est toujours présente dans beaucoup de pays d’Amérique du sud et centrale,
d’Afrique et du sud-Est de I'Asie. Quelques épidémies de peste porcine classique ont
été notées dans certains pays d'Europe entre 1996 et 2007 [11, 10]. Une épidémie
de peste porcine est trés difficile & contenir & cause du mode de contagion facile du
virus et de la capacité de ce dernier & voyager sur de longues distances. En effet,lors
d’une épidémie de peste porcine classique, la propagation du virus d'un porc infecté

vers un autre susceptible peut se produire par contact direct ou indirect [5]. Le
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contact direct suppose le contact effectif d’'un porc infecté et d'un porc susceptible
tandis que le contact indirect fait allusion au contact d'un porc susceptible avec un
objet ou un autre étre vivant contaminé (insectes, matériels ou les agents). Notre
objectif dans ce mémoire est de proposer un modele mathématique déterministe de
propagation du virus de la peste porcine lors d’une épidémie. Le modéle que nous
proposons sera écrit sous la forme de systéme d’équations différentielles ordinaires.
Le modele proposé nous permettra de simuler la diffusion potentielle de la peste
porcine classique dans une ferme. A travers 'analyse mathématique du modéle, il
nous sera possible de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour endi-
guer I'épidémie. Récemment, quelques modeles ont été développés pour simuler la
diffusion d’une épidémie de peste porcine dans des régions telles que la Belgique,
I’Allemagne, I’Australie et le Netherland [7, &].

Pour mener a bien notre travail, nous I'avons organisé de la maniére suivante.
Le chapitre 2 est consacré aux préliminaires dans lesquels nous faisons le rappel
de quelques définitions et propriétés sur les systémes d’équations différentielles or-
dinaires. Nous y présentons briévement aussi quelques modeles épidémiologiques
classiques.
Le chapitre 3 est consacré & la présentation et 4 'analyse mathématique d’'un modéle
de peste porcine.

Le quatriéme et dernier chapitre est réservé & la conclusion de notre travail.

Modélisation mathématique d'unc 8 Mémoire de Master prédsenté par Qusseynou SARR
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Systemes dynamiques

2.1.1 Systemes dynamiques a4 temps continu

Définition 2.1.1 On appelle systéme dynamique o temps continu sur un ensemble
D, une famille d’applications {¢,t € Ry} ou {¢:,t € R}, paramétrée soit par
Uensemble des réels positifs ou nuls soit par Uensemble R de tous les réels et vérifiant
les propriétés suivantes :
1. Chaque application ¢; est définie sur une partie Uy de D et a valeurs dans D ;
2. L'application ¢y définie sur D tout entier est une application identité sur D ;
3. Sotent t et s deur éléments de R, ou R qui paramétrent la famille d’applications
considérées.
Soit x € U,, alors ¢, est un élément de U, si et seulement si z est un élément de

U, + s et, lorsque c’est le cas, on a :

$u(¢s(1)) = Pr4a(z)

L’ensemble D est appelé espace des phases du systéeme dynamique.
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2.1.2 Systemes dynamiques autonomes

Soit K un ouvert de IR", considérons I'équation différentielle autonome définie

sur K par
&= X(z) (2.1)

On suppose que X : K ¢ R" — IR" est assez réguliére pour ne pas poser de
probléme quant a l'existence et l'unicité de la solution du probléeme de Cauchy
associé a 'équation (2.1).

Les états stationnaires du systéme ou points d’équilibres du systéme (2.1) sont des
points zg € K tels que X (zy) = 0. Pour chaque z € K, notons par X;(z) la solution

du systéme (2.1) satisfaisant Xo(z) = x. On suppose que X;(z) est continue en

(t,z).
Définition 2.1.2 On appelle trajectoire d’un point  de K l'application :
X, t— Xt(lL')

On appelle orbite d'un point z l'ensemble {X,(z),t € R}.
L’orbite d'un point z de K est dite périodique si z n'est pas un point d’équilibre et
s'il existe T € R, tel que X, 7(z) = Xi(x) pour tout t > 0. On dit alors que T est

la période de l'orbite périodique considérée.

Définition 2.1.3 Soit zg € K un point d’équilibre du systéme (2.1).On appelle bas-
sin d’attraction du point d’équilibre o € K, 'ensemble des éléments x € K tels que

pour tout t € Ry, Xi(x) soit défini et que

tl}?}@ Xi(x0) = wo.

On appelle bassin de répulsion du point zo € K, l'ensemble des éléments v € K

tels que pour tout t € R_, Xy(x) soit défini et que

Modélisation mathématique d'une 10 Mémoire de Master présenté par Ousseynou SARR
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tllglw Xi(20) = 0.

Définition 2.1.4 Supposons que le systéme (2.1) est tel que X est de classe C' et
que K est un ouvert de R". Supposons de plus que cette équation admet des solutions
quelque soit t < 0. Un sous ensemble D de K est dit absorbant suivant (2.1) si tout
sous ensemble borné Dy de K satisfait (t, D) C D pour tout temps t suffisamment
grand. De méme, D est dit absorbant lorsque pour toute condition initiale g, il existe

T > 0 tel que Xi(zp) € D pour tout t > T.

Définition 2.1.5 Un sous ensemble D de K est dit positivement (respectivement
négativement) invariant relativement a l'équation (2.1) si z(t,D) C D pour tout

t > 0 (respectivement t < 0). D est dit invariant si z(t,D) = D pour tout t.

Définition 2.1.6 Soit 9 € K un point d’équilibre du systéme (2.1). On dit que
zo est un point d’équilibre stable pour le systéme (2.1) ou que le systéme (2.1) est
stable en xy si pour tout € > 0, il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout
z(0) € K avec ||z(0) — zo|| < 4, la solution X;(x(0)) = x(t) est définie pour tout
t = 0 et satisfait ||z(t) — zo|| < € pour tout ¢ > 0.

Si de plus, il existe gy tel que 0 < g9 < € et
[[€(0) — @o|| < &= lim 2(t) = o,
T est dit asymptotiquement stable. Le systéme est instable lorsque xq n’est pas stable.

Nous allons présenter quelques résultats de stabilité des systémes linéaires au-
tonomes trés importants dans 'étude de la stabilité du modele que nous allons

présenter au chapitre suivant.

Modélisation mathématique d'une 11 Mémoire de Master présenté par Ousseynou SARR
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2.1.3 Stabilité des systémes linéaires autonomes
Définitions (stabilité des systémes linéaires)

Soit le systéme temps-invariable linéaire :

&= Az

2.2
p— (2.2)

la solution de cette équation est donnée par X;(z) = e**z. Par conséquent, les condi-
tions précédentes de stabilité peuvent étre exprimées en terme de valeurs propres de
la matrice A :

Le systéme (2.2)est asymptotiquement stable si et seulement s'il est globalement
asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont a
parties réelles négatives. (Dans ce cas, nous disons que A est un Hurwitz ou A est
une matrice stable).

Si la matrice A a an moins une valeur propre & partie réelle positive, alors le systéme
(2.2) est instable. Dans ce cas, A est une matrice instable .

Une matrice qui n’est ni stable ni instable est appelée matrice critique.Toutes les
valeurs propres d'une matrice critique sont & parties réelles non-positives et au moins
I'une d’entre elles est a partie réelle nulle (zéro). Les valeurs propres a parties réelles
nulles sont appelées valeurs propres critiques ou racines caractéristiques critiques.
Dans ce cas le systéme (2.2) peut étre marginalement stable (stable mais attractive)
si toutes les racines caractéristiques critiques sont les racines simples du polynome

minimal de A. Autrement dit, 1’équilibre est instable.

2.1.4 Stabilité par approximation linéaire :

z=X(z),z € (2.3)

Modélisation mathématique d’une 12 Mémoire de Master présenté par Ousseynou SARR
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Nous supposons que 0 € 2; X(0) = 0 et X est de classe C! .

Soit A la matrice jacobienne de X & I'origine. A = 2X(0)

Si A est Hurwitz, alors le systéme (2.3) est localement asymptotiquement stable.
Probléme : Aucune information sur la région d’attraction . Ce n’est pas une condition
nécessaire.

Si A a au moins une valeur propre a partie réelle positive, alors le systéme (2.3)
est instable. Si A est critique, alors la technique de linéarisation ne permet pas de

conclure au sujet des propriétés du systéme non-linéaire (2.3).

2.1.5 Fonctions de Lyapunov

La théorie de Lyapunov joue un role central dans 'étude théorique de la stabilisation
des systémes non linéaires. On introduit les définitions suivantes.

Soit U : K € R™ — IR une fonction continue.

Définition 2.1.7 - La fonction U est dite définie positive si U(xzp) = 0 e
U(z) > 0 dans un voisinage Ky de xo pour tout x # xo dans ce voisinage.
- La fonction U est dite définie négative si —U est définie positive.
- La fonction U est dite semi-définie positive si U(zo) = 0 et U(z) = 0 dans un

voisinage Ko de .

Définition 2.1.8 Une fonction V de classe C' définie positive dont la dérivée par
rapport au temps V est semi définie négative est appelée fonction de Lyapunov large
pour le systéme (2.1). Si de plus V est définie négative, alors V est une fonction de

Lyapunov stricte pour le systéme (2.1).

Théoréme 2.1.1 (de Lyapunov) - Si le systéme (2.1) admet une fonction de
Lyapunov large sur K, alors le point d’équilibre x, est stable.

- Si le systéme (2.1) admet une fonction de Lyapunov stricte sur K, alors le point
d’équilibre zo est asymptotiquement stable.

Modélisation mathématique d’une 13 Mémoire de Master présenté par Ousseynou SARR
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Ce théoréme nous dit que pour montrer qu’un point d’équilibre est stable, il suffit
de trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Pour utiliser ce théoréme original
de Lyapunov dans le but de prouver qu'un point d’équilibre est asymptotiquement
stable, nous devons trouver une fonction de Lyapunov stricte. Cette opération n’est
en général pas une exercice facile. la condition sur la dérivée peut étre allégée en

employant le principe d’invariance de LaSalle [1].

2.2 Exemple de modeles mathématiques en bio-

logie

Le modele proie-prédateur sans compétition

Le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra est un modéle qui s'intéresse deux
populations dont les effectifs au temps ¢ sont respectivement notés N(t) et P(t),
la seconde (les prédateurs) se nourrissant de la premiére (les proies). On fait les
hypothéses suivantes (inévitablement simplificatrices!) :

- les proies z(t) disposent de nourriture en quantité illimitée, seuls les prédateurs
P(t) s’opposent & leur croissance et en I'absence de prédateurs la population des
proies a une croissance exponentielle (modéle malthusien).

- le nombre de prédateurs est limité par la quantité de proies dont ils disposent pour
se nourrir et en l'absence de proies, la population des prédateurs a une décroissance
exponentielle (modéle malthusien}.

- le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est & la fois proportionnel &
N(t) et P(t) donc proportionnel au produit N (t)P(t).

- Le taux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dis
4 ces rencontres sont I'un et 'autre proportionnels au nombre de rencontres entre

les deux populations.

Modélisation mathématique d'une 14 Mémoire de Master présenté par Cusseynou SARR
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Sous ces hypothéses, le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra s’écrit :

N =aN —-bNP
(2.4)
P=—cP+ebNP

ol a > () est le taux de natalité naturel des proies, ¢ > 0 le taux de mortalité naturel
des prédateurs, b > 0 et e > 0 sont des coefficients d’interaction entre les deux
populations. Pour des raisons évidentes, on ne s'intéresse a ce systéme que pour des
valeurs de N et P positives.

Le modele (2.4) a deux équilibres : 'équilibre (0,0) nul biologiquement indésirable

parce que correspondant & la disparition des deux espéces et 1'équilibre (N*, P*) =

(& 5)

Proposition 2.2.1
L’équilibre non trivial (N*, P*) = (

Volterra est globalement stable.

é,%) du modéle proie-prédateur de Lotka-

Preuve 2.2.1

La linéarisation du systéme (2.1) autour du point (N*, P*) méne a :

Ay
La matrice A, a deuzx valeurs propres dont les parties réelles sont zéro, ainsi la
méthode de linéarisation ne fournit aucune information sur la stabilité du systéme
non linéaire (2.4). Dans cette situation, nous allons chercher a appliquer le théoréme
de stabilité Lyapunov.

Soit Q lintérieur du quart de cercle positif, c’est-a-dire,

Modélisation mathématique d'une 15 Mémoire de Master présenté par Ousseynou SARR
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Q=R>={(N,P)eR*: N >0,P > 0}.
Soit V' la fonction définie sur Q par :
eb b
V(N,P)=ebN —clog (—C_N) +bP — alog (EP) —{a+e)
Cette fonction est définie positive au point (N*, P*): V(N*, P*}=0et V(N,P) > 0
pour tout N #£ N* et P # P*. La fonction V est propre sur §).
En effet, on a :
V() = [0, +00)

lim V(N,P)=+c0
NPl —=+o0

lim V(N, P) = +
N—=0
lim V(N, P) = +o0
P—{

De plus, sa dérivée en fonction de temps notée V est nulle le long des trajectoires.
Par conséquent, par le théoréme de Lyapunov, U'éguilibre non trivial (N*, P*) est
stable. Puisque V' est propre sur §2, alors toutes les solutions sont bornées.

Lo fonection V' ci-dessus est connue sous le nom de fonction écologique de Lyapunov.

Modeéle proie-prédateur avec compétition

Dans le modeéle proie-prédateur précédent, on fait maintenant ’hypothése qu’il y
a une compétition entre les espéces. Nous obtenons le modele avec compétition

suivant : .
N =aN —bNP — fN?
(2.5)
P =—cP+ebNP - gP?
f et g sont respectivement les paramétres d'interaction entre les proies et prédateurs.

be abe —
L’équilibre non trivial du systéme (2.5) est : (N*, P*) = (;}‘Z i f(;’ Sb26+ ;J;) Cet

équilibre appartient & Q si et seulement si abe — ¢f > 0. On suppose que cette

hypothése est vérifiée
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Proposition 2.2.2
bc  abe —
L’équilibre non trivial (N*, P*) = (;gifg? sze+ ;;

(2.5) est globalement et asymtotiquement stable.

) du modéle proie-prédateur

Preuve 2.2.2
Soit la fonction V' définie par :

N o
)+ P

V(N,P) = eN'(% — log( - log(g)) —eN* — P*.

La fonction V est positive sur Q, V(N*, P*) = 0 et V est une fonction propre sur

Q. Sa dérivée en fonction du temps le long des solutions du systéme (2.5) vérifie :

aN —bNP — fN? ) (%

V(N’P)=((—CP+ebNP-gP2 g_g)>=‘ef(N‘N*)2“9(P‘P*)2-

V(N, P) < 0 pour tout (N, P) € Q\{(N*, P*)} et V(N, P) =0.
Ainsi, par la version du théoréme de Lyapunov, nous concluons que Uéquilibre non

trivial (N*, P*) est globalement asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Modélisation d’une épidémie de

peste porcine classique

3.1 Formulation mathématique du modele

On considére F; et Fy deux fermes séparées par une distance d et ot sévit une
épidémie de peste porcine. Soit N la population totale dans les fermes F} et Fy.
Soient les notations suivantes :

Sy et S; sont respectivement les nombres de susceptibles dans les fermes F et Fy;
I, et I, sont respectivement les nombres d'infectés dans les fermes Fi et F5;

B1 et B sont respectivement les taux d’infections des susceptibles par les infectés
dans les fermes F| et Fy;

71 est la probabilité de transport des susceptibles de la ferme F} vers la ferme F3;
75 est la probabilité de transport des susceptibles de la ferme F5 vers la ferme F};
Py et P, sont respectivement les probabilités d’infections par "local spread” & partir
des fermes Fj et Fy;

oy :Taux de mortalité naturel + taux de mortalité due aux abattoirs dans la ferme

Fy;
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¥s :Taux de mortalité naturel + taux de mortalité due aux abattoirs dans la ferme
F.
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CLASSIQUE

Diagramme des flux

Abattoirs+
mortalité na

a partir defla ferme 2

Abattoirs + «——

mortalité naturel

Modélisation mathématique d'une

épidémic dc peste porcine classique

= | = [s]

Fermel

Py=Probabilité d’infection
par "local kpread" a
partir de 14 ferme 1

=L | ——[5; |

7

Ferme 2
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CHAPITRE 3. MODELISATION D'UNE EPIDEMIE DE PESTE PORCINE
CLASSIQUE

On suppose que N = 51+ .5, + 11 + I5. C'est-a-dire que la population totale dans
les deux fermes est constante car les porcs qui meurent sont remplacés par des pores

sains venant dans d’autres fermes.
Remarque 3.1.1 P, et P, dépendent de la distance entre les fermes Fy et Fs.

Suivant les notations et suppositions précédentes, I’évolution au cours du temps de
51, I;, S; et I, représentant respectivement les susceptibles dans la ferme Fj, les
infectés dans la ferme Fy, les susceptibles dans la ferme F; et les infectés dans la
ferme F5 est décrit par le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant :

a
51 = ah - 5154 — %5112 — 1151 + TaS2

Sy = aply — BoSoly — RS+ 1Sy — 725

jl = 6151.[1 + %5112 - 05111 - T1I1 + TQIQ

L = BShL+ %’5211 —oaoly + Iy — 1212

.

3.2 Analyse mathématique du modele

3.2.1 Les points d’équilibre du modele

Nous nous intéressons dans ce paragraphe & 1'étude des points d’équilibre du
modéle (3.1). Afin de simplifier les calculs, nous allons chercher & simplifier le systéme
en diminuant le nombre de paramétres. Pour cela, on divise les équations du modéle

(3.1) par N. On obtient alors le nouveau systéme :
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CLASSIQUE
4 N
S a S54hL_pSh_ .8 S
¥ = o5 —ANFF - PFE —ng+nR
52— a2 _ ShLh_pSih S _ .5
¥ =mF - LNZR - PAZF+nF —F
J (3.2)
L _ sin SL_,,L_ L Iy
¥ =ANSR T RFE -y — 1§+ nE
L _ S S _ 4.k L _ . I
| ¥ =0NJF+ AFF -+ 1y —nF
Posons :
S Sy L . L
F=S1;W=82;31N=ﬁ1 et N=?1;ﬁ:2;[32N=52

On obtient le systéme équivalent :

a1ty — B18181 — Pasiia — Ti81 + Tas

$1

$2 oty — Basata — P1Sat1 + 7181 — T282
%1 Blslil + Pgslig - 0112'1 - T}il + Tgig
%2 6282i2 + P182?:1 — Qr9tg + 7111 — Tala

Soit (s, 83,11, ¢2) un point d'équilibre du systéme : (3.3). Alors on a :

(E4) -

ayiy — Bisiiy — Pasiia — 81+ 182 = 0 (1)
Qgiy — Basaia — Pissiy + 1181 —Tase = 0 (2)
Bis1ir + Pasyiy — iy — iy + iy = 0 (3)
Basota + Pisaty —anip + 1ty — ot = 0 (4)
on obtient :

En remplacant 'équation (1) du systéme (&) par (1)+(3)

iy — B18191 — Pasyia — 1181 + Tasa + i1t + Pasiia — audy — Tty + Tatp = 0,

Modédlisation mathématique d'une 22
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alors on a : —71(s1 +41) + m2(8 +ia) =0 (%)

En remplagant 1'équation (2) du systéme (E)) par (2)+(4) on obtient :

ing — 5282?:2 — P182i1 + 7181 — Tée + 6282i2 + P182i1 — O:gig -+ T1’i1 - Tg'l:g = 0,

alorson a: 7y(s)+41) —Te(sa+i2) =0 (3x)

D’apres (*) et (»+), on a le systéme réduit :

—Ti(s1+ i) + T2 +dg) = 0
(E2) 1§ Bisiin + Pasiiz — ondy — 161 + Taiz
Basaty + Pisaty — qpla + T1iy - Tala =
Puisque S; + S2 + I1 + [, = N, alors s; + 82 + 141 + 82 = 1,
donciy =1— 83 —ia — 5

d’ot le systéme (E5) devient

—T1(]. — &g - ’32) —+ ‘Tg(Sg + 22) =
(E3) : (G181 — a1 — )iy + Pasyia + Toia =

Basoie + (P1s2 + T)i1 — Quip — Tala =

Dans le but de simplifier d’avantage les calculs, on suppose que

M=T2=7

h=p0=78
Q] = oy = &
P1 == P2 == .P
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(Cette hypothese n'est pas réaliste,il sert juste a simplifier les calcules). Alors (E3)
devient :
$3 +10 = l (5)
2

(E4) (BSl—Ot—T)(l—Sl"SQ—“E‘.Q)‘FPSlig‘l"TZ-Q = 0 (6)
(P82+T)(1—81—Sg—i2)+582i2+ai2—Ti2 = () (7)

Divisons les lignes (6) et (7) par 7 on a :

f 39+ _ 1
2 2—2
P
(Eq)ié (&—3—1)(1—81—Sg—ig)+—slig+i2 = 0
T T T
Ps . . Q. .
(“—2+1)(1"81_32"22)+§S222+“’62“22 = 0
\ T T T
Posons :
6T:§;QT=9';PT=“
T T T

On obtient le systéme suivant :

89 + ig = % (8)
(E5) : (Brst —ar —1)(1 — 81 — 83— i) + Prsyig+ia = 0 (9)
(P.,-SQ + 1)(1 — 81 ~— 89 — 32) +- 61-82'1.2 + afig - ig = 0 (10)

En admettant la condition —2a+ 54+ P > 0, le systéme (EF5) admet deux solutions

positives :
. 11
(s1,82,i2) = (5,—,0)
( ) ( o a 1-2a+5+P )
s ,3 s?' = Pl ey .
b2 B+P BArP'2 A+P
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CHAPITRE 3. MODELISATION D’UNE EPIDEMIE DE PESTE PORCINE
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On en déduit que le systeme (E3) admet deux solutions positives qui correspondent

aux points d’équilibres positifs du modele (3.3). Ces points d’équilibre sont :

11

2’27
a a 1-2a+8+P 1-2a+8+P

B+P 3+P2 pB+P 2 pB+P

(‘9138271:172'2) = ( 0’ O)

)

(8153212.153-2) = (

3.2.2 Stabilité du modele

Nous nous intéressons dans cette partie a 'étude de la stabilité du modele (3.3)

autour des points d’équilibres positifs. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.2.1

1) L'équilibre sans maladie (%, %,0,0) du modéle (3.3) est instable.
o a 1-20+8+P 1-20+84+P

B+P B+P'2 B+P 2 B+P

i) L équilibre endémique ( ) est stable.

Preuve 3.2.1

Soit F la fonction telle que le modéle (3.3) s’écrit sous la forme condensée :

81 51
il il
=F
82 52
12 12

Soient Jy et Ji les matrices jacobiennes respectives de F oux points d’équilibre

(1 100) et( a o 1—2cx+ﬁ+P1—2a+ﬁ+P)

2°2 7 B+P B+P'2 pB+P 2 pB+P '

Alors on a :
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('—T T o:—E —E \
2 2
T =T —E o — =
2
Jo =
0 0 é—a—‘r =+
2
B
\ 0 0 §+T E—CY'-‘T)
et
( o8 p
— 86 — ph — _
o= i "BV P B+ P
—pa o
T -0 —pf — T s
po—p B+p B+p
J1:
af3 o
e+ pb 0 I + T
po+p 8+p 8+p
po o
0 g+ pb — 47T ——a-T
\ AR T B+ )
avec
9_1—2a+{3+p
2 B+p

Soient A1, Ao, Az, Ay les valeurs propres de la matrice Jy et As, Xg, A7, Ag les valeurs

Moddlisation mathématigue d'une
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CLASSIQUE
propres de la matrice J;. On a :
(4 =0
/\2 = =27
4
A3 = —2a+B+P
| M = 2a+p—-47r—-P
et
X = 0
)\5 = 27
4
A = —pf—pb
o S, _ %0+ 28pf + p*0 + 2ap + 287 + 2pr
= B+p
La matrice jacobienne Jy admet une valeur propre \3 = —2a + 3 + P positive, alors

le point d’équilibre sans maladie du modéle (3.3) est instable.
La matrice jacobienne J, a toutes ses valeurs propres qui sont négatives, alors le

point d’équilibre endémique du modéle (3.3) est localement stable.

3.3 Simulations numériques

Sur cette partie, nous simulons les trajectoires des susceptibles et des infectés
dans les fermes F; et F, pour des conditions initiales assez proches de 1'équilibre

endémique. On remarque que les trajectoires restent bornées lorsque la condition
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initiale est prise assez proche de I'équilibre endémique. Nous avons écrit le code des

simulations avec SCILAB, il est inséré & la page qui viens juste aprés les simulations.
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FIGURE 3.2 — Trajectoires autour de 1'équilibre endémique des susceptibles dans la

ferme 1

&

0.05 T T T T T
o H 10 1s 20

T
35 50

FIGURE 3.3 — Trajectoires autour de 1'équilibre endémique des susceptibles dans la

ferme 2
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FIGURE 3.4 - Trajectoires autour de 'équilibre endémique des infectés dans la ferme
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FIGURE 3.5 — Trajectoires autour de I’équilibre endémique des infectés dans la ferme

2
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Chapitre 4
Conclusion

Nous avons commenceé ce travail par un premier chapitre qui porte sur le rappel
des outils mathématiques que nous avons utilisés tout au long de notre travail. 1l
s'agit principalement de quelques notions sur les matrices, sur les systémes dyna-
miques et sur la stabilité des points d’équilibre d’un systéme dynamique. Toujours
dans ce premier chapitre, nous avons aussi fait le rappel sur la description et 'analyse
mathématiques de quelques modeles épidémiologiques trés souvent utilisés dans la
littérature. L’objectif de ce mémoire étant de s’inspirer de ces exemples de modéles
épidémiologiques pour proposer un modele épidémiologique mathématique qui décrit
I’évolution dans le temps d’une épidémie de peste porcine dans une ferme.

Le deuxieéme chapitre de ce mémoire constitue la partie principale de notre tra-
vail. Dans ce chapitre, nous avons considéré deux fermes F] et F, séparées par une
distance d et on sévit une épidémie de peste porcine. Sous certaines hypothéses,
nous avons proposé un modele épidémiologique mathématique qui permet de suivre
I'évolution de I’épidémie de la peste dans les fermes F; et F,. Aprés avoir élaboré le
modele, nous avons fait une analyse mathématique du modéle en étudiant la stabilité
du systéme dynamique représentant le modeéle autour de ces points d’équilibre. Nous

avons par la suite proposé des simulations numériques pour illustrer les résultats ob-
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tenus dans le cadre de 'analyse mathématique du modele.

En perspective de ce travail, nous envisageons d’améliorer le modeéle en tenant
compte de l'effet des mesures de controle autre que I'abattage des pores infectés. 11
s’agira pour nous de voir en l'absence de traitement quelles mesures de contrdle il
faudra inclure dans le modele afin que les infectés diminuent ou disparaissent dans

un horizon de temps.
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