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Resumé

Dans ce travail, nous formulons un modéle épidémiologique pour étudier la
propagation de la brucellose dans un pays. Ce modéle inclut I'effet de différentes
stratégies de controle, telles que : les campagnes de vaccination , les campagnes
de sensibilisation et les campagnes de désinfection. En utilisant la théorie du
controle optimal, nous déterminons une stratégie de controle qui vise a réduire
le nombre d’individus infectés, en fonction de certaines restrictions opérationnelles
(par exemple, économiques, logistiques, etc). De plus, nous étudions l’existence et
I'unicité du controle optimal. En fin, nous illustrons I'intérét des résultats obtenus
par des simulations numeériques.
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Introduction

La modélisation est d’abord descriptive et explicative : elle permet de reproduire
aussi fidélement que possible les informations connues, passées ou présentes, donc
de mieux connaitre les facteurs gouvernants le développement de ’épidémie. Elle
est un outil capital dans l’analyse de la propagation et le controle de certaines
épidémies. Elle acquiert de ce fait une capacité prédictive, et devient donc un ins-
trument de la prise de décision. Cela peut servir plusieurs objectifs :

- Evaluation de I'incidence réelle de 'épidémie dans la population, ce qui permet
de mieux estimer le niveau d’immunisation de la population, si ’on connait le taux
d’immunité sur des échantillons de population ;

- Appréciation des besoins en matiére d’hospitalisation & court et moyen termes,
pour mieux préparer I’afflux de patients a 'hopital ;

- Prévision a court terme des besoins en ressources hospitaliéres pour adapter les
mesures telles que le confinement, la fermeture des commerces, etc. ;

- Estimation, a priori, et évaluation, a posteriori, de l'intérét des différentes me-
sures dans la limitation de la propagation de I’épidémie. [1]

L’épidémiologie est I’étude des rapports entre les maladies et les facteurs suscep-
tibles d’exercer une influence sur leur fréquence, leur distribution, leur propagation.
C’est une science ancienne, qui s’est singuliérement développée avec les grandes
épidémies telles que la grippe espagnole et tout récemment la covid19 et la ma-
ladie & virus Ebola. La compréhension de la maniére dont se propage une mala-
die est cruciale pour espérer la controler. C’est pourquoi que plusieurs modéles
mathématiques ont été proposés dans le passé pour I’étude de certaines épidé-
mies(VIH,Choléra, covid19...). La paternité de ces modéles revient au médecin Sir
Ronald Ross (Prix Nobel en physiologie 1902)[36] qui a présenté le premier mo-
déle sur le paludisme. W.O. Kermack et A.G. McKendrick [24] ont appliqué les
idées de Ronald Ross pour étudier la dynamique de la transmission des maladies
infectieuses humaines. Plus précisément, [<ermack et Mckendrick ont appliqué les
idées de Ross pour les maladies dont la dynamique de transmission dépend de
la fréquence et de I'intensité des interactions entre individus susceptibles (sains)
et individus infectés et infectieux. Depuis lors, la modélisation mathématique est
devenue un outil incontournable dans 1’analyse de la dynamique des maladies in-



fectieuses.

En santé animale, généralement la pathologie résulte d’'une interaction entre le pa-
rasite responsable de la maladie, 'hote animale et des facteurs environnementaux.
C’est le cas de la brucellose. La brucellose est une maladie animale que I’on retrouve
un peu partout a travers le monde voir figure . Elle affecte de nombreuses es-
péces animales et est transmissible & I’homme. On s’intéresse spécifiquement dans
ce travail a la brucellose chez les ovins.

(Bedr” et al..|2]) ont proposé un modéle de brucellose ovine intégrant une transmis-
sion directe et une transmission indirecte. La transmission est dite directe lorsque
qu’un susceptible attrape la maladie par contact avec un élément infecté et elle est
dite indirecte lorsque l'infection est liée a la présence d’objets infectés dans 'envi-
ronnement. La particularité de leur modéle par rapport aux modéles de brucellose
existants est la prise en compte de la transmission verticale et la contamination de
I'environnement par les objets infectés. Pour controler I'épidémie (Bedr et al.,)[2]
procédent a des abattages des individus infectés. Cette facon de faire n’est pas ren-
table du point de vue économique. En effet, partant du modéle proposé par (Bedr’
et al..)[2], nous proposons un nouveau modéle dans lequel nous introduisons un
paramétre de vaccination, un paramétre sur la sensibilisation des éleveurs et un
paramétre sur la désinfection.

L’objectif de ce mémoire sera justement de proposer d’autres stratégies de lutte
contre la brucellose ovine. Nous allons introduire ces controles dans le modéle de
(Bedr’ et al.,)[2] et nous utiliserons les outils de la théorie du contrdle pour mini-
miser le nombre d’infecté. Notre approche sera basée sur le principe du minimum
de Pontryagin.

La suite du document est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux rappels d’outils mathématiques avec une
premiére partie oil on établira quelques résultats sur les EDOs et une deuxiéme
partie ot on élabora des rappels sur des notions importantes en théorie du controle
optimal utile & I’étude du modéle de controle de la brucellose proposé. L’objectif
de ces rappels est de se familiariser avec les notions de base des EDOs et de la
théorie du controle qui seront utilisées tout au long de ce chapitre.

Dans le second chapitre, nous reprenons ’analyse mathématique du modéle déja
établi. Cette analyse sera précédée d’une bréve description de I’épidémiologie de la
brucellose ovine. L’analyse du modéle consistera a déterminer les états d’équilibre
du modéle, a calculer le taux de reproduction de base Ry du modéle et a étudier
la stabilité des états d’équilibre du modéle.

Dans le troisiéme chapitre nous nous intéressons a I’é¢tude du nouveau systéme de
controle en intégrant la vaccination (c1), la désinfection de environnement (c5)
et leffet de sensibilisation (c¢3). L’étude consistera a déterminer Uexistence, 'uni-
cité et la caractérisation des controles optimaux qui permettent de minimiser le



nombre d’infecté. Ainsi nous allons proposer des simulations numériques du mo-
déle sans controle et du modéle contdlé afin de mesurer 'impact des controles que
nous avons ajoutés au modele de (Bedr” et al.,).|2]

Nous présenterons une conclusion dans laquelle nous faisons la synthése de notre
travail.
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FiIGURE 1 — Répartition géographique de la brucellose animale dans le monde
Source : Organisation Mondiale de la Santé Animale 2009
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Chapitre 1

Rappels d’outils mathématiques

1.1 Quelques résultats sur les EDOs

Considérons I un intervalle d’intérieur non vide de R, {2 un ouvert de R*, n > 1
et x une fonction d’une variable réelle a valeur dans R™ dérivable, on note & sa
dérivée.

Définition 1.1.1 (Equation différentielle)
Soit f: I xQ — R™ une fonction. On appelle équation diffénentielle du premier
ordre associée a [ ’équation suivante :

i(t) = f(t,2 (1)) (1.1)

L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et [’équation
traduit une relation entre l'inconnue (notée ici x), sa variable (notée ici t) et sa
dérivée premiere (&). Si la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable t,
c’est- a-dire si [ est définie sur Q0 a valeurs dans R™ on parle d’équation différen-
tielle autonome. Dans le cas contraire on dit que c’est une équation non autonome.

Définition 1.1.2 (solution locale)

Une solution de ’équation différentielle (1.1)) est la donnée d’un couple (J,x) ot J
est un intervalle d’intérieur non vide de R contenu dans I et z est une fonction de
J a valeur dans R™ dérivable sur J et vérifiant les conditions suivantes :

i) (t,z(t)) € I x Q, pour toutt € J;

i) #(t) = f(t,x(t)), pour tout t € J.

On parle aussi de solution locale.

Définition 1.1.3 (prolongement de solution)
Soient (J1,x1) et (Jo,xa) deux solutions de (1.1). On dit que (Jo,x2) prolonge
(J1,21) st Jy C Jo et pour tout t € Jy, x1(t) = x(t).

11



Définition 1.1.4 (solution maximale)
On dit qu’une solution (J,x) est mazimale si elle n’admet aucun prolongement
(J’,x’) avec J inclus strictement dans J .

Définition 1.1.5 (solution globale)
Une solution globale de (1.1)) est une solution définie sur I tout entier, i.e. (I,x)
est une solution globale de & = f(t,z) ou f: 1 x Q — R™.

Remarque 1.1.6
Il existe un lien entre les deux définitions précédentes. En effet, si (I,x) est une
solution globale de , alors c’est une solution mazximale. La réciproque étant
fausse en général.

Définition 1.1.7 (probléme de Cauchy)
FEtant donné un point (tg,zo) € I X ), le probléme de Cauchy consiste a trouver
une solution (J,z) de (1.1). On appelle probleme de Cauchy le systéme :

a'(t) = f(t.z(1))
(1.2)

xXr (tg) = X9

formé d’une équation différentielle et de la donnée d’une condition initiale.

1.1.1 Existence de solutions

Théoréme 1.1.8 (Cauchy-Peano-Arzéla) [22/

Soit (to,zo) € I X Q et supposons f: I x Q — R™ continue en (ty, o). Alors il
existe une solution du probléme de Cauchy associée a l'équation différentielle ((1.1))
relative o la condition initiale (to, zo).

Théoréme 1.1.9 [22]

Soient Q0 un ouvert de R™ et f : I x Q@ — R" localement lipschitzienne. On
considére 'équation différentielle . Pour tout point (to,z9) € R x Q, il existe
une unique solution locale x : I — Q vérifiant x(tg) = xo et ©(t) = f(t,x(t)) pour
tout t € I, ou I est un intervalle ouvert contenant ty.

1.1.2 Notion de flot

Définition 1.1.10 (flot) [
Un flot sur R™ est une application continue

6:R x R" —s R"
(t,CU) — ¢(t,$) = ¢t(x)

12



vérifiant
B ¢0 = Zan ;‘
- ¢1 0 s = Prys pourt,s € R

Définition 1.1.11 (flot associé & une EDO) [j]
On appelle flot de 'équation différentielle (1.1)) et a un instant to, Uapplication
¢:RxR* — R
(t, 20) > ¢¢(x0) = 2(t, 20, 0)

ol ¢(o) vérifie I'équation suivante :

Loy (20) = f (¢ (20))
(1.3)

(bto = g

Remarque 1.1.12

Dans le cas des systémes autonomes, le temps n’a pas de role intrinséque, on pourra
se limiter aux données initiales en t = 0. Pour un point x € 2, notons ¢(.,z) la
solution maximale (J,x) de l’équation valant z ent = 0. Autrement dit, ¢(., x)
est la solution du systéme :

% (t,I) = f(¢(t7x))
6(0,2) =z

Définition 1.1.13 (Orbite) [i/
Soit (J,x) une solution de (1.1). Uorbite de la solution (J,z) est définie par :

{at), t e J}.

(1.4)

1.1.3 Ensemble invariant et notion de stabilité

Définition 1.1.14

On dit qu’un ensemble M est invariant pour le systéme , st pour tout vy € M
on a ¢i(xg) € M pour tout t € R, ot ¢, est le flot associé au systéme.

M est positivement invariant (respectivement négativement invariant) si ¢(x) € M
pour tout t € Ry (respectivement, t € R_) et pour tout x € M.

Définition 1.1.15 (point d’équilibre)
Un point x. € Q est dit point d’équilibre pour le systéme (1.1)) si f(x.) = 0.

13



Définition 1.1.16 (Attractivité locale) [79/
Un point x. est dit localement attractif (ou que le systeme (1.1)) est attractif en x.)
s’il existe un voisinage U C § de x. tel que :

li =

A f ) =

pour tout x € U. x, est localement attractif signifie que x. attire les trajectoires du
systeme dans son voisinage.

Définition 1.1.17 (Attractivité globale) [19/
Soit B ’ensemble des points x € ) pour lesquels

lim f(t,z) = z.

t——+o0

- B est appelé bassin d’attraction de x..

- Un équilibre est globalement attractif si B = €.

xe est globalement attractif signifie que x. attire les trajectoires issues de tous les
points situés sur [’ensemble de définition Q du systéme.

Définition 1.1.18 (stabilité d’un point d’équilibre)

Soit x. € Q un point d’équilibre du systéme . On dit que x. est un point
d’équilibre stable du systéme ou que le systeme (1.1)) est stable en x. si pour
tout € positif, il existe un nombre réel positif & tel que pour tout x € ) avec
|2(0) — x|]| <9, ona

[ (2(0)) — z.|| <e.

Remarque 1.1.19

Si le systéme n’est pas stable en x., on dit qu’il est instable en x.. Un point est
donc stable si toutes les solutions qui lui sont proches au départ restent proches de
ce point pour tout temps futur. Sinon ce point est instable.

Définition 1.1.20 (Stabilité asymptotique)

- x. est dit asymptotiquement stable s’il est stable et attractif (localement).

- x. est un point globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement
attractif.

Remarque 1.1.21
L’attractivité n’implique pas la stabilité. Cependant, la notion d’attractivité reste
vrate pour les systémes linéaires © = Ax.

14



Définition 1.1.22 (Arnold, 1974) [/
Soit un systeme autonome @ = f(x), f de classe C* et x. un point d’équilibre, on
appelle systéme linéarisé en x. le systéme lineaire.

t=Df(z.)x,

ot Df (z.) est la dérivée de f en x..

1.1.4 Notion sur les matrices

Définition 1.1.23 (Rayon spectral)
Soit A une matrice carrée. On appelle spectre de A, ’ensemble des valeurs propres
de A noté o(A). On appelle rayon spectral, le nombre réel p(A) défini par

p(A) = maxico(ay A

Remarque 1.1.24
On dit qu’une matrice A est stable si ses valeurs propres ont des parties réelles
strictement négatives. On dit aussi que la matrice est de Hurwitz.

Définition 1.1.25
On appelle matrice coopérative ou matrice de Metzler, toute matrice A = (a;;) €
M, (R) dont tous les coefficients extra-diagonauz sont positifs. C’est-a-dire

aij > 0,Vi #j

Théoréme 1.1.26 [32]
Soit A une matrice positive, alors le rayon spectral p(A) est une valeur propre de
A et il existe un vecteur propre qui lui est associé.

Théoréme 1.1.27 [37]

Si A est une matrice de Metzler, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) La matrice de Metzler A est asymptotiquement stable.

ii) La matrice de Metzler A est inversible et —A™1 > 0.

iii) 1l existe ¢ > 0 tel que Ac < 0.

iv) 1l existe ¢ > 0 tel que Ac < 0

v) Sic> 0, alors 'équation Az + ¢ = 0 admet une solution x > 0.

Définition 1.1.28
Soit A une matrice de Metzler inversible. On appelle décomposition régquliére de A,
toute décomposition de la forme

A=F+V

15



ot FF' >0 et V est une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

Théoréme 1.1.29 [32]

Soit une matrice de Metzler inversible A. Pour toute décomposition réguliére de A
de la forme A = F + V| les deuz assertions suivantes sont équivalentes.

i) A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

i) p(—FV-1)<1.

1.1.5 Systémes monotones
1.1.5.1 Notations et définitions

Définition 1.1.30 (Hirsch, 1984) [20/
Un espace ordonné est constitué d’un espace topologique X et d’une relation d’ordre
(partielle) R C X x X qui est un sous espace fermé. On note :

r<ysi(x,y) €ER
r<ysiz<yetxr#y
<<y si(r,y) € Int(R)
ou Int(R) signifie lintérieur de ’ensemble R.

Définition 1.1.31 (Hirsch, 1984) [20/
Un espace ordonné X est dit fortement ordonné s’il vérifie les deux propriétés sui-
vantes :

— St U C X est un ouvert et x € U, alors il existe a,b € U tels que :
a<KLr<Lb
— 51U C X est un ouvert, alors il existe a,b € U tels que a < b :
dxeUtedlquea<<ar Kb

Définition 1.1.32 (Hirsch and Smith, 2006) [21)
Une fonction f: R" — R"™ est dit monotone si :

(z,y) e Rx Rz <y= f(z) < f(y)
Strictement monotone si :

r<y= f(z) < f(y)
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fortement monotone si :
r<y= flr) < f(y)

antimonotone st :
v <y= f(z) > f(y)

strictement antimonotone si :

r<y= f(z) > f(y)

Définition 1.1.33 (Fonda et al., 2005) [16]
Soit un systéme dynamique (ou un champs de vecteurs) défini sur un espace or-
donné dont le flot associé est ¢y 1 x — Py(T)
Ce systeme (ou champs de vecteur) est dit monotone si ¢, est monotone quelque
soitt >0, i.e.
VE> 0,2 <y — du(x) < dily)

fortement monotone si ¢; est fortement monotone, i.e.

VE> 0,0 <y — ¢i(x) < d(y)

1.1.5.2 Caractérisation des systémes monotones

Théoréme 1.1.34 (Brauer et al., 2008) [9/

Soit un champ de vecteur X de classe C* sur un ensemble ouvert conveze ) = R".
On considere l'ordre associé a l'orthant positif R7,. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Le champ X est monotone.

2. Le champ est tel que pour x € R", la jacobienne DX (x) associée est une
matrice de Metzler.

Corollaire 1.1.35
Un champ monotone dont l'origine 0 est un point fize laisse invariant l'orthant
positif et son intérieur.

Proposition 1.1.36 [Smith, 2008][39]

On considere un systéme monotone dans R™ z' = f(x) ou f est de classe C.
Soit a < b tels que f(a) > 0 et f(b) <0, alors [a,b] est positivement invariant.
Les trajectoires issues de a et b sont convergentes. Si de plus il existe un unique
équilibre p € [a, b] alors p est globalement asymptotiquement stable sur |a, b].
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1.1.5.3 Systémes linéaires monotones et théorie des graphes

Les systéemes linéaires monotones sont caractérisés par leur propriété d’inva-
riance.

Définition 1.1.37 (Berman and Plemmons, 1994) [7/

Une application linéaire monotone est dite positive si et seulement si elle est a
valeur dans l'orthant positif R .

Sous-linéarité et équilibres (Hirsch and Smith, 2000)[21)]

Définition 1.1.38
Une application T : R — R’} est sous-linéaire si :
pour tout A/O < A < 1,2 > 0= \T'(x) <T(\x)

Strictement sous-linéaire si :

O<A<lz>0= \(x) <T(\z)
Fortement sous-linéaire si :

0<A<lz>»0= \(z) < T(\r)

Proposition 1.1.39
Soit T une application C* vérifiant :

r>y>0= DT(x) < DT(y)

Alors T' est sous-linéaire si T(0) > 0. On Uappelle aussi stricte antimonotonie de
DT.

Remarque 1.1.40
La condition est nécessaire mais pas suffisante.

Proposition 1.1.41

Soit X un champs de vecteur de classe C' dans R™, dont son flot ¢ conserve l'ordre
dans R’ pour toult t > 0, qui est monotone et strictement sous-linéaire dans R’} .
Alors le flot associé est monotone et strictement sous-linéaire. De plus , si X est
fortement monotone et strictement sous-linéaire, alors le flot ¢t() est fortement
monotone et fortement sous-linéaire.

Proposition 1.1.42 (Hirsch, 1984) [20]

Soit X un champs de vecteur de classe C1 dans R", dont le flot ¢ conserve l’ordre
dans R} pour tout t > 0, qui est fortement monotone et strictement sous-linéaire
dans R. Supposons que toutes les trajectoires sont bornées. Alors X ne peut pas
avoir deuz équilibres positifs dans Int(R"} ).
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Matrice irréductible et théorie des graphes

Soit A € M,,(R) une matrice carrée.

Pour caractériser ce type de matrice, on associe a A € M,(R) un graphe de n
sommets notés S, ...., Sp.

Définition 1.1.43 (Bretto et al., 2012) [I0]

e Un graphe orienté g = (S,U) est un couple constitué par un ensemble S =
S1,...., Sy et une partie U de S x S.

e Les éléments de S s’appellent sommets (ou neuds).

Définition 1.1.44 (Bretto et al., 2012) [I0]
Un arc S; ~ Sj d’un graphe relie S; a S; si a;; # 0.

Définition 1.1.45 (Bretto et al., 2012) [10/
Un chemin du graphe :

SimSil mmSlpmS]
allant de S; a S; est une suite d’arcs, si elle existe telle que :

Sz’ Y Si17 S’h m Sz

29 °

..,Sipf\ij

Soient des arcs du graphe.
On remarque qu’un arc est donc un chemin

Définition 1.1.46
Un graphe est dit fortement conneze s’il existe au moins un chemin allant de tout
sommet S; a tout sommet S; o i,j €1,...,n.

Théoréme 1.1.47 (Caractérisation d’une matrice irréductible (Bretto et al., 2012))
[10]

Une matrice A € M, (R) est dit irréductible si et seulement si son graphe associé

est fortement conneze.

Théoréme 1.1.48
Soit un systéeme ' = X (z) ou le vecteur champs X est de classe C' sur un ensemble
ouvert conveze.

Si la jacobienne (8—X) associée au systeme est une matrice de Metzler irréduc-

oz
tible alors, le champs X est fortement monotone.
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1.1.5.4 Théorémes de stabilité de Hirsch

Dans cette partie, nous énongons les théoréemes de stabilité de Hirsch que nous
utiliserons dans le chapitre suivant. Les preuves de ces théorémes sont détaillées
dans (Hirsch, 1984)[20].

On considére un flot monotone ¢ du systéme dans un espace fortement or-
donné X et K C X un attracteur pour ¢.

Théoréme 1.1.49 (Hirsch, 1984) [20]
K contient un point équilibre.

Théoréme 1.1.50 [Hirsch, 1958/[[20]

St K contient un seul point d’équilibre p alors, toute trajectoire attirée par K
converge vers p.

Il s’en suit le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.51 [Hirsch, 198/][20]

Soit un champ de vecteur C' dans R", dont le flot ¢ conserve Uordre dans R';. On
suppose que ['origine est un point d’équilibre et que toutes les trajectoires dans R}
sont bornées. On suppose aussi que le jacobien DF : R™ — R™™ est strictement
anti-monotone dans le sens ot :

six >y alors DF(z) < DF(y).

Alors soit toutes les trajectoires dans R’y convergent vers l'origine, soit il eviste un
unique équilibre p € Int (Ri) et que toute trajectoire dans R \{0} converge vers

p.

1.2 Théorie du controle optimal

Un probléme de contréle optimal est un probléme d’optimisation dynamique
dépendant d’'un paramétre appelé controle. Il consiste a déterminer le meilleur
controle (paramétre) u qui minimise le coit d’une trajectoire associée (ou état
associée) x,. Dans cette partie on étudie le probléme de controlabilité et avec
quelques rappels de définitions et notions de bases.[40]

1.2.1 Définitions et notions de bases

On rappelle les définitions et résultats de controlabilité suivant.

Définition 1.2.1
Soient deux réels to,t1 € R avec ty < t1, une fonction vectorielle f : [to,11] X
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R" x R™ — R" et un vecteur 2° € R™. On appelle systéme controlé le systéeme
d’équation différentielle ordinaire (EDO) appelé probléeme de Cauchy

da(t) _
o = (), (1)) (1.5)
:L’(t()) = T

ou x : [to,t1] —> R™ et w : [to, t1] —> R™ sont respectivement ’état associé et le
controle du systéme (|1.5]).

Définition 1.2.2

Soit Uyg Uensemble des fonctions admissibles pour le controle u et un ensemble de
cible pour x(t1). On appelle probléme de contréle optimal le probléme qui consiste
a trouver parmi toutes les fonctions (x,u) satisfaisantes le systeme (L.5) et qui
minimise la fonction J appelée fonction codt et définie par :

t1

T = [ glt.o®)u)dt + hia(t)
to

avec g : [to,t1] X R" x R™ — R et h : R" — R des fonctions données.

Ainsi, un probléeme de controle optimal se pose sous la forme du probleme de mi-

nimisation sous contrainte suivante :

(

min J(z,u) 1= J(z,u) = / 1 g(t,z(t), u(t))dt + h(x(t1))

to

dx(t) (1.6)
dt = f(tv l’(t), u<t))

[ z(to) = 20, u e Uy

Définition 1.2.3 (Systéme linéarisé)
On consideére le systéeme suivant :

drt) _ s a(t). et
O _ f.a(). et -
$(t0) = 29

ou [ est une fonction de classe CP, p > 1. Le systéme linéarisé le long de la
trajectoire x est définie par :

21



dy,(t) _ A yo(t) + Bt (2)
2 (1.8)

Yu(to) = 20

ot pour tout t € [ty,t1], A(t) = %(t,x(t),u(t)) , B(t) = %(t,x(t),u(t)).

Définition 1.2.4 (Application entrée-sortie)
Soit t; > 0; Uapplication entrée-sortie en temps t1 du systéeme controlé (1.5]) ini-
tialisé en xq est Uapplication

Ey Uy — R

L
ur— x(ty)

avec U,y est l’ensemble des controles admissibles, i.e [’ensemble des contrioles u tel
que la trajectoire associé est bien définie sur [ty,t1].

Définition 1.2.5 (Ensemble accessible)

L’ensemble accessible en temps t1 pour le systéme , noté Acc(xo,ty) est len-
semble des extrémités au temps ty. C’est l'ensemble des destinations possibles en
temps t, du systéme partant de xo au temps t = ty. Autrement dit c’est [’image de
Uapplication entrée-sortie en temps t1. C’est [’ensemble des destinations possibles
en temps t1 du systéme en faisant varier le controle u.

Théoréme 1.2.6

Considérons le systéme de controle ot la fonction f : [to, t] xR"xR™ — R"
est de classe C1 et les controles u appartiennent & 'ensemble U,y. On suppose que :
-1l existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée est uniformément bornée
par b sur [to, 1],

e 3b>0,Vue Uy, Vit e [to, t1],||z(t)] <D,

- Pour tout (t,z) Uensemble des vecteurs wvitesses v(t,z) = {f(t,z(t),u(t))/u €
R™}, est conveze.
Alors Uensemble Acc(xg,ty) est compact et varie contindment en t sur [to, t1].

Définition 1.2.7
Le systeme (1.7) est dit controlable (en temps quelconque) depuis xo si R" =
U, soAcc(xg, t1). Il est controlable en temps ty si R™ = Acc(xg, t1).
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Théoréme 1.2.8 o7
On considere le systeme (1.7) avec f(xo,uo) = 0. Notons par A = ——(xo,uo) et

Ox
0
B = 8—f(x0, ug) et supposons que rang(B|AB)|....| A" B) = n. Alors le systéme est
u

localement contrélable en xg.

Définition 1.2.9 (Controle singulier)

Soit u un controle défini sur [to, t1] tel que sa trajectoire associée x issue de x(ty) =
xg est définie sur [ty t1]. On dit que le controle u(ou la trajectoire x) est singulier
sur [to, t1] si la différentielle de Fréchet dEy, (u) de Uapplication entrée-sortie au
point u n’est pas surjective. Sinon on dit qu’il est régulier.

Définition 1.2.10 (Ensemble convexe, fonction convexe)
Soit X un espace vectoriel et D un sous ensemble non vide de X.
— On dit que D est conveze si¥ x,y € D etV XA € [0,1] on a Aa+(1—N)y € D.

— Soit D C X un ensemble conveze et h : D — R une fonction. On dit que
h est une fonction convexe sur D si

h(Ax + (1 = Ny) < M(z) + (1= Nh(y),YVz,y € D et VAe0,1].
On dit que h est une fonction strictement convexre sur D si
h(Az + (1 = Ny) < A(z) + (1 =MNh(y),Vz,y € D avec x#y et V€O, 1.

Définition 1.2.11

Soit X un espace vectoriel normé, D C X un sous ensemble non vide. Supposons
que D est non bornée(i.e il existe au moins une suite (x) C D tel que ||xg|| —
+00 pour k — +00). Soit h : X — R une fonction. On dit que h est coercive
sur D si pour toute suite (x) C D tel que ||xg|| — +o00 pour k — 400 on a
h(xy) — +00

1.2.2 Existence et unicité de contrdle optimal

On étudie dans cette section des conditions d’existence et d’unicité d’un contrdle
optimal pour le probléme de controle optimal (1.6)).

Théoréme 1.2.12

Considérons le systeme de controle x'(t) = f(t,xz(t),u(t)), ot f est une fonction
de classe C' de R x R" x R™ dans R", les controles u(t) sont a valeurs dans un
compact 2 C R™, et ou éventuellement on a des contraintes d’inégalités sur l’état
a1 €0,...,a, <0 0uay, ..., a, sont des fonctions continues(fonction coit) sur R™.
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Soient My et M deux compacts de R™ tels que M, est accessible depuis M.

Soit U,q l'ensemble des controles a valeurs dans ) joignant My a M,. Soit g une
fonction de classe C' sur R x R™ x R™, et h une fonction continue sur R*. On
considére le coit :

J(u) = ht(w), w(t(w) + [ gt 2(t), u(t))dt (1.9)

ot t(u) est tel que x(t(u)) € My. On suppose que :
1) il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un controle u € Uy
est uniformément bornée par b sur [0,t(u)], i.e

3b>0 | Yue Uy, Vt e [0,t(w), ||lz(®)| <0,
ii) pour tout (t,z) € R, lensemble des vecleurs vilesses augmentées (t,1)=
{(f(t,x,u),g(t,x,u))/u € Q} est conveze.

Alors, il existe un controle optimal u sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée joint
My a My en temps t(u) et en cott minimal.

Proposition 1.2.13

Soit X =R", g: R" = R une fonction et D C R™ un ensemble fermé et conveze.
1) Supposons que g est continue sur D avec en plus, g est coercive si D est non
bornée. Alors il existe au moins une solution du probleme de minimisation .
2) Si en plus g est strictement conveze alors la solution du probléme de minimi-
sation est unique.

Remarque 1.2.14
Pour un probléeme de contréle optimal & temps final fizé, on impose t(u) = t1. En
particulier, on suppose que la cible My est accessible depuis My en temps tq.

Définition 1.2.15
Une solution du probleme (1.6)) est appelée un controle optimal.

Théoréme 1.2.16 (Fleming et Rishel)

On suppose que l'ensemble des controles admissibles pour le probléeme est
composé de fonction Lebesque intégrable sur to <t < t1 a valeur dans R.

On suppose que f(t,z(t),u(t)) est convexe par rapport a u et qu’il existe des constantes
ay,ag,a3 > 0,04 € R et f> 1 telles que

g(t,z,u) = y(t,x) + (¢, x)u,
gtz u)| < ca (1 + [2] + [ul),
|g(t,x1,u) - g(t,l’,U” < Oég(l’l - l‘(]. + |U|)

flt,z,u) > as|ul® — ay,
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Pour tout tg <t < ty, z, xr1 € R. Alors il existe un contréle optimal u* minimisant

J(u), avec J(u*) fini.

1.2.3 Principe du minimum de Pontryagin

Dans ce paragraphe on étudie les conditions nécessaires pour un controle opti-
mal. On commence par rappeler quelques notions fondamentales.

Définition 1.2.17 (Hamiltonien)
On appelle Hamiltonien du probleme (1.6) Uapplication

H:RxR'"xR"xR"™ — R"

(¢, 2(t), q(t), u(t)) — H (t,x(1), q(t), u(t)) = g (;x(t), u(t)) + {g, f (, 2(t), u(t)))
ou (,) est le produit scalaire.

Définition 1.2.18 (Equation de I’état adjoint)
Soit u : [to, t1] —> Usa € R™ un controle et x : [ty, t1] —> R™ U’état associée c’est
a dire

dx

E = f (t,[L‘(t),U(t)) ) I<t0) = Zo-

On appelle état adjoint associée au controle u et ’état x 'unique solution q :
[to, t1] — R™ du systéme différentiel :

% _ _%—Z(t,x(t),q(t),u(t))

q(tr) = W' (2(t1))-

Théoréme 1.2.19 (Principe du minimum de Pontryagin)

Soit u : [to, t1] —> Uzq € R™ contréle optimal(u min de J).

Soit x et q U'état et U'état adjoint associée & u alors ¥V t €]ty, t1], u(t) réalise le
minimum de Uapplication : uw— H(t,x(t),q(t),u(t)) sur Uy avec t, x, q fizé, u
variant.

(1.10)

Remarque 1.2.20

1 Le probléeme adjoint est un probléme de Cauchy avec inconnue q avec q(t1) donné.
Alors si on connait u on peut calculer x et ensuite q, ce qui nous donne V.J(u), ou
J est dérivable.
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2 Le principe du minimum de Pontryagin est un résultat constructif dans le sens
ou il permet de déterminer explicitement les expressions des trajectoires optimales
et des controles leur donnant naissance.

3 En labsence de contrainte sur le contréle U,y = R alors la condition de mini-

0
misation devient : D =0.

4 Le couple (q, qo) es#nécessairement non trivial, i.e ces deux quantités ne peuvent
s’annuler en méme temps, sinon ’Hamiltonien H (t,z(t),u(t),q(t)) n'est pas dé-
fini.

5 Le choiz de gy < 0 conduit au principe du mazimum. Le choix de g9 > 0 conduit
alors au principe du minimum.

Dans ce chapitre, nous avons fait le rappel des définitions, théorémes et proposi-
tions nécessaires a I’étude de controlabilité et qualitative des systémes. Le modéle
proposé dans Atnscba et al. (2010)[2] est un systéme monotone d’équations diffé-
rentielle dans le plan. Ces rappels nous permettrons de faire ’analyse mathéma-
tique de ce dernier dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Modéle mathématique de la
brucellose ovine

2.1 Epidémiologie de la brucellose ovine

Présente depuis des décennies et trés répandue dans des pays en voie de dé-
veloppement, la brucellose est une maladie hautement contagieuse des animaux
d’élevage dont I'impact économique sur le développement des industries animales
est considérable. Elle est considérée comme la zoonose la plus répandue dans le
monde, elle représente une menace pour la santé de I’homme. La brucellose touche
de nombreuses espéces animales domestiques ou sauvages notamment : les ovins,
les caprins, les bovins, les camélidés,les équidés et les porcs.

Dans notre étude on s’intéresse a la brucellose animale, en particulier celle ovine.

2.1.1 Etiologie de la brucellose ovine

La brucellose ovine est classiquement provoquée par une bactérie connue sous
le nom de brucella melitensis. Cette derniére est un virus isolé pour la premiére
fois en 1887 par David Bruce & partir du sang d’un individu infecté. En 1905,
Zanitt a réalisé une expérience sur de nombreuses chévres a Malte. Il a découvert
que tous les sujets étaient infectés et a ainsi révélé 'origine de la brucellose au sein
de la population humaine (Sibille, 2006).[38] Les brucella sont des bacilles & Gram
négatif, aérobies, & tropisme intracellulaire et non sporulés. La figure donne un
apercu de leur morphologie au microscope. Elles se trouvent essentiellement chez
les animaux qui jouent le role de réservoir mais peuvent également étre présentes
dans I'environnement et les produits alimentaires.
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FIGURE 2.1 — Morphologie des brucella melitensis

2.1.1.1 Survie des brucella dans ’environnement

Au dela du seul réservoir animal, il convient également de considérer sa survie
dans I'environnement. Les brucella peuvent survivre :

e dans 'eau plusieurs mois & une température entre 4 et 8°; 2 ans a 0°
e dans les tissus en milieux congelés pendant plusieurs années,

e dans 'urine durant 30 jours et 200 jours dans les exsudats utérins,

e dans les avorton durant 75 jours. (Ganiere et al., 2004)[17]

2.1.2 Manifestations cliniques, traitement et prévention

La brucellose animale est essentiellement une maladie de la reproduction. Elle
est généralement bénigne et ’animal infecté ne présente que peu de signes cli-
niques. Elle peut étre suspectée sur la base de signes cliniques tels que les avor-
tements mais la réalisation de tests sérologies est nécessaire pour sa confirmation
(Sibille, 2006).]38]

e Chez le male, la brucellose se manifeste par 1’élargissement du scrotum, du
testicule (tuméfaction des testicules) et parfois une baisse de fertilité.
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e Chez la femelle, on note une stérilité temporaire, des avortements parfois
suivis de rétentions placentaires.

lorsque la gestation est menée a terme, cette derniére peut aboutir a la naissance
d’agneaux faibles ou mort nés. La figure (2.2) en est une illustration.

FIGURE 2.2 — Avortements brucelliques.

Source :https ://www.engormix.com/ovinos/articulos/analisis-puntos-criticos-
producciont30384.htm

Aucun traitement contre la brucellose ovine n’est disponible. La conduite a
tenir serait de détecter les animaux atteints et de les éliminer. Vue I'indisponibi-
lité de traitements contre la brucellose ovine, des dispositifs de surveillance sont
nécessaires pour stopper sa propagation. Cette surveillance peut étre organisée en
deux axes :

- Prophylaxie obligatoire : il s’agit de prélever les méales de plus de 6 mois, 25%
des femelles en age de reproduire, ainsi que les animaux nouvellement infectés.

- Déclaration des avortements et réalisation de dépistages sérologiques de chaque
avortement (Refai, 2002).[35]

2.1.3 Propagation, modes de transmissions et impacts

Les bactéries du genre brucella peuvent survivre durant plusieurs mois hors de
I'organisme, dans le milieu extérieur, en particulier dans les conditions naturelles
(lait, fromage, fécis, sol, eau, mur des étables). C’est ce qui favorise la propagation
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de la maladie. Cette derniére s’effectue par des matiéres virulentes (foetus, lait,
sécrétions vaginales, urines,...) qui contaminent 'environnement (Ganiere et al..
2004).[17]
Les voies de transmission de la brucellose sont multiples puisqu’elles peuvent
concerner le contact, I'ingestion mais aussi I'inhalation. Ainsi, la transmission peut
étre :
x Directe et Indirecte

* Respiratoire et verticale

L’infection s’étend dans les troupeaux pendant deux périodes préférentielles :
I’accouplement et la période des mises en bas. En effet, les moutons et les vaches
susceptibles peuvent étre contaminés pendant la période de reproduction par contact
avec les infectés. Il s’agit du mode de transmission directe. De plus, les femelles
infectées éjectent du placenta et le foetus dans 'environnement pendant les pé-
riodes d’agnelage (mises en bas). Il s’agit du mode de transmission indirecte. Par
ailleurs, la transmission d’une mére infectée a ses nouveaux nés est aussi prise en
compte dans la description du modéle que nous étudions. Il s’agit de la transmis-
sion verticale (Ainseba et al.. 2010).J2] La brucellose engendre des pertes énormes
sur le plan économique & travers la faible production animale. Ses impacts sur la
reproduction animale ainsi que sur la santé publique sont considérables.

e Impact économique et importance sur les productions animales.
La brucellose animale occasionne des pertes économiques sévéres, résultant a la
fois des effets directs sur les animaux et indirects sur les industries animales. Les
pertes économiques sont importantes pour les éleveurs d’ovins, de vaches laitiéres,
caprins- - - (mixte FAO/OMS d’experts de la brucellose, 1986).[25]

e Impact sur la reproduction animale.
L’importance de la brucellose tient a la faible capacité de reproduction qu’elle

engendre en raison des avortements, de l'infertilité et de la rétention placentaire
(Sibille, 2006).]38]

e Impact sur la santé publique.

La brucella melitensis est ’agent responsable de la plupart des cas cliniques sévéres
de la brucellose humaine. La maladie peut entrainer la mort ; le plus souvent elle
se traduit par un état délirant aigu ou chronique ayant des conséquences sévéres
sur le développement économique et social (Zinsstag et al., 2005).[42]

La brucellose ovine engendre des conséquences désastreuses, elle persiste aujour-
d’hui dans les pays en voie de développement. En 2010, Ainseba et al. [2] ont
proposé un modéle de brucellose ovine dans le but de mieux comprendre la ma-
niére dont se propage la maladie et mettre en place une politique d’éradication de
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cette maladie.

2.2 Description du modéle

Un modéle mathématique est basé sur des hypothéses. Dans ce modéle nous
avons les deux hypothéses de base suivantes :
e b>m >0 avec b le taux de natalité et m le taux de mortalité.
e La population est décomposé en deux classes, les sains ou susceptibles et les
infectés.
Soient C'(t) la fraction de contaminant dans 'environnement a Uinstant t, I(t) le
nombre de sujets infectés & l'instant t, S(¢) le nombre de sujets susceptibles d’at-
traper la maladie a U'instant t et N(¢) la population total a I'instant t.
Sachant que la population est essentiellement composée de susceptibles et d’infec-
tés, On a :

N(t) = I(t) + S(t), ¥ t >0

Nous avons aussi la description des paramétres du modéle :

x p est la proportion de nouveaux nés infectés d’une meére infectée. c’est le para-
métre de transmission verticale. p varie de 5% a 10%

x b représente le taux de natalité et m le taux de mortalité.

x K est la capacité limite du milieu

x a1 est le taux d’infection directe, donc a5 est la proportion de sujets suscep-
tibles infectés suite a un contact avec d’autres sujets infectés :c’est la transmission
directe.

x ag est le taux d’infection indirect, donc a»SC' est la proportion de sujets sus-
ceptibles infectés suite a un contact avec des objets contaminés qui se trouve dans
Ienvironnement.

 ky est le taux de contamination des objets par les sujets infectés, alors k(1 —C)
représente la fraction des nouveaux contaminants dans ’environnement.

* ko est le taux d’élimination des bactéries brucella dans I’environnement.

On suppose que les sujets infectés et les sujets susceptibles ont les mémes para-
métres démographiques.

Une représentation schématique du modéle est donnée par le diagramme de flux
ci-apres et le modéle proposé s’écrit alors :
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b(1-p)

bp

mHb=m)N/K

ky(1-C)

Jx

FIGURE 2.3 — Diagramme de flux du modéle de brucellose ovine incorporant une

transmission directe et indirecte.

(S 45—+ (b_—Km)N)S + (1= p)bl — ay ST — a,SC

(2.2)

- =
1 b—
a = pbI — (m+( m)N)I+alSI+aQSC (2.1)
dt K
dc
— =kI(1-C)— k(.
[ ~ 1= C) =k
Avec b= m,p € [0,1] et b, m, K, ay,ag, ki, ke > 0.
Il s’en suit que le nombre total d’individu
N(t)=1I(t) + S(¢)
satisfait I’équation logistique :
dN (t) N(t)
——=(0b-—m)N(t)(1
= p-mN - =)



2.3 Comportement asymptotique du modéle

2.3.1 Modéle réduit

En utilisant 1’équation logistique (2.2)), on peut supposer sans perte de généra-
lité que

N(t) =K,V t>0.

En remplacant S(t) par K — I(t) et N par K dans I’équation I du systéme (2.1)),
nous obtenons le systéme suivant :

dl
i —(1=p)bl + a1 (K —I)] +ax(K —I)C
(2.3)
dC
— =k I(1—-C)—kyC.
g~ RI1=0) =k
Soit i(t) la proportion d’individus infectés de la population a l'instant t.
En considérant
: I(t)
t)=—2Vt
it) ===Vt >0,
on obtient un systéeme d’équations différentielles ordinaires sur [0, 1] x [0, 1].
di : - ,
i —(1 =p)bi + a1 K(1 —i)i+ az(1 —4)C
(2.4)
dCc
o= k1 Ki(l1 —C) — koC.

2.3.2 Propriétés du modéle réduit

Dans cette partie, nous montrons que le modéle (2.4) est bien posé du point
de vue biologique. Pour ce faire, nous allons successivement montrer la positivité,
la bornitude, ’existence et I'unicité de la solution du modéle.
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2.3.2.1 Positivité et bornitude des solutions du modéle réduit

On considére le systéme réduit ([2.4) :

d
d—f = I Ki(1 — C) — ksC.

Soient un champ
X :R, — R?

Es X (1) = (i(), C(1)
et la fonction dérivable
f:R? — R?
(i,C) — (—(1 — p)bi + a1 K(1 — i)i + az(1 — i)C, ky K (1 — C) — ks C)
Sur [0, 1] x [0, 1], le systéme réduit peut alors s’écrire sous la forme condensée
suivante :

X'(t) = f(X(1)).
Soit (¢,C) € [0,1] x [0, 1] Nous allons maintenant chercher le linéarisé du systéme
(2.4) au point (i,C). Soit L(i,C) la jacobienne de f au point (i, C').
. o 1 =pb+aK —2a:Ki—aC  ax(l—1)
LG C) = ( K (1—C) e Ki—ky )
On remarque que les éléments extra diagonaux de la matrice L(i,C) sont tous
positifs ou nuls, on en déduit que L(i,C) est une matrice de Metzler. Donc le
champ f est monotone sur [0, 1] x [0, 1]. Le champ f est monotone sur [0, 1] x [0, 1]

et l'origine est un point fixe, alors le systéme (2.4)) laisse invariant l'orthant positif
[0,1] x [0, 1] et son intérieur d’aprés la proposition ((1.1.36]). En effet on a :

. 0 1
smentx—(o) ety—(1>

y—x = ( 1 ) € Int([0, 1] x [0,1]) alors = < y

-(2)-(2)
=1 1) = (") <o

Donc [0,1] x [0,1] est positivement invariant. Par suite les solutions de (£2.4) qui
partent d’une condition initiale dans [0, 1] x [0, 1] restent positives et bornées dans
[0, 1] < [0,1].
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2.3.2.2 Existence et unicité de la solution du modéle réduit

Nous avons vu que le systéme réduit (2.4)) peut s’écrire sous la forme condensée
suivante :

X'(t) = f(X(2)).

Comme f est C! sur [0,1] x [0,1], on peut appliquer le théoréme de Cauchy-
Lipschitz. Pour toute condition initiale (ig, Cy) € ]Ri au temps initial %y, il existe
une unique solution X vérifiant

X(ty) = ( 220 ) et X'(1) = f(X(£)) Vi > 0.

2.3.3 Points d’équilibres du modéle réduit

Dans cette partie nous allons déterminer les différents équilibres du systéme
(2.4). Les équilibres du systéme s’obtiennent en résolvant le systéme :

di
~ =0
dt
dC
w0

- Il est claire que (0,0) est un équilibre de I’équation et il correspond a
Péquilibre sans maladie du systéme (2.1).

- Recherche d’un équilibre endémique :

Tout point d’équilibre (7,C) € [0,1] x [0,1]\ (0,0) doit satisfaire :

di - —= =
d—z = —(1—pbi+aK(1—1)i+ay(1—10)C
(2.5)
dC - — —
% = k’lKZ(l — C) — k‘QC
Prenons la deuxiéme équation du systéme ([2.6])
C(kKi+ k) = k1 Ki
donc,
oo MKl (2.6)
k’lKZ + kQ
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Comme 7 €]0,1], et k; > 0,ky > 0, K > 0, alors C est strictement positif (C' > 0).
Maintenant considérons la premiére équation du systéme (2.4)

—(1 = p)bi + a1 K (1 —7)i + az(1 —7)C = 0.
En remplacant C>0 par sa valeur on a :

_ - - kKi
—(1=—pbi+aK(1 -1+ as(l —4)———— =
( p)bi + a1 K ( i)i + as( Z)lei—i—kQ

On factorise par 7, comme 7 # 0 on obtient :

- - kKi
—(1=p)b+a1K(1 —1)+ax(l—1)—— =
(1= )bt @K1 =) - aa(1 7)o

i K
K(1—7) 4+ an(1 — 7)—1st
a K (1 =)+ ax( Z)klei—l—k‘g

On observe que le premier membre d’égalité de (2.4) est monotone strictement
décroissante par rapport a 7. Il s’en suit qu’il existe un équilibre positif et cet équi-
libre existe si et seulement si cette condition est vérifié :

= (1—p)b. (2.7)

a K + GQZ—;K > (1 —p)b

2.3.4 Calcul du taux de reproduction de base R

Pour toute maladie, un enjeu sanitaire majeur est de savoir si elle peut se pro-
pager dans la population, a quelle vitesse et avec quelle ampleur ?
La réponse a cette question est liée a la valeur du nombre de reproduction de base
Ry qui nous renseigne sur le nombre moyen de cas secondaire que peut engen-
drer I'introduction d’un infecté dans une population saine. Nous proposons dans
cette section le calcul Ry en se basant sur la méthode développée dans (Van Den
Driessche and Walmough(2002)).[4I]
Considérons le systéme (i,0)=(0,0), I'équilibre sans maladie correspondant.
Le systéme peut s’écrire :

( i )F(i,C) (1,0,
a1 K(1—1i)i+ax(1—14)C (1 —p)bi

F(G,0)= et v(i,0)=
0 ke C — k1 Ki(1 — C)

Avec
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F et v sont différentiables et on a :

a1 K — 201 Ki — asC as(1 —14) (1—p)b
DF(i,C)= , Du(i,C)=
0 0 ki K(1-C)

A T’équilibre sans maladie (0,0), on a :

al a (I-pb 0
DF(0,0)= , Dv(0,0)=
0 0 —k Ktk

Puisqu’on a deux classes infectées i et C, on pose :
ala (I-pb 0

F— et V=
0 0 —k’lK +]€2

det(V)=ko(1 — p)b # 0, donc V est inversible et on a :

1 ko 0

Vi -
R(L=2b \ ki (1—p)b

k1 Kt + ko

La matrice FV~! est appelée la matrice de génération et on définit Ry comme étant

le rayon spectrale de FV~1.
On a :

a1 K N ask K as
(I=pb k(1 =p)b ko

Fv-! =
0 0

déterminons le rayon spectrale de FV =L,
Soit A une valeur propre de FV~!, \ vérifie,

(llK i agle Y a9
det(FV_l _ )\I): (1 —p)b kQ(l —p)b k2 —0.
0 —A
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Ce qui est équivalent a :

alK i CLleK
(1=p)b k(1 —p)b

AlA — | =0.

Ce qui nous permet de dire :

alK GleK

A=0o0u )\ = + .
(1—p)b  ko(1—p)b

Par conséquent,

_ a1 K a2 kl K __ pdirect indirect
o= (™25 I ) = T R

2.3.5 Analyse de stabilité des points d’équilibres du modéle
réduit
Théoréme 2.3.1

Supposons que Ry < 1. Alors Uéquilibre sans maladie (0,0) de I’équation différen-
tielle (2.4) est globalement asymptotiquement stable sur [0,1] x [0, 1].

preuve 2.3.2
Supposons que Ry < 1.

Alors
alK agle

+ <L
En réduisant au méme dénominateur, on se retrouve avec [’expression suivante :

alk:gK—l—agle <1
ka(L—p)b =

Ce qui nous donne l'inégalité
k1
a1 K + agk—K < (1 —p)b.
2

Or, st a1 K + GQ%K > (1 — p)b alors il eziste un équilibre endémique du systéme
. Alors Ry < 1 implique que le seul équilibre possible dans le compact [0,1] X
0, 1] est léquilibre sans maladie (0,0).

e Montrons que cet équilibre est globalement asymptotiquement stable : on sail que
[0,1] x [0,1] C R? qui est fortement ordonné . On a déja démontré que le systéme
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(2.4) est monotone sur [0,1] x [0,1]. Donc d’aprés le théoréme , toute
trajectoire attirée par [0, 1] x [0, 1] converge vers I’équilibre sans maladie p = (0,0).
Par conséquent, ’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable
sur [0,1] x [0, 1].

Théoréme 2.3.3

Supposons que Ry > 1 et ag = 0. Alors chaque solution de ’équation différentielle
(2.4) avec une valeur initiale (ig, Co) € [0,1] x [0,1] telle que ig > 0 converge vers
Uéquilibre endémique (i,C) qui est un équilibre stable. De plus, chaque solution
de Uéquation (2.4) avec une valeur initiale (ig, Co) € {0} x [0,1] converge vers
I’équilibre sans maladie (0,0).

preuve 2.3.4
Supposons que Ry > 1 et ay = 0.
Comme ay = 0, [inégalité Ry > 1 équivaut & :

CllK
(1—-pb

Considérons le systeme (2.4) sous sa forme : X'(t) = f(X(1)). B
e Soit (ig,Cy) € [0,1] x [0,1] avec ig > 0 et posons a = min (ig, 1), avec (i,C)
Uéquilibre endémique. 'ensemble [a, 1] x [0,1] est un compact de R?. On pose x =

(5)o=(1)

(o =min (ip,7) <let0<1) <=z <y

P = F(1,1) = ( o ) - ( (1 ) .

F@) = f(a,0) = ( —(1 —p)bakj—[?;él((l —a)a )

Va >0,k > 0, K >0 donc kiKa > 0.

On pose :
g(1) = —(1 —=p)bi + a1 K(1 —1)i
g9(i) =i (=(1 = p)b+ a1 K(1 = 7))
on a1t >0, on pose
j(i) = =1 =pb+a K1 —1)
(1 —=p)b>0,Ype[0,1,b> 0.

Tout équilibre endémique (i,C) du systeme (2.4) vérifie :

ar K (1 —7) (ks + k1 K7) + aski K (1 —7) = (1 — p)b (ks + k1 K7) .
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Comme ay = 0, alors
En outre, (ko + ki Ki) # 0. Alors,
a1 K (1 —1i)=(1-p)b.
De manieére équivalente :
aK(1—14)—(1—-p)b=0.
Ainsi,
j(i) =0
J est dérivable et j'(i) = —a1 K < 0. Donc j est décroissante. Rappelons que
a = min (i, 1) alors j(a) > 0. Par conséquent,

g(@) = a x j(a) > 0.

Ainsi,
fz) = fla,1) = 0.
Par suite f(x) X f(y) <0, d’apres la proposition (1.1.36]) , on a : I’ensemble o, 1] X

[0,1] est positivement invariant. Comme [c, 1] x [0,1] est compact, positivement
invariant et contient l'unique équilibre non nul, d’aprés le théoreme (1.1.50)) , toute
trajectoire de conditions initiales dans o, 1] X [0, 1] converge vers cet équilibre, en

particulier la trajectoire de conditions iniliales avec 19 > 0 converge vers

20
Co
l’équilibre endémique.

e Supposons maintenant que ( é?o ) € {0} x [0,1] Sii =0 et ag = 0, I’équation
en 1 du systeme est équivalent a : 1 = d%i = 0, ce qui implique que 1 est
constante sur {0} x [0, 1] donc i = 0. On sait que quelque soit la condition initiale
(70, Co) € [0,1]x[0,1], on a 0 < C < 1. Donc {0} x[0, 1] est positivement invariant
sur {0} x [0,1] qui est un compact de R* f est monotone dans {0} x [0,1] C R?
et R? est fortement ordonné. De plus, le seul équilibre, possible dans {0} x [0,1]
est Uéquilibre sans maladie (0,0). D’apres le théoréme (L.1.50)) , toute trajectoire

attirée par {0} x [0, 1] converge vers Uéquilibre sans maladie (0,0)

Théoréme 2.3.5

On suppose que Ry > 1. Alors chaque solution de I'équation différentielle (2.4) avec
comme conditions initiales (ig, Cy) € [0,1] x [0,1] \ {0,0} converge vers I’équilibre
endémique qui est localement asymptotiquement stable.
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preuve 2.3.6
Supposons que Ry > 1 et as > 0.

e f(1,1) = ( _<1k_f)b ) < 0, alors 10,1[x]0, 1[ attire les solutions qui partent
—R
dei=1etC=1.
e On a déja établi que le systéme (2.4)) laisse invariant l’ensemble [0, 1] x [0, 1] et
son intérieur |0, 1[x]0, 1[.
o Le linéarisé du systéme en tout point (i,C) €]0,1[x]0, 1] est :
L(Z C) o —(1—p)b+a1K—2a1K2—CLQC &2(1—2)
&)= M EK(1—C) — (ks + by Ki)
V(i, C) €]0,1[x]0,1[,(1 —7) > 0 et (1 —C) > 0 on note le jacobien L(i,C) comme
sut :

L(i,C) = ( i ) .
Q21 (22
Comme ky > 0, K > 0,ay > 0, alors kyK(1 — C) > 0 et as(1 — i) > 0, les
composantes hors diagonales de la jacobienne étant strictement positives, on en
conclut que la jacobienne est une matrice de Metzler.
v(i,C) € [0, 1][x]0, 1],
as(1—14)#0
FiK(1-C)#0
v
k1 >0,kye>0,K>0etiel01]

— (ko + k1 K1) # 0.

Soient S et Sy les sommets du graphe associés a la jacobienne en tout point
L(i,C). —a1s = as(1 —1i) # 0 alors, Uarc S; ~ Sy relie Sy et Sy, —as = kK (1 —
C) # 0 alors, l'arc Sy ~ Sy relie Sy et S1. Comme un chemin est un arc, on a :

Sl f\zSQ@Sl.

Le graphe associé o L(i,C) ne comporte que deux sommets et il existe un chemin
allant du sommet S1 a Sy puis du sommet Sy au sommet S1, donc le graphe est
fortement connexe. D’ou le jacobien L(i,C) est irréductible. Comme L(i,C) est
une matrice de Metzler irréductible, alors le champs [ est fortement monotone.

e Soient,

(é}l) et (éé)e[(),l[xm,l[telsque tip > g et Cp > Ch.
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Ceci revient a dire que :

(&)>(&)

Montrons que L (i1,Cy) > L (ia,Cy) Les linéarisés du systéme aux points (i1, Ch)
et (iz,Cy) € [0, 1[x ][0, 1] sont :

C b+a1K—2a1K21 —a201 (45} (1 —21)
L, &) K(1-0C) — (ks + k1 Kiy)
et
C o b+(11K—26L1K’LQ —aQC’l a9 (1 —22)
L(in, Co) = K (1-Cy) — (kg + k1 Kis)
on sait que :

11 > 19 el Cl > OQ.

On en déduit que :
201 K11 > 2a1 Ky et a201 > CLQCQ.

En sommant les termes de gauche d’un coté et ceux de droite, on obtient l’inéqua-
tion suivante :
2a1 K1 + CLQCl > 2a1 K9 + CLQCQ.

Comme (1 —p)b > 0 en le sommant de part et d’autres l'inégalité reste la méme.
(1 —=p)b+2a1Ki1 + axCy > (1 — p)b+ 2a1 Kis + asCs.

En multipliant linéquation par —1, on a :

—((1=p)b+2a1 Kiy + asCh) < — ((1 — p)b + 2a1 Kiy + a2Cy) .
Sachant que a1 K > 0 est positif, en [’ajoutant de part et d’autres, on a :

—(1=pb+ a1 K —2a;Ki1 —axCy < —(1 = p)b+ a1 K — 2a1 Ky + a2Cs.
On sait que i1 < 1 et io < 1. De plus, par hypothése i1 > 15. Alors,
11— <1—1y

comme ay > 0, en le multipliant de part et d’aulre dans [’équation précédente, on
obtient :
ag(l—il) <(l2(1—’ig).

On sait que C7 < 1 et Cy < 1. De plus, C7 > Cy. Alors,

1—Cl<1—02
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En outre, ki K > 0. Donc
K (1—-Ch) <kK(1-C0Cy).
On sait que iy > 1s. De plus, k1K > 0. Alors,
k1 Kip > k1 Kis.
Comme ko > 0, On peut l'ajouter au membre de gauche et celui de droite.
k1 Kiy + ko > k1 Kig + k.
En multipliant chaque membre par —1, l'inéquation devient la suivante :

— (k1 Kiy + ko) < — (k1 Kiy + ks) .

Lo 1 (5 . i1
On en déduit que pour tout ( o ) ) ( , ) €[0,1[x[0,1] tels que : ( ) ) >

io

Cy )’

—(1 —p)b+ a K —2a: K1, — CLQCl < —(1 —p)b+ a K —2a1 K19 + GQCQ
as (]. —Zl) < a9 (1 —22>
K (1—-C)) <kK(1—-Cy)
— (k?lKZl + k’g) < — (k’lKZQ + k?g) .

Par conséquent,

L (i1, Ch) < L (i, Cy) ,v( gl ) , ( ic%z ) € [0,1[x[0, 1[.

On en conclut que le champ f est strictement antimonotone.
Le champ f est de classe Ct, fortement monotone et strictement antimonotone.
[0,1[x[0, 1] est positivement invariant. De plus, on a déja démontré que toutes les
solutions du systéme sont bornées et que l'origine, (0,0) est un équilibre. Donc
d’apres le théoreme , soit toutes les trajectoires de [’équation tendent
vers Uorigine (0,0), soit il existe un équilibre p € int([0, 1[x[0, 1]) et que toutes les
trajectoires dans [0, 1[x[0,1\{0,0} tendent vers p.

Rappelons qu’on a supposé que Ry > 1,a2 > 0 et que les solutions du systéme

0 ) € [0,1[x[0,1[\{0,0} Le linéarisé du systéeme au

Co
auK—(1-=-p)b a
L(0,0) — ( 1 kl(K p) _22 )

ont pour valeurs initiales

point (0,0) est :
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as > 0,k K >0, donc L(0,0) est une matrice de Metzer
det(L(O, O)) == —kg (alK - (]_ —p)b) — agle.

On sait que ko(1 —p) >0

det(L(0,0)) _ CL1K 1 CLleK
ka(1—p)b (1 —p)b ka(1—p)b
:_( CL1K X agk’lK )_1
(L=p)b ~ k(1 —p)b
=Ry —1.

Sachant que Ry > 1, alors —Ry < —1 on ajoute —1 sur chaque membre de [’in-
équation.

—1 =Ry < —2.
Donc

—1— Ry #0.

Ce qui revient o dire que :
det(L(0,0
HLO.0)
ko (1 —p)b

Par conséquent,

det(L(0,0)) # 0.

D’ot le linéarisé au point (0,0) est inversible et on a :

o 1 —k — a2
~HO ) = T Ry G- ( —hlC K= (1 =pp )

comme —ky < 0 et —ay < 0, alors —(L(0,0))~! nest pas positive ou nulle, alors
est instable d’aprés le théoréme (1.1.27). Par suite ['équilibre (0,0) est instable.
D’on sur [0, 1] x [0, 1]\{0,0}, l'unique équilibre existant est celui endémique (i,C)

et toutes les trajectoires dans [0,1[x [0,1[\{0,0} tendent vers ( ZC—, > :
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Chapitre 3

Controle optimal de la brucellose
ovine

Dans cette partie nous décrivons le modéle de controle optimal. Nous présentons
aussi les études sur I'existence et 'unicité d’un probléme de controéle optimal, nous
parlerons de la caractérisation du controéle optimal et en fin nous illustrons 'intérét
des résultats obtenus par des simulations numériques.

3.1 Enoncé du probléme de controle optimal

Le modéle considéré est développé par Ainseba et Al dans [2]. Le modéle
décrit la dynamique d’évolution des susceptibles (S), des infectés (I), et de la
concentration de contaminants (C) dans I'environnement.

L’objectif est d’inclure dans le modéle des contrdles, la vaccination (c;), 'effet de
sensibilisation (c3), et la désinfection de l’environnement (c;) afin de limiter au
mieux la contamination. On obtient alors le modéle contrélé suivant :

p _
Cj{f —bS — (m_|_ (b Km)N)S+ (1 _p)b[ — al(l — (jg)S[ — @2(1 — (?Q)SC — S
dI b—
dt =pbl — (m + ( m>N)I+a1(1 = 3)ST +ay(l — ) SC
dC
\ % :kll(l_c)_k‘Q()ZC

(3.1)

ol ¢ est le taux de vaccination aux temps t, co est le pourcentage de décontami-
nation au temps t et c3 est I'effet de la sensibilisation des éleveurs pour controler
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la dynamique de I'infection.

3.1.1 Position du controéle optimal

Définition 3.1.1

On consideére la fonction f : R x R3 x R® — R3 comme suit :

Pourtoutt e R, z = (S,1,C) € R3 et ¢ = (c1, o, c3) € R3, ou 1 désigne 'ensemble
des compartiments el c le contréle on a :

f(ta Z, C):(fl(ta Z, C)7 fQ(t7 x, C)7 f3(t7 xz, C))
avec f1,fo et fz définies respectivement par :
filt,z,¢) = bS—(m+ L2 NS+ (1—p)bl —ai (1 — ¢3)ST—as(1 — ¢3)SC—c, 8

fo(t,z,c) = pbl — (m + (b_—Km)N)] +ai(1 —c3)ST+as(l —cy)SC

et
fg(t,.flf, C) = k1[<1 — C) — k’gCQO.
On définit les fonctions suivantes :
g(t,z,¢) = KuS + K5I + KgC + (a1} + aac3)
et

h(z) = K11 + KyC + K38,
avec g : [to,t;] X R* x R¥ — R et h: R¥ — R des fonctions de classe C*.
Le modeéle controlé est donné par le systéme différentiel suivant, appelé équation
de l’état associée :

dx
— = f(t,z(t), c(t

R A (EULD -
x(to) = 2(0)

Pour minimiser le nombre des infectés et la concentration des contaminants dans
l’environnement, on résout le probleme suivant :

L C(t) c Uad,t c [O,tf].
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Avec U,y l'ensemble des controles admissibles.

3.2 [Existence et unicité du controle optimal

L’objectif consiste a étudier I'existence et 'unicité de la solution du probléme
de controle optimal. Pour cela on applique le principe de Pontryagin. On détermine
d’abord 1" Hamiltonien du probléme.

Définition 3.2.1
Soit H:R x R3 x R?® x R3®— R I’ Hamiltonien du probléme, on a :

H(t,z,q,¢) = g(t,z,c)+ (g, f(t,z,c))
i.e, pour x = (S,1,C),c = (c1,c2,¢3) et q=(q1,q2,q3)

H(t,x,q,¢) = g(t,z,c) + (q1, fi(t,z,¢)) + {q2, fo(t, 2, ¢)) + (g3, f3(t, x, C)).

3.2.1 L’équation de I’état adjoint

Définition 3.2.2
Soit x : [0,t5] — R3 Uétat associé du probleme, ¢ : [0,t;] — R3 le controle
optimal et q : [0,¢;] — R3 ["état adjoint du probleme. Alors q est l'unique solution
du systeme differentiel suivant :

dg  OH

= —— 2, 2(2),q(t), c(t
= St alt),alt), o) "

q(ty) = W'(x(ty))
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c’est a dire

' % =-—Ki—qgb+q(m+ (b ;{m)N) + qra1(1 — e3) I + qras(1l — 2)C
+qrc1 — @ar(1 — e3) ] — qas(1 — 2)C
e = (=Pt (1 )8 + g+ ol + )
—gpa1(l — c3)S — gskr (1 = CO)
95 _ Ky + qraa(1 - )8 — gran(1 — ¢ ‘
p 6+ qras(1 — 2)S — grag(1 — ¢3)S + gs(k1 1 + kacs)
Q(ty) = K3
@a(ty) = Ky
( a3(ty) = Ko.

(3.5)

3.2.2 Existence et unicité du controle optimal

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a l'existence et I'unicité d’'un controle opti-
mal pour le systéme (3.1)).
Nous remarquons que ’ensemble des controles admissibles U,y est, par définition
fermé et borné. Il est aussi convexe car [Cimin, Cimaz) X [Comin, Comaz) X [C3min, C3maz)
est convexe dans R?. Tl est évident qu’il existe un triplet admissible (¢ (¢), c2(t), c3(t))
pour le probléme.

Théoréme 3.2.3 (Principe du minimum de Pontryagin)
Soit z(t) Uétat associé du systéme, c¢’est a dire z(t) solution de M, et q(t) I’état
adjoint. Alors le controle optimal c(t) est la solution du probléme suivant :

min F(c), avec F(c)=H(t,z(t), q(t),c(t)).

preuve 3.2.4
Nous avons F continue, car I’Hamiltonien est de classe C*. Par ailleurs la matrice
hessienne Hp(c) de F en ¢ a pour valeurs propres ay, as,0. i.e
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(05} 0 O
HF(C) = 0 (6%) 0
0 0 0

On voit que Hp(c) est semi-définie positive pour tout ¢ € R3,
Par conséquent F est convexe.

Vérifions que F est coercive :

en effet soit ¢ = (c1,c2,¢3) on a :

1 . . 1
F(c) = 5(6“6% + azcé + C%) — 5(% + {q.f(t,z,c)) + K4S + K5I + K¢C

I 1
> émm{ahaz, el” - 5“03”2
+ (g, f(t,2,0)) + KuS + K51 + KoC
d’ou
lim F(c) = +o0

llell o0

d’ou F est coercive.
F étant continue, conveze et coercive alors elle admet un unique minimum. D’ou
Pezistence et 'unicité d’un controle optimal ¢ solution du probléme (P).

3.3 Caractérisation du controéle optimal

D’aprés ce qui précéde le controle optimal € est un point critique de F. C’est a
dire VF(c) = 0. Ce qui donne le systéme suivant :

a1C1 — q15' =0 (1)
Q9Co + agSC'(ql - QQ) - Q3C/€2 =0 (2) (36)
a1S1(q1 — ¢2) = 0. (3)

De ’équation (3) on obtient ¢; = go. Ceci combiné aux équations (1) et (2) donne
respectivement :

Ainsi, le controle optimal est donné par :

¢ = min(1, max(0, Ch—)),
ai
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q3koC

))-

Par ailleurs puisque ¢; = ¢» en remplacant ¢; et ¢, par leurs valeurs le systéme
(Q) se réduit au systéme suivant :

¢y = min(1, max(0,

( G = —Ks—k(1-0C)gs
Gs = —Ke+kilgs+ ﬁ—%@q%
Qo (3.7)
a(ty) = K.
\ QS(tf) = K.

3.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques du modéle sans
controle et le modéle controlé présentés et étudiés ci-dessus. Dans le modéle controlé,
nous avons défini I’état associée du systéeme, ’état adjoint du systéme et les ex-
pressions des paramétres du controle au stade optimal. L’algorithme décrivant la
méthode d’approximation pour obtenir le controle optimal est 1’algorithme inspiré
de ceux utilisés par H. Laarabi et al. [26] ainsi M.Barro et al.,. L’algorithme uti-
lisé ici est une variation numérique de la méthode d’Euler direct avec un pas h.
Nous écrivons la méthode d’Euler direct pour I’'état associée du systéme et ’état
adjoint. Les valeurs des paramétres utilisés sont tirées de la littérature et sont don-
nées ci-dessous : p = 0.05;b = 0.1;m = 0.06; K = 1.82 x 10°;a; = choisir;as =
choisir; ki = choisir; ko = 1.82.

20



Dynamigue du systéme (2.1) en fonction du temps

0.8 4

=]
[=2]

e Susrceptibles
rifeckés
| |/===contamination de I'envirennement

[}
o

Fraction of population

0.2 -

0.0 4

years

FIGURE 3.1 — Dynamique du systéme (2.1) en fonction du temps avec k; = 2,
a)p = 067 a9 — 1.5

La figure présente la dynamique de la maladie sans controle, c’est a dire
pour ¢ = ¢y = c3 = 0.
On constate que pour les cing premiéres années :
x Plus le temps passe, plus la fraction du nombre infectés augmente. On passe de
0,1 4 0,9 en cinq ans.
x Plus le temps passe, plus la fraction du nombre d’animaux susceptibles diminue.
On passe de 0,9 a 0,1 en cinq ans.
* La fraction de I’environnement contaminé augmente considérablement. Ce taux
passe de 0,1 & 0,4 et est en phase avec 'augmentation du nombre d’animaux in-
fectés.
A la fin de la cinquiéme années, tous les dynamiques se stabilisent.
Regardons la dynamique de la maladie avec controle.
Notons qu’on prend en compte les deux modes de transmissions.

La figure (3.2) présente la dynamique de la maladie avec controle pour ¢; # 0,
Co 7& O, C3 = 0.
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Dynamique du systéme avec controle en fonction du temps
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FIGURE 3.2 — Dynamique du systéme avec controle en fonction du temps avec
k‘l = 27 a; = 067 a9 = 1.5

On constate que :

x Plus le temps passe, plus la fraction des susceptibles augmente.

x Plus le temps passe, plus la fraction des infectés diminue de fagon progressive et
a tendance a disparaitre.

x Plus le temps passe, plus la fraction de I'environnement contaminé diminue. A
partir de la cinquiéme années I’environnement n’est plus contaminé.

Nous voyons que la maladie est présent durant les deux premiéres années et tend
vers l'extinction . Ainsi aucune matiére virulente n’est présent dans ’environne-
ment. Cela veut dire que aucun animal n’est infectés dans le troupeau et on se
retrouve avec une population ovine composée a 100% de susceptibles. Donc nous
avons ici un signe d’extinction de la maladie.

A la lumiére de ces résultats, nous pouvons constater qu’avec la campagne de vac-
cination et une désinfection de ’environnement durant les deux premiéres années,
la brucellose ovine disparait dans I’environnement. Nous en concluons que la conta-
mination de ’environnement peut jouer un role important dans la persistance de
la maladie mais aussi dans la maitrise de I'épidémie.

52



93



Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a 1I’étude mathématique et du
controle optimal du modéle de la brucellose ovine intégrant une transmission di-
rect et une transmission indirect proposé dans (Ainseba et al..2010)[2]. Théorie
et pratique ont été allié pour s’assurer de 'authenticité des hypothéses émises et
théorémes énoncés.

Dans le premier chapitre, nous avons fait I'essentiel des rappels sur les équations
différentielles ordinaires, les systémes monotones et la théorie du controle optimal.
L’essentielle du travail de ce mémoire a été fait dans la deuxiéme et troisiéme cha-
pitre. Nous avons fait ’étude, ’analyse mathématique et le contréle optimal du
modéle de la brucellose ovine.

Dans la premiére section du chapitre 2, nous avons étudié I'agent pathogéne res-
ponsable de la brucellose : la brucellose melitensis. Nous avons découvert qu’elle
peut vivre plus de deux ans dans le milieu extérieur, en dehors de l'organisme.
Nous avons décrit les différents modes de transmissions de la brucellose et estimé
son impact sur la santé publique, ’économie, la production et la reproduction ani-
mal ainsi que les pertes importantes qu’elle engendre pour les éleveurs.

Dans la deuxiéme section consacré a la mise en ceuvre du modéle, les hypothéses
sur lesquelles se sont basées les auteurs pour établir le modéle ont été données.
Les parameétres du modéle ont été aussi décrit et bien détaillés dans cette méme
partie.

Dans la troisiéme section nous avons étudié le comportement asymptotique du
modéle. Nous avons simplifié le modéle proposé et montré les propriétés du mo-
déle(existence, unicité, la positivité et la bornitude des solutions) du systéme réduit
dans le but de justifier que le probléme est bien posé. Nous avons déterminé les
équilibres du modéle réduit. L’équilibre sans maladie existe toujours et on peut
espérer avoir un équilibre endémique si la condition

k
a K + agk—lK > (1—p)b
2

est vérifié. Ensuite nous avons donné 'expression du taux de reproduction de base
Ry. Tl s’écrit sous la forme Ry = Rgirect 4 Rindirect oy Rdirect congtitue la contri-
bution de transmission direct et RIrect celle de la transmission indirecte. Nous
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avons démontré en utilisant les théorémes de stabilité dans (Hirsch, 1981)[20] que :
e Si Ry < 1, Iéquilibre sans maladie est globalement asymptotique stable.

e Si Ry = Rdreet < 1 c’est a dire que l'on tient en compte que la transmission
direct (ag = 0), alors I’équilibre endémique est stable.

e Si Ry < 1 et que le taux d’infection indirecte ay = 0 est strictement positif, alors
I’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a la formulation du modéle de
controle optimal de la brucellose ovine. Nous avons fait I’énoncé du probléme de
contréle optimal au niveau du premier section d’ou 'objectif est d’inclure dans le
modéle des controles tels que la vaccination, 'effet de sensibilisation et la désin-
fection de 'environnement afin de limiter au mieux la contamination.

Dans la deuxiéme section nous avons parlé de ’état adjoint du systéme et le prin-
cipe du minimum de Pontryagin(un probléme de minimisation pour réduire le
nombre infectés) qui nous a permis de montrer l'existence et I'unicité des solutions
du controle optimal.

La troisiéme section constitue la caractérisation du contéle optimal ot nous cher-
chons a déterminer les controles grace au gradient de ’Hamiltonien déja défini.
Nous avons proposé des simulations numériques pour le modéle sans controle et le
modéle avec controle.

La brucellose est une maladie présente depuis des décennies et persiste toujours
dans les pays en voie de développement. Ses conséquences sont lourd et désas-
treuses. Pallier ce probléme que représente cette maladie est un enjeu majeur pour
ces pays. La simulation du modéle sans controle montre que la contamination
de 'environnement joue un role déterminant dans la persistance de la brucellose.
Cependant une désinfection de I’environnement et une campagne de vaccination,
résulterait une extinction de la brucellose. Ainsi nous arrivons a réduire le nombre
d’individus infectés.

Avec la campagne de vaccination et la campagne de désinfection, nous arrivons a
limiter le nombre infectés dans ’environnement. Ainsi on voit qu’une stratégie de
controle serait mieux que d’abattre les animaux. Notons que la diffusion spatiale
et la chronologie de I'infection ne sont pas prise en compte dans 1’élaboration de
ce modéle.

La prise en compte de ces aspects dans ’élaboration des deux modéles(sans controle
et avec controle) de la brucellose pourrait susciter de nouveau travaux d’une im-
portance capitale et d’enjeu majeurs.
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