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Prologue

1 Présentation du probléme

Un marché public est un contrat conclu a titre onéreux, entre un acheteur public
appelé autorité contractante et des personnes publiques ou privées, et qui répond a
un certain nombre de critéres consignés dans un cahier de charges, le dossier d’appel
d’offres, établi par 'autorité contractante. Au Sénégal, la réglementation prévoit
trois types de marchés : fournitures, prestations intellectuelles, services et travaux.
Lorsque la subdivision du marché est susceptible de présenter quelques avantages
techniques stratégiques ou financiers, les travaux, fournitures, prestations ou services
sont répartis en lots (ou allotis) donnant lieu chacun a un marché distinct. Le code
des marchés publics stipule, en son article 47 : «Le dossier d’appel d’offres fixe le
nombre, la nature et 'importance des lots, ainsi que les conditions imposées aux
candidats pour souscrire & un ou plusieurs lots et les modalités de leur attribution
et indique que la Commission d’évaluation des offres attribuera les marchés sur
la base de la combinaison des lots la moins disante.» La « combinaison la moins
disante », autrement dit le marché sera attribué de telle sorte que la somme des prix
de revient des différents lots soit minimale. Nous voila donc confrontés a un probléme
d’optimisation, une minimisation pour étre juste. Il arrive trés souvent et pour des
raisons stratégiques que le nombre total de lots pouvant étre attribués a un candidat
soit limité a un, deux, trois, etc, en dépit de la possibilité de postuler a tous les lots.
Au terme de 'attribution, tout candidat qui se voit attribuer un nombre de lots
dépassant la limite fixée, devra céder des lots. Dans ce cas, il revient exclusivement a
I’autorité contractante le droit de faire céder ou de réattribuer les lots dans le but de
minimiser le prix de revient total du marché, selon le contexte. C’est justement cette
limitation du nombre de lots susceptibles d’étre attribués a un seul candidat qui rend
le probléme intéressant et constitue la contrainte liée a I'optimisation sus évoquée.

2 Modélisation mathématique du probléme et moti-
vations

Considérons un marché subdivisé en p lots Ly, Lo, ..., L, auxquels ont postulé les
n candidats C, Cy, ..., C,. Notons ¢;; le prix proposé au lot L; par le candidat C}.
Appelons X = (2; ;) ¢, j)e[1,plx[1,n] la matrice d’attribution définie de la maniere
suivante :

Si le lot L; est attribué au candidat Cj, z; ;=1. Sinon,z; ;=0.

Ainsi, X € M, ,({0,1}) espace des matrices & p lignes, n colonnes et a coefficients

dans {0, 1}.



2 PROLOGUE

Désignons par r € [1, p] le nombre maximum de lots pouvant étre attribué a un
candidat.
Remarque.

—  On peut supposer que chaque candidat postule a chaque lot quitte & admettre
que ¢; ;=M avec M exagérément grand lorsque le candidat C; ne compétit
pas sur le lot Lj;.

— Dans la réalité, on a n > p puisque le nombre de candidats dépasse souvent

de loin le nombre de lots.

Venons-en aux équations :
Chaque lot ne peut étre attribué qu’a un unique candidat se traduit par :

ViE{l,Q,...,p}, ZZBZ‘J’:]_ (51)

j=1

Un candidat ne peut gagner plus de r lots :

p
Vie{l,2,...,n}, me-é?“ (&)

i=1
Pour chaque i € {1,2, ..., p}, le prix de revient du lot L; sera :

P=Y ez (&)
j=1

Enfin le prix de revient total du marché sera :

n p n
P:Z P; :Z Z Ci,j %5, 5 (&)
i=1

i=1 j=1

L’objectif de notre travail est de proposer un algorithme ad-hoc qui résout le pro-
bléme de minimisation du prix de revient total P défini dans 1’équation &4, sous
les contraintes des équations & et & en laissant varier la matrice d’attribution
X = (2i,5)(.5)elL,p)x 1,0l

. P n
min i=1 ijlci,jl’i,j

X= (ZL‘@'J) € Mp,n({oa 1})
Vie{l,2,...p}, Z;L:lxi,j =1,
VJ € {17 2, "'7n}7 Z?:l Li,j ST

(P):

Il y a un demi-siécle, Harold W. Kuhn a publié deux articles célébres [12] [13]
présentant 1’algorithme Hongrois, la premiére méthode en temps polynomial pour
résoudre le probléme d’affectation qui est un cas particulier du probléme (P). Ce
résultat historique a permis pour la premiére fois de résoudre des problémes du
monde réel qu’aucun ordinateur ne pouvait jusqu’alors gérer. L’algorithme Hongrois
et d’autres résultats fondamentaux sur la programmation entiére et linéaire ont
donné naissance & un nouveau domaine de recherche, aujourd’hui connu sous le nom
d’optimisation combinatoire.
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Les problémes d’optimisation combinatoire sont simples en apparence. En général,
leur résolution s’avere tres difficile et a nécessité la création d’outils mathémati-
ques et algorithmiques qui constituent un corpus de connaissances ayant a la fois
une grande richesse théorique et une forte cohérence interne. Le mot combina-
toire évoque, outre le caractére fini de I’ensemble objet de I'étude, le cardinal trés
grand de cet ensemble ; ou plutot l'existence d’une « structure » qui, a partir d’un
nombre limité d’éléments, permet d’engendrer une quantité astronomique de situa-
tions & comparer. De maniére générale, le schéma suivant est typique des problémes
d’optimisation combinatoire : on se donne un ensemble fini £ de cardinal n mais
on s'intéresse a une partie P(F), famille de sous ensemble de E ; P(E) est de
cardinal 2". Il est alors clair que la procédure triviale de recherche de solution
par énumération de ’ensemble des cas, si elle est théoriquement possible, conduit
a des procédures non efficaces.

3 Approche et travail effectué dans ce mémoire

L’objectif de ce mémoire est de proposer et implanter un algorithme ad-hoc efficace
de résolution du probléme d’optimisation (P). Pour ce faire, nous allons procéder
de la maniére suivante :

1. Notion préliminaire. Dans cette partie, nous introduisons les notions de
permutations, graphes, réseaux, ..., indispensables a la compréhension des
méthodes de résolution de notre probléme. Nous allons surtout insister sur
la notion de couplage en définissant les différents types de couplages puis
énoncer quelques théorémes fondamentaux liés a cette notion et étudier deux
méthodes de constructions de certains couplages.

2. Etude d’un cas particulier bien connu du probléme. Il s’agit du cas
ol les contraintes & sont remplacées par les équations

Vje{l,2, n}z z;=1.
=1

Ces derniéres équations imposent a chaque candidat de gagner exactement un
lot. Ce probléme est connu sous le nom de probléme de somme linéaire d’affec-
tation (PSLA). Nous allons commencer par définir le probléme. Ensuite,
nous allons faire une interprétation fonctionnelle, matricielle et graphique
du probléme. Nous allons aussi proposer une approche géométrique du PSLA
dans laquelle nous mettrons en évidence son équivalence avec un programme
linéaire continue. Enfin, aprés avoir montré l'inefficacité de la méthode du
simplexe dans la résolution de notre probléme, nous allons présenter et implé-
menter deux approches de la méthode Hongrois qui est la premiére méthode
de résolution en temps polynomial du PSLA.
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3. Généralisation des algorithmes de résolution de problémes d’affec-
tation. Dans cette partie, nous allons généraliser ’algorithme Hongrois pour
résoudre le probléme (P) sus évoqué. Pour résoudre un probléme d’affecta-
tion, I’algorithme Hongrois, a travers un systéme de chemins d’augmentations,
effectue le processus d’affectation en respectant les contraintes du probléme,
c’est a dire chaque lot est affecté & un seul candidat et vice versa. Notre
idée est de permettre aux candidats d’avoir plus d’un lot. Ainsi, tant qu’un
candidat n’a pas atteint le nombre d’affectations maximum, 1’algorithme peut
I'utiliser pour affecter un nouveau lot.

4. Implémentation des différents algorithmes. Pour 'implémentation des
algorithmes étudiés et celui adapté, nous avons utilisés le langage de program-
mation Python. C’est un langage qui dispose de structures de données de
haut niveau et permet, grace a ses bibliothéques spécialisées, une approche
simple mais efficace de la programmation scientifique. Nous avons travaillés
essentiellement avec la bibliothéque networks pour la manipulation des gra-
phes et la bibliotheque numpy pour celle des matrices. Aussi, nous avons
utilisés les objets set et list pour les ensembles et les dictionnaires pour
les étiquetages.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions mathématiques nécessaires a la
compréhension des problémes abordés dans ce mémoire. Pour une étude détaillée
de ces notions, le lecteur peut consulter les ouvrages [3][9]

1.1 Les permutations

En mathématique, la notion de permutation exprime l'idée de réarrangement
d’objets discernables. Une permutation d’objets distincts, rangés dans un certain
ordre, correspond & un changement de l'ordre de succession de ces objets. La per-
mutation est une des notions fondamentales en combinatoire. Elle intervient naturel-
lement dans les problémes d’optimisation combinatoire.

Définition 1.1. (permutation.) Soit U un ensemble fini. On appelle permutation
de U, une application bijective de U dans U. On note S,, l’ensemble des permutations
d’un ensemble fini a n éléments. Le cardinal de S,, est n!.

Les permutations sont décrites en placant les éléments qui vont étre permutés
dans I’ordre naturel sur une premiére ligne, et leur image respective sur une deuxiéme
ligne. Ainsi, une permutation ¢ d’un ensemble U={1,2,...,n} s’écrit :

<90(11) o @?n))

Il arrive également qu'une permutation ¢, d’'un ensemble U = {1, ..., n} an
éléments, soit désignée par la liste (¢(1), ..., ¢(n)) des images de 1, ..., n. Ainsi, la
permutation

(1234567
7“\2 137645
peut étre désignée par ¢ =(2,1,3,7,6,4,5).

Définition 1.2. (matrice de permutation) Une matrice carrée de taille n X n,
X = (xi;) est dite de permutation si elle vérifie les propriétés suivantes :

d V(i,j)e[[l,n]]x[[1,71]],1‘@']':{0,1},‘
o Vie[l,n], Z;Ll zi;=1 (il y a un et un seul 1 par ligne);
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o Vje[l,n], >0 \wij=1 (il y a un et un seul 1 par colonne).

A chaque permutation ¢ d'un ensemble U={1,2,...,n} correspond une unique
matrice de permutation de taille n x n, X,= (z;;) définie par :

L st ()=
fL’ij =
0 sinon.

Exemple. La permutation définie par ¢ = (2, 4, 3, 1) correspond a la matrice de
permutation

_— o O O
S O O
O = O O
SO = O

1.2 Graphe

De maniére générale, les graphes permettent de représenter les relations entre les
éléments d’un ensemble. Ils constituent donc une méthode de pensée qui permet de
modéliser une grande variété de problémes en se ramenant a 1’étude de sommets et
d’arcs : réseaux de communication, réseaux routiers, interaction de diverses espéces
animales, circuits électriques, etc. Dans cette section, nous introduisons quelques
notions de bases de la théorie des graphes. Pour plus d’informations sur le sujet, le
lecteur pourra consulter I'ouvrage [9].

Définition 1.3. (graphe simple) Un graphe simple fini G=(S; E) est défini par
la donnée des ensembles S ={s1,S,...,S,} (ses sommets) et E={ey,es,...,en} (ses
arétes).

Une aréte e est définie par une paire non ordonnée de sommets, appelés les
extrémités de e. Si l'aréte e relie les sommets u et v, on dira que ces sommets sont
adjacents, ou incidents avec e, ou bien que l’aréte e est incidente avec les sommets
U et v.

Exemple.
1 “+
2
-
3 5
S={1,2,3,4,5,6,7}
E={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5), (4,6),(6,7)}

Figure 1.1. Graphe simple
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Définition 1.4. (graphe orienté) Un graphe orienté fini G = (S; E) est défini
par les ensembles S ={s1, sa,..., 5.} (ses sommets) et E={ey, e, ...,en} (ses arcs).
Un arc e est défini par une paire ordonnée de sommets.

Ainsi Uarc e = (u,v) va de u vers v. On dit aussi que u est l’extrémité initiale
de e ou prédécesseur de v et v est [’extrémité finale de e ou successeur de u.

Exemple.
b
[
a - d
[

S={a,b,c,d,e}, E={(a,b),(b,c),(c,d),(d,e),(e,b),(e,a),(e,c)}

Figure 1.2. Graphe orienté

Remarque. Lorsqu’on donne un sens aux arétes d’un graphe simple, on obtient un
graphe orienté.

Définition 1.5. (graphe connexe, graphe complet) Soit G=(S; E) un graphe.

— G est dit connexe s’il est possible, a partir de n’importe quel sommet, de
rejoindre tous les autres en suivant les arétes.

— G est dit complet si chaque sommet du graphe est relié directement a tous les
autres sommets.

Définition 1.6. (graphe partiel, sous graphe) Soit G=(S; E) un graphe.

—  Le graphe G'=(S; E’) est un graphe partiel de G, si E'CE . Autrement dit,
on obtient G’ en enlevant une ou plusieurs arétes au graphe G.

—  Soit ACS. Le sous graphe de G’ induit par A est le graphe G' = (A; E(A))
dont l’ensemble des sommets est A et l’ensemble des arétes E(A) est formé
de toutes les arétes de G ayant leurs deux extrémités dans A.

Définition 1.7. (graphe biparti) Un graphe fini G = (S; E) est dit biparti si S
peut étre partitionné en deuxr sous-ensembles disjoints U et V tel que chaque aréte
de E relie un sommet de U a un sommet de V et qu’il n’y ait pas d’aréte qui relie
deuz sommets d’un méme sous-ensemble. On le notera G=(U,V; E).

Exemple.
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1 1°
2 @2
3 @ 3

4°

U= {1, 2, 3}, V= {1/, 2.3 4/}
E= {(1’ 2/)7 (1’ 31)’ (27 3/)’ (3’ 11)’ (374/)}

Figure 1.3. Graphe biparti

Remarque. Un graphe biparti n’est rien d’autre que le graphe d’une correspon-
dance.

Définition 1.8. (degré) Le degré d’un sommet s € S, noté d(s), est le nombre
d’arétes incidentes a s. Le degré du graphe est le degré maximum de tous les som-
mets. Un graphe est dit k-régulier si tous ses sommets sont de degré k.

Exemple. le graphe simple de la Figure 1.1 est de degré 5.

Comme pour les permutations, a chaque graphe fini correspond une unique
matrice & coefficients dans {0, 1}. Il est plus pratique d’utiliser la représentation
matricielle d'un graphe lorsqu’on souhaite le traiter automatiquement par des algo-
rithmes. Dans le cas des graphes bipartis, la définition suivante permet d’accéder
a une représentation matricielle.

Définition 1.9. (matrice d’adjacence d’un graphe.) Soit G = (U, V; E) un
graphe biparti fini. On appelle matrice d’adjacence A=(a;;) du graphe G la matrice
de taille \U| x |V| définie par :

1 si(i,j)eF
Qi3 =
0 sinon.

Définition 1.10. (le permanent d’un graphe biparti) Soit G = (U, V; E) un
graphe biparti avec |U|=|V'|. On appelle permanent de G le nombre d’applications
bijectives distinctes que l'on peut extraire de la correspondance représentée par G.
On le note per(G) ou per(A) si A désigne la matrice d’adjacence de G.

Proposition 1.11. Soit G = (U, V; E) un graphe biparti avec |U| = |V|=n de
matrice d’adjacence A= (ai,j)(i,j)e[[l,n]]x[[l,n]]' Ona :

per(A) = Z A1(1)A2¢(2)- - -Anep(n) (1.1)

PESH
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Remarque. Le produit A1 5(1)A24(2)---Anp(n) = 1 S1 ¢ est une permutation et 0 sinon.
Ainsi per(G) compte bien le nombre de bijections différentes que 'on peut extraire
de la correspondance représentée par le graphe biparti de matrice d’adjacence A.
Déterminer per(G) est un probléme NP-difficile.

Définition 1.12. (matrice d’adjacence complémentaire) Soit G = (U,V; E)
un graphe biparti. La matrice d’adjacence complémentaire B = (b;;) est une matrice

de taille \U| x |V| définie par :

0 si(i,j)€E,
bij:

1 sinon.

Remarque. Les indices (7, j) pour lesquels la matrice d’adjacence A= (a; ;) d'un
graphe biparti admet 0 comme entrée sont exactement ceux pour lesquels sa matrice
d’adjacence complémentaire admet 1 comme entrée et vice versa.

1.2.1 Couplage

Définition 1.13. (couplage) Soit G = (U,V; E) un graphe biparti. Un couplage
M de G est un sous-ensemble d’arétes de G tel que chaque sommet de G rencontre
au plus une aréte dans M.

1 /.1’

2 ® 2

Exemple.

3@ @3

@4
M={(1,2'),(3,4")} est un couplage
M'={(1,3'),(2,3)} n’est pas un couplage

Figure 1.4. Couplage d’un graphe

Remarque. Soit G = (U, V; E) un graphe biparti. Il est important de remarquer
qu'un couplage M de G est le graphe d’une fonction injective extraite de la
correspondance représentée par le graphe biparti G. Ainsi il y’a autant de couplage
que de fonctions injectives extraites de la correspondance représentée par G.
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Soient G = (U,V; E) un graphe biparti et M C E un couplage de G. Il est parfois
possible de construire un nouveau couplage M’ de G en adjoignant & M une ou
plusieurs arétes de E'\ M.

Définition 1.14. (couplage maximal) Soient G=(U,V; E) un graphe biparti et
M C E un couplage de G. Le couplage M est dit mazximal s’il ne peut étre agrandi
par adjonction d’une aréte de E\M.

Exemple.
1 1’

2 @ 2’

3 ./ ® 3

e

Figure 1.5. Couplage maximal

Soient G = (U, V; E) un graphe biparti et M D’ensemble des couplages de G.
L’ensemble M est fini car inclus dans P(E)(ensemble des parties de E) qui est fini
de cardinal 2/F.

Définition 1.15. (couplage maximum) Soit G=(U,V; E) un graphe biparti et
M Uensemble des couplages de G. On appelle couplage maximum de G et on note
M ax tout couplage de G de cardinal max {|M |, M € M}. Ainsi

| M| = max {| M|, M € M}.

Exemple.
1@ 1’

2 @4 @2

3 QK. 3’

L

Figure 1.6. Couplage maximum
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Définition 1.16. (couplage parfait) Soit G=(U,V;E) un graphe biparti tel que
|U|=|V|. Un couplage M de G est dit parfait si |M|=|U].

1@ F Yk

20~ X072

™~

3 ® 3

1@ 4’

Figure 1.7. Couplage parfait

Remarque. Un couplage parfait peut étre vu comme le graphe d’une application
bijective extraite de la correspondance représentée par (G. Décider de 'existence
d’un couplage parfait sur un graphe biparti donné est une étape importante dans la
résolution de la majeure partie des problémes faisant intervenir des graphes bipartis.
Le probléme est connu sous le nom de probléme de couplage biparti parfait.
Remarquons que le nombre de couplages parfaits distincts que 'on peut extraire
d’un graphe biparti G est égal a per(G).

1.3 Réseaux de transports

Les réseaux de transports peuvent étre vus comme des graphes orientés munis d’une
structure supplémentaire. La théorie résultante posséde une grande variété d’appli-
cations dans la modélisation et I’analyse des réseaux de transport urbain, les réseaux
de télécommunication, etc. Dans cette section, nous présentons quelques notions de
bases sur ce sujet. Pour une étude détaillée, le lecteur peut consulter 'ouvrage [9].

Définition 1.17. (réseau) Un réseau N =(N, A, q) est un graphe orienté G=(N;
A) muni d’une application d’arcs qg: A— R*Y qui vérifie les conditions suivantes :
— Il emiste un sommet s € N, appelé source, qui n’a pas de prédécesseur;
— Il emiste un sommet t € N, appelé cible, qui n’a pas de successeur;
—  Chaque sommet du graphe se trouve sur le chemin de la source a la cible;

— Il n’existe pas deuz arcs opposés reliant deur mémes sommets (graphe anti-
symétrique);

Les éléments de N sont appelés des noeuds, ceur de A des arcs et q est appelé la
capacité des arcs.

Exemple.

11
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Figure 1.8. Réseau

1.3.1 Flux dans un réseau

Définition 1.18. (flux) Soit N =(N; A, q) un réseau de source s € N et de cible
t € N. Un flur dans le réseau N ou un (s, t)-flur est une fonction f: A — R
satisfaisant les conditions suivantes:

Z f(@,7) Z f(j,k),VjeN\{s,t} (1.2)

(i,7)€A (7,k)eA

0 < f(i,7) < q(i, ),V (i,j) € A (1.3)

Remarque. La condition (1.2) exige que le flux entrant dans un noeud j soit égal
au flux qui en sort. Elle est connue sous le nom de loi de conservation du flux. La
condition (1.3), appelée contrainte de capacité, impose que le flux qui traverse un
arc ne soit pas supérieur a sa capacité.

Définition 1.19. (valeur d’un flux) La valeur Z(f) d’un flux dans un réseau
N =(N; A, q) de source s€ N et de cible t € N est définie par la formule suivante :

Zfsz ijt (1.4)

(s,0)€A (7,t)eA

Remarque. Dans un réseau donné, la recherche de flux a valeur maximale est un
probléme fondamental étroitement lié aux questions de dimensionnement dans les
applications pratiques comme les réseaux de télécommunications, de transports et
d’assainissements.

1.3.2 Coupe d’un réseau

Définition 1.20. (coupe) Soit N = (N, A, q) un réseau de source s et de cible t.
Une (s,t)-coupe C du réseau N est une partition (X, X) de l’ensemble des neeuds
N telle que s€ X ette X.

On désigne par 01 (X)etd~(X) les sous-ensembles d’arcs suivants :

oH(X):={(i,j)eAlie X, jeX}
6 (X):={(i,j)eA|jeX,ie X}
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IX)=0"(X)Udt(X) est appelé cocycle du réseau.

Définition 1.21. (valeur d’une coupe) Soit N'= (N, A, q) un réseau de source
s et de cible t et C = (X, X) une (s,t)-coupe quelconque de N. On appelle valeur
de la (s,t)-coupe C' la quantité :

@)= S gl (L5)

(i,7)€H(X)

Lemme 1.22. Soient N'=(N, A, q) un réseau de source s et de cible t et C' = (X,

X) une (s,t)-coupe quelconque de N. La valeur Z(f) d’un (s,t)-fluz f dans le réseau
N vaut :

Z(Hh= > [l — >, [f(i.5) (1.6)

(4,5)€6T(X) (4,5)€67(X)

Démonstration. Ajoutons dans le réseau N = (N, A, q) un arc fictif (¢,s) de capa-
cité infinie qu’on appellera arc de retour. La loi de conservation du flux implique :

VieX, Y f(i,5) — >, fU.k)=0.

(i,j)eA (7,k)eA

Sommons ces égalités sur tous les sommets de X. Les flux sur les arcs ayant leurs
deux extrémités dans X vont s’éliminer et, si Z(f) est le flux sur l'arc retour, il
restera :

(4,5)€57(X) (4,7)€H(X)

Lorsqu’on transpose, on obtient le résultat annoncé. 0]

1.4 Théoréme du mariage et existence de couplage

Dans la section 1.2 nous avons évoqué le probléme du couplage parfait dans un graphe
biparti et de son importance dans la résolution de certains problémes d’optimisation
combinatoire. Dans cette section nous allons énoncer des théorémes fondamentaux
liés & cette notion et les relations entre ceux-ci. Pour plus de détails le lecteur
peut consulter [3].

Définition 1.23. (ensemble des voisins d’un sommet) Soit G=(U,V; E) un
graphe biparti avec U={1,2,...n} et V={1,2,...,s}. Pour tout i €U, ’ensemble
des voisins de i, noté N (i), désigne l’ensemble de tous les sommets connectés a i
par une aréte de E :

N@) :={jeV|(,j)eE} (1.7)

Soit U'une partie de U. On désigne par N(U') l'union des voisins des éléments de U’:

NU" =] N(). (1.8)

ey’

13
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Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour ’existence

d’un couplage de G = (U,V; E) de cardinal |U|.

Théoréme 1.24. (Hall) Soit G = (U, V; E) un graphe biparti. Il est possible de
coupler chaque sommet de U avec un sommet de V si et seulement st

VU CU, |[U|<|NU) (condition de Hall) (1.9)

Si en plus, nous supposons que |U| = |V|, nous pouvons exprimer le Théoréme
1.24 comme suit:

Théoréme 1.25. (théoréme du mariage) Soit G=(U,V; E) un graphe biparti
avec |U|=|V|. Il existe un couplage parfait dans G si et seulement si G satisfait la
condition de Hall.

Démonstration. du Théoréme 1.24

e Montrons que la condition est nécessaire.

Supposons qu’il soit possible de coupler chaque sommet de U & un sommet
de V. Soit U’ C U. Puisqu’il est possible de coupler chaque sommet de U’
a un sommet de V alors N(U’) a au moins autant d’éléments que U’. Par
conséquent,

U <IN

e Montrons que la condition est suffisante c’est a dire si la condition de Hall est
vérifiée, il est possible de coupler chaque sommet de U a un sommet de V.
Pour cela nous allons procéder par récurrence sur le cardinal de U. Supposons
que la condition de Hall soit vérifiée.

Si |[U] =1, alors I’élément peut étre couplé & un de ses voisins au choix.

Supposons qu’il est possible de coupler tout les éléments de U de tout
graphe G = (U,V; E) qui remplit la condition de Hall avec |U|<k.

Soit G=(U,V; E) avec |U|=k+ 1 qui remplit la condition de Hall. Ainsi,
deux cas se posent & nous :

— YU'CU, |U|<|N(U')|. On choisit un sommet i € U’, on le couple
avec un de ses voisins j € N (i) C N(U’), en supprimant les sommets i,
7 et les arétes qui leurs sont incidentes, on obtient un nouveau graphe
G=(U,V;E),avec |U|=k. G remplit la condition de Hall. Car chaque
sommet i de U perd au plus un voisin. Donc G contient un couplage de
taille k& et si on ajoute e = (7, j) on obtient un couplage de taille k+ 1.

— AU C U, |U'| =|N(U")|. Grace a notre hypothése, nous pouvons
coupler chaque élément de U’ & un de ses voisins approprié. Nous
allons supprimer U’ et N(U’) et les arétes qui leurs sont incidentes.
Nous obtenons un graphe G' = (U, V; E) avec |U| < k. Montrons que
ce nouveau graphe remplit la condition de Hall.
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Supposons qu’il ne remplit pas la condition de Hall. Alors 3IW CU
tel que |W|> |Ng(W)|. On sait que Ng(W)=N(W)\ N(U’). Ainsi,

IN(UTUW)| = [NU)| + [IN(W) \ N(U)| = [NU)] + [Ne(W)] <
U+ |W]=|UUW|

Donc G ne remplit pas la condition de Hall. Ce qui est absurde. Par
conséquent, G remplit la condition de Hall. Puisque |U| <k, chaque
sommet de U peut étre couplé. Si on ajoute les couples de U’, on
obtient un couplage de cardinal |U|. ce qui conclut notre démonstra-
tion. 0

Corollaire 1.26. Tout graphe biparti k-régulier (k>1) admet un couplage parfait.

Démonstration. Soit G = (U,V; E) un graphe biparti k-régulier. Puisque k|U|=
> v @) =22,0d(5) =k|V], alors [U[ = [V|. Soient U’ C U, Ey 'ensemble des
arétes qui sont incidentes a U et Ey(ys) I'ensemble des arétes incidentes a N(U”).
Il est évident que Eyr C Enwr. Done k|U’'| = |Ey/| < |Enwn| = k|N(U')|. Ce qui
implique que |U’| < |N(U’)|. Par conséquent, G remplit la condition de Hall et
U[=[V]. O

Nous pouvons interpréter le Théoreme 1.24 de Hall dans le langage matriciel
en utilisant la matrice d’adjacence de G. La condition de Hall indique que, pour

k=1,2, .., n—1la matrice A ne contient pas de sous matrice nulle de taille
(k+1)x (n—k).

Théoréme 1.27. (Frobenius|[8]) Soit A une matrice de taille n x n avec 0 et 1
comme coefficients. La matrice A contient une matrice de permutation si et seule-
ment si, pour tout k=1,2,...,n—1, A ne contient pas de sous matrice nulle de taille

(k+1) % (n—k).

Corollaire 1.28. Chaque sous matrice de taille (k+ 1) X (n — k) de toute matrice
de permutation (n X n) contient au moins un coefficient de valeur 1.

Konig a prouvé un théoréme sur les couplages qui se révéle étre I'une des pierres
angulaires des algorithmes pour les problémes de couplage. Avant d’énoncer le théo-
réeme de couplage de Konig et prouver qu’il est équivalent au théoréme de Hall, nous
avons besoin de la définition suivante.

Définition 1.29. (couverture de sommets) Etant donné un graphe G, une
couverture de sommets dans G est un sous-ensemble C' des sommets de G tel que
chaque aréte coincide avec au moins un sommet de C.

Soient G = (U, V; E) un graphe biparti et C l'ensemble des couvertures de

sommets de G. L’ensemble C est non vide (car U UV € C) et fini (car inclus dans
P(UUV) qui est fini de cardinal 21V°V1).

15
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Définition 1.30. (couverture de sommet minimum) Soit G = (U, V; E)
un graphe biparti et C ’ensemble des couvertures de sommets de G. On appelle
couverture de sommets minimum de G et on note Cyyy, toute couverture de sommets

de G de cardinal min{|C'|,C €C}. Ainsi

|Crain = min {|C], C €}

Le Théoréeme suivant établit que le probléme de recherche de couplages et le
probléme de recherche de couvertures de sommets dans un graphe biparti sont duaux
dans le sens suivant : trouver un couplage maximal revient a trouver une couverture
de sommets minimale.

Théoréme 1.31. (théoréme de couplage de Konig[11]) Dans un graphe biparti
le nombre de sommets d’une couverture de sommets minimum est égal au nombre
d’arétes d’un couplage maximum :

|Cmin| - |Mmax|

b’

Figure 1.9. Couplage maximum (lignes gras) versus couverture de sommets minimum (sommets
carrés)

Nous montrons maintenant que le théoréme de Konig est équivalent au théoréme
de Hall.

Théoréme 1.32. Le théoréme de Hall est équivalent au théoreme de couplage de
Konag.

Démonstration. Soit G=(U,V; F) un graphe biparti.

1. Montrons que le théoréme de Hall implique celui de Konig. Soit M un cou-
plage de G et C' une couverture de sommets dans (G. Par définition d'une
couverture de sommets, tout élément de M rencontre au moins un élément
de C. Par définition d'un couplage, deux éléments distincts de M ne peuvent
rencontrer le méme élément de C. Ainsi, on a |M| < |C|. Reste a prouver
qu’il existe un couplage M de taille égale a celle d’une couverture de sommets
minimum dans G.
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Soit C une couverture de sommets minimum dans GG. On définit un nou-
veau graphe biparti G'= (U", V', E') avec U'=UNC,V'=V \C et E'=EN
(U’ x V). Supposons que ce graphe ne remplit pas la condition de Hall. Dans
ce cas il existe W CU" tel que |[W |> |N(W)|. C"=(U"\W)UNW)u(VNC)
est une couverture de sommets dans G. Car, chaque aréte qui a un sommet
dans UNC a un sommet soit dans U’\ W ou dans N(W). Les autres ont un
sommet dans VN C. Nous obtenons donc :

IC' = U \W|+ |NW)|+|VnC|<|U\W|+|[W|l+|VNnC|=
UNnC|+|vnC|=|C|

ce qui contredit '’hypothése selon laquelle C' est minimum. Donc, G’ remplit
la condition de Hall. Par conséquent, on peut coupler chaque élément de

UNC aunde V\C.

On définit un autre nouveau graphe biparti G”"=(U", V"; E") avec
U'=vnCc,V"=U\C et E"=EnNU"xV"). En suivant le méme
procédé on montre que G” remplit la condition de Hall. par conséquent,
on peut coupler chaque élément de VN C a un de U \ C. Ainsi il existe un
couplage M tel que |M|=|UNC|+|VNC|=|C].

2. Montrons que le théoréme de Konig implique celui de Hall. Soit G= (U, V;
E) un graphe biparti qui remplit la condition de Hall. Cela signifie qu’en
particulier chaque sommet de ¢ € U coincide avec une aréte e € E. Nous
savons que pour G le cardinal de la couverture minimum est égal & celui d’un
couplage maximum. Donc si nous montrons que U est une couverture de
sommets minimum alors son cardinal sera égal a celui du couplage maximum.
Ce qui prouvera Hall.

Soit C' une couverture de sommet quelconque dans G. Si U'=U \ C' #0),
alors il n’y a pas d’aréte qui a un sommet dans U’ et un autre dans V' \ C.
Donc N(U)C(VNC(C) et

ICl=UNCI+VNC[%Z[UNC[+[NU)| = |UNC|+|U'|=|U|

Selon le théoréme de Konig il existe un couplage de taille |U|. En d’autre
terme chaque sommet de U peut étre couplé a un sommet de V. 0]

Le théoréme de Konig est un cas particulier du théoréme de Ford-Fulkerson. Soit
N =(N, A, q) un réseau de source s et de cible t. Notons F ’ensemble des flux sur
le réseau NV :

F:={f:A—R|(1.2) et (1.3) sont satisfaites}. (1.10)
Notons X I’ensemble des coupes du réseau N :
X:={(X,X)|seX,teX et X6’ X=N}. (1.11)

Le théoréme de Ford-Fulkerson établit le fait que rechercher un flux de valeur maxi-
male et rechercher une coupe de valeur minimale sont deux problémes duaux.

17
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Théoréme 1.33. (Ford-Fulkerson|[7]) Soient N = (N, A, q) un réseau, F
l’ensemble de ses flux et X ’ensemble de ses coupes. On a :

ryggz(f)deigv(C) (1.12)

ot Z(f) et v(C) désignent respectivement la valeur du flux f et la valeur de la coupe

C.

Démonstration. Des équations (1.3), (1.5) et (1.6) découlent que pour tout flux
f et toute coupe C, Z(f) <wv(C). Le théoréme est donc triviale pour Z(f) = oo.
Supposons donc que Z( f) soit finie. Dans ce cas, si nous établissons qu’il existe un
flux f et une coupe C' = (X, X) telle que Z(f)=v(C), alors ce flux sera maximal
et cette coupe minimum.

Soient f un flux maximal, X et X deux sous ensembles de N définis par les trois
conditions suivantes :

1. seX;
2. siieX et f(i,5)<q(i,7), alors j € X (arc avant);
3.siieX et f(j,i)>0,alors j€ X (arc arriére).

Montrons que (X, X) est une coupe du réseau, c’est & dire que t € X. Si on avait
t € X, alors il existerait un chemin s = ng, nq, ns, ..., n; =t dans X qui relie s a t.
Pour tout k € [1,1], (nk, ng+1) est soit un arc avant, soit un arc arriére. Notons F
I’ensemble des arcs avants et B ’ensemble des arcs arriéres du chemin s = ng, ny, no,
.,y =t. On définit :

1= min q(i,7) = f(.5) et e= min f(i, ).
Soit e =min (e1,3) . On a £ > 0. Modifions maintenant notre flux f en ajoutant e
aux valeurs des flux de tous les arcs avants et en soustrayant € aux valeurs des flux
de tous les arcs arriéres. Nous obtenons un nouveau flux f’ qui, tel qu’il est défini,
obéit aux lois de conservation des flux et aux contraintes de capacités. Montrons
que sa valeur est égale & Z(f)+¢e. On a

Z(f/): fl(87n0)+ Z fl(sai)

(s,i)€ A\ (s,n0)

Z(f)= fls;mo) e+ Y [(s0)

(s,i)€A\(s,n0)

Z(f)= 2(f)+e

Ceci est en contradiction avec ’hypothése selon laquelle le flux f a une valeur
maximale. Donc ¢t € X. Par conséquent, selon la définition de notre ensemble X on a:

e unarc (i,j) avec i € X, j € X remplit f (i,7)=q (i, J)
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e unarc (i,j) avec i € X, j € X remplit f (i,7)=0
Donc Z(m)eé,(x) f(i,7)=0. Par conséquent,

Z(f)=v(C) O

Remarque. La coupe C induite par (X, X) dans le réseau N' = (N, A, q) offre
aussi un moyen de construire une couverture de sommets dans le graphe biparti
sous-adjacent G = (U, V; E), Rappelons que I'ensemble des nceuds de N est N =
UUV U/{s,t}, tandis que son ensemble d’arcs A est produit par les arétes de E
dirigé de U vers V', plus les arcs (s,i) et (j,t) avecieU et j€V (tous de capacité 1).

Proposition 1.34. Soit G=(U,V; E) un graphe biparti, N le réseau correspondant
a G et C=(X,X) une coupe de N. Une couverture de sommets de G est donnée
par les sommets 1€ UNX et eV NX.

Exemple. Considérons le graphe biparti donnée dans la Figure 1.10. La coupe
minimale du réseau correspondant, représentée a la Figure 1.11, est donnée par
X ={s,b,c,d,b} et X ={a,a,c,d,t}. L'ensemble X ne contient qu’un seul sommet
de U, a savoir, a; ’ensemble X ne contient qu’un seul sommet de V', & savoir, b.
Ainsi, une couverture de sommets est donnée par les sommets a et b.

@O
N9
O X

ONNNO

Figure 1.10. Couverture de sommets dans l’exemple ci dessus.

Figure 1.11. Un flux maximal et une coupe minimum dans le réseau de 'exemple ci dessus.

19
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1.5 Algorithmes de couplage dans les graphes
bipartis

Dans les sections précédentes, nous avons abordé les couplages dans les graphes
bipartis. Nous avons montré, a travers quelques théorémes, les conditions d’existence
de couplage maximum et de couplage parfait dans un graphe biparti. Nous allons
a présent étudier deux méthodes efficaces pour trouver un couplage maximum dans
un graphe biparti. Sauf indication contraire, tout au long de cette section, nous
supposerons, que n=|U|< |V ]| et m=|E].

1.5.1 Algorithme de couplage par étiquetage.

Définition 1.35. (aréte active, aréte passive, chemin alternatif) Soient G =
(U,V; E) un graphe biparti et un couplage M de G (M peut étre vide).

Une aréte de E est dite active si elle appartient a M, elle est dite passive dans
le cas contraire.

Un chemin dont les arétes sont alternativement actives et passives est appelé
chemin alternatif.

Définition 1.36. (chemin d’augmentation) Un chemin alternatif iy, j1,12, j2, ...,
Ik, Jk QUeC 11,19, ...,1. €U et j1, Jo, ..., Jx € V est appelé un chemin d’augmentation
P pour le couplage M si les sommets iy et ji sont non couplés (c’est-a-dire qu’aucune
aréte active ne rencontre ces sommets).

Remarque. Etant donné que le premier et le dernier sommet d’un chemin d’aug-
mentation sont non couplés, un chemin d’augmentation commence et se termine
par une aréte passive. Chaque chemin d’augmentation 1, ji, ¢2, J2, .., ig, jr @ Une
longueur impaire, c’est a dire, il contient k arétes passives et k — 1 arétes actives. Une
seule aréte passive dont les points d’extrémités ne sont pas couplés est un chemin
d’augmentation de longueur 1.

Le nom «chemin d’augmentation» découle de 'opération d’augmentation décrite
dans la Définition 1.37 ci-dessous. Nous rappelons que la différence symétrique
de deux ensembles A et B est définie par :

ASB:=(A\B)U(B\ A).

Définition 1.37. (augmentation d’un couplage) Soient M un couplage et P un
chemin d’augmentation par rapport au couplage M. On appelle couplage augmenté
de P l’ensemble d’arétes M & P.

Remarque. Augmenter un couplage M par un chemin d’augmentation P revient a :
— changer le role des arétes actives et passives dans P.

— maintenir actives toutes les arétes actives qui ne se trouvent pas dans P.
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Lemme 1.38. (Berge[l]) Si M n’est pas un couplage mazimum dans G, alors il

existe un chemin d’augmentation P par rapport a M, et M'= M & P est un couplage
dans G et |M'|=|M|+1.

Démonstration. Soient M un couplage de G donné et M n’importe quel couplage
maximum de G. Si M n’est pas maximum, alors la différence symétrique n’est pas
vide et ne peut pas étre composée de cycle ou de chemin de longueur paire, Puisque
M a plus d’arétes que M. Ainsi, il doit exister un chemin P, inclus dans la différence
symétrique, de longueur impaire qui commence et se termine par une aréte de M.
Il s’agit d’un chemin d’augmentation par rapport au couplage donné M. En raison
de la définition d’un chemin d’augmentation, il est simple de voir que M'=M & P
est encore un couplage. En effet, chaque aréte active de P est adjacente a une aréte
passive de P. Ainsi, (P \ M) est un ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes.
De méme que M \ P. Par conséquent, M’'= M © P est un ensemble d’arétes deux
a deux non adjacentes. Donc un couplage. Etant donné que k — 1 arétes de M sont
échangées contre k arétes n’appartenant pas & M, le nouveau couplage M’ a la taille
|M|+1. O

O—® O—©
OS50, ==

0==>0 O=—0O

Figure 1.12. Couplage M (arétes en gras). Figure 1.13. Couplage augmenté pour P = (b,b’,c,c’,d,d’).

Corollaire 1.39. Un couplage M est mazimum si et seulement s’il n’existe pas de
chemin d’augmentation par rapport a M.

Remarque. Du Lemme 1.38 et du Corollaire 1.39 découlent un algorithme d’éti-
quetage des sommets du graphe permettant d’obtenir un coulage maximum. L’algo-
rithme démarre par un couplage arbitraire M de G = (U, V; E) et procéde par
augmentation étape par étape en cherchant des chemins jusqu’a ce qu’un couplage
maximum soit atteint.

Soit L l’ensemble des sommets non couplés de U (coté gauche). Les sommets
de V étiquetés sont collectionnés dans I'ensemble R (coté droit). Initialement R:=.
Nous commencons par un ¢ € L sur le coté gauche, Nous étiquetons comme
successeur de 7 tous les voisins non étiquetés {I(j) =z, j € N(i)} et les ajoutons dans

R.

e Si un sommet étiqueté j du coté droit est non couplé, alors nous avons
trouvé un chemin d’augmentation P et on obtient un nouveau couplage M &
P avec une aréte de plus.
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e Autrement, on supprime j de R : j est couplé par 'aréte (i, 7). Ensuite, le
sommet i est étiqueté comme prédécesseur de j {r(i)=x} et ajouté a L.

Maintenant nous essayons de former le chemin d’augmentation du sommet nou-
vellement étiqueté 7. Dans ce cas soit nous trouvons un chemin d’augmentation ou
nous concluons qu'un tel chemin n’existe pas. Dans ce dernier cas le couplage est
déja maximum.

Algorithme 1.1

Cardinality Matching
Soit M un couplage dans G = (U,V; E) (M =) possible);
L:={ieU:(i,j)¢M,Vje N(>i)};
R:=;
while LUR#( do
r e LUR;
if x € L then : scan_leftvertex(z) else : scan_rightvertex(z) ;
end while;
procédure scan_ leftvertex(z)
L:=L\{z};
while il existe une aréte (z, j) avec j non étiqueté do :
1(j):=w;
R:=RU{j}
end while
procédure scan_rightvertex(z)
R:=R\{z};
if il existe une aréte (i,x) € M then:
r(i) =x;
L:=LU{i};
else:
a partir de x, trouvez le chemin alternatif P en faisant un retour en arriére
des étiquettes

P:=(.,r(l(x)),l(z),x);

M =M oS P;
L:={ieU:(i,j)¢ M ,¥je N(i)}
R:=0;1:=0, r:=0

end if

Description de I’algorithme. L’algorithme fonctionne de la maniére suivante :
1. Il choisit un sommet x dans LU R.
— S’il s’avére que x €L :
— il commence par supprimer x de L;

— il range toutes les arétes (z, j) tel que j non étiqueté dans un
ensemble [ (étiqueter);

— il ajoute ces sommets 7 dans R.
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— Sl s’avére que r €R :
— il retire x de R et deux cas de figure se propose a lui :

e Six est déja couplé, alors il ajoute l'aréte (i, z) € M
dans I'ensemble r (étiqueter) et ajoute 7 dans L.

e Sinon, il cherche un chemin d’augmentation en par-
courant alternativement les ensembles [ et r. Aprés
parcours, il augmente le couplage M et range dans L
les sommets de U non couplés. Les autres ensembles
sont initialisés.

La recherche du chemin commencant par z se fait
comme suit : Il prend dans [ 'aréte qui a pour extré-
mité x et 'ajoute a P, nommons l'autre extrémité x.
Ensuite il sélectionne dans r 'aréte qui a pour extré-
mité z; et la range dans P, nommons 'autre extrémité
x9. I continue le processus jusqu’a ce qu’il ne trouve
plus de chemin. Notre chemin P, ainsi construit, est un
chemin d’augmentation. Car P est alternatif puisque
I’ensemble r, respectivement [, tel qu’il est défini éti-
quette les arétes actives, respectivement passives. Et
P commence par une aréte de [ et ce termine par une
aréte de [.

A chaque fois que nous étiquetons un sommet j
dans la procédure scan_leftvertex, ce sommet ne sera
plus étiqueté jusqu’a ce qu'un chemin d’augmentation
soit trouvé. Donc on est assuré qu’a partir d’un certain
moment il ne restera que des sommets de V' non couplé
dans R. A cet instant, le prochain appel de la procédure
scan_rightvertex trouvera un chemin d’augmentation.

— Notre algorithme ne s’arréte que si LU R devient vide.

Exemple. Considérons le graphe biparti donné dans la Figure 1.14.

Figure 1.14. Graphe biparti pour l'exemple 2.35
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Nous commengons par un couplage M =(). L={a,b,c,d,e} est composé de tous
les sommets de U. On choisit un a € U; il a un voisin a’ non étiqueté. Par conséquent,
[(a") = a. Maintenant on choisit @’ € R et on obtient un chemin d’augmentation
P=(a,a’). Ainsi l'aréte (a,a’) devient active et on continue avec le méme processus
en couplant les sommets b, ¢ et d aux sommets b’, ¢’ et d’ respectivement.

Figure 1.15. M ={(a,a’), (b,V"),(c,c),(d,d")}

Maintenant, on a L={e} ;R =10 et I'étiquette I(b') =e. Donc R={b'} et b est
étiqueté par b”: r(b) =b’, L={b}. Donc, on continue avec le sommet b et 1'étiquette
l(a")=b, I(d") =b. Nous obtenons R = (a’,d"). Si nous choisissons a’ puis d’, nous
obtenons r(a) = da’, r(d) =d’ et L ={a, d}. Nous continuons avec a € L, mais ne
pouvons pas trouver une aréte passive commencant en a. Alors, d est choisi et nous
étiquetons (') =d, l(e') =d. Ainsi R={c/,e’}. Si nous sélectionnons maintenant e,
nous avons trouvé un chemin d’augmentation P qui peut étre récupéré en suivant
les étiquettes commencant par e. On obtient P={(e,b’), (b',b), (b,d’),(d’,d),(d,e’)}
et augmentation conduit au couplage M = {(a, a’), (b, d"), (¢, ), (d, €'), (e, b")}.
Puisque maintenant L = (), nous avons terminé. M est un couplage maximum.

Figure 1.16. Chemin d’augmentation P  Figure 1.17. Couplage maximum M
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Proposition 1.40. La complexité de [’algorithme est O(nm).

Démonstration. A chaque augmentation, un sommet supplémentaire de U est
couplé. Il y a donc au plus n augmentations. De plus, chaque sommet est étiqueté
au plus une fois par augmentation. Par conséquent, la recherche d’un chemin d’aug-
mentation nécessite au plus O(m) étapes, et cet algorithme trouve un couplage
maximum en O(nm). O

L’algorithme d’étiquetage discuté ci-dessus peut également étre interprété en
termes de flux de réseau. Nous intégrons G dans un réseau N = (N, A, q). La source
est connectée a chaque noeud de U par un arc de capacité 1, chaque nceud de V' est
connecté a la cible par un arc de capacité 1, et chaque arc de E est dirigé de U a V'
et alimenté d’une capacité infinie (voir , par exemple, le graphe de la Figure 1.11).
Comme nous le savons, un couplage maximum dans G correspond & un flux maximal
dans le réseau N.

Soit f un flux arbitraire dans N. Nous définissons le réseau incrémental Ny par
rapport au flux f comme suit.

Définition 1.41. (réseau incrémental) Le réseau incrémental par rapport a f
dans le réseau N est le réseau Ny = (N, As, qf) qui a deux types d’arcs :

o Des arcs avants (i,7) st f (i,7) <q (i,7) de capacité qr(i,j)=q (i,5)— f (i,
J);

o Des arcs arriéres (j,1) si f(i,7) >0 de capacité qr(j,1)=f (i, ]).

La Figure 1.18 montre un flux (arcs en gras), le réseau incrémental correspondant
et les arcs qui sont pertinents pour trouver un flux maximum. Un chemin dirigé
dans N} de la source s a la cible ¢ est & nouveau appelé chemin d’augmentation. Le
Théoréme 1.33 de Ford-Fulkerson dit que si f est un flux maximum, alors chaque
chemin de la source a la cible contient un arc (¢, j) avec f (i,7)=q (i, 7). Cela signifie
que si f est un flux maximum dans N, alors le réseau incrémental Ay ne contient pas
de chemin dirigé de s vers t, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de chemin d’augmentation
dans AV;. Un flux Af dans le réseau incrémental est appelé flux incrémental.

Définition 1.42. (flux augmenté) Soit f un flur dans N et Af un fluz dans le
réseau incrémental Ny. Alors le flur augmenté f S A f est défini par :

fl, ))+Af(3,7) si(i,7) estunarcavant
FOASf(i,j)=
fli,5)—Af(4,7) si(i,j) estunarcarriére

Lemme 1.43. Soit f un flur dans le réseau N.

1. Si Af est un flur dans Ny alors f © Af (i, j) est un flur dans N.

2. pour tout flur f et g dans N dont les valeurs Z(f) et Z(g) remplissent

Z(f)>Z2(g),
il existe un flux incrémental A f dans Ny tel que g= f O Af (i, 7).
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R OO

La figure (a) montre un flux dans un réseau provenant d’un probléme
de couplage maximum.

-._“‘\ - .
~ & o’ = ,//
(b) NS SO ).

La figure (b) montre le réseau incrémental complet, y compris les arcs
en pointillés qui ne se produisent jamais dans un chemin d’augmentation.

_O0—0—0—O_

o O
o O—@ @/ o

La figure (¢) montre uniquement les arcs qui sont pertinents
pour trouver un débit maximum.

Figure 1.18.

Les explications ci-dessus montrent qu’il existe une correspondance entre les
chemins d’augmentation par rapport a un couplage M et les chemins d’augmentation
dans le réseau incrémental correspondant Ny . Il n’y a qu’une seule différence entre
les étapes d’augmentation M © P et f © A f : dans ce dernier le flux f (le couplage
M) est augmenté le long de plusieurs chemins d’augmentation en une seule étape.

Cette idée est utilisée dans la sous section suivante pour montrer que 1’étiquetage
peut étre accélérée en créant plusieurs chemins d’augmentations en paralléle.

1.5.2 Algorithme de Hopcroft et Karp

L’idée de Hopcroft et Karp [10] était d’augmenter un couplage non pas par un
chemin d’augmentation, mais par un systéme maximal de chemins d’augmentation
a sommets disjoints de méme longueur minimale.
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Définition 1.44. Soit G=(U,V; E) un graphe biparti et M un couplage de G non
maximum. Soit P l'’ensemble des chemins d’augmentations de M. Le cardinal d’un
chemin P € P, noté |P|, est le nombre d’arétes que compte P.

Un chemin d’augmentation P € P est dite un plus court chemin d’augmen-
tation, si |P| est minimal.

Puisque la différence symétrique est une opération associative et commutative,
on a

(MeP)sP,=(MoeP)ch

Si deux chemins d’augmentations P, et P, par rapport a M sont & sommets dis-
joints, 'ensemble M’ = (M © P;) © P, est encore un couplage. Nous pouvons donc
augmenter M simultanément par P; et P, et obtenir un couplage plus large M’.
Cela peut facilement étre généralisé a k chemins & sommets disjoints.

Définition 1.45. Soit AM = (P, Py, ..., Py) un systéme de k chemins d’augmenta-
tions a sommets disjoints par paire par rapport au couplage M. Alors

MeAM=(..(MesPh)eh)..)e P,

Puisque © est associative et commutative, la définition ne dépend pas de la
numérotation des chemins. En particulier, puisque P, P, ..., P, sont & sommets
disjoints, on obtient

MeAM=Moc (PUPU...UPF)

Pour construire un systéme de plus courts chemins d’augmentation nous introdui-
sons la notion de graphe en couche.

Graphe en couche. Soit G = (U, V; E) et M un couplage de G. Le graphe en
couche L M par rapport & M est défini comme suit :

—  La premieére couche L contient tous les sommets non couplés de I’ensemble U.

—  La deuxiéme couche L; contient les sommets de V' qui sont des extrémités des
arétes (i, j) dans G avec i € Ly. L’aréte correspondante est collectée dans E.

— Si L; contient un sommet non couplé de V', on aréte et on nettoie le graphe
en couche.

—  Autrement, chaque sommet j € L; est couplé par une aréte (i, j) € M. Ces
arétes forment ’ensemble E5. Les sommets ¢ correspondants sont maintenant
dans LQ. Donc |L1| = |L2|

—  Maintenant, nous balayons toutes les arétes (i, j) avec i € Ly et j ¢ L et les
ajoutons a ’ensemble Fs5. Les sommets v correspondants forment la couche
Ls.

—  Nous arrétons ce processus avec la premiére couche Ly, h impaire, qui contient
soit un sommet 7 € V non couplé ou I'ensemble vide.

—  Dans le dernier cas il n’existe pas un chemin d’augmentation par rapport au
couplage M donné, impliquant que le couplage M est maximum.
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—  Sinon, nous commengons a nettoyer le graphe en couches : dans la derniére
couche, tous les sommets couplés sont supprimés avec toutes les arétes inci-
dentes. Ainsi, dans la couche L;,_1, il peut maintenant y avoir des sommets
a partir desquels aucune aréte ne méne a un sommet dans la couche Lj.
Encore une fois, tous ces sommets et leurs arétes incidentes sont supprimés.
Ce processus se poursuit jusqu’a la couche L.

E, L, E; L3

LOILl 2
O—O—O—O®
© ef

©

Figure 1.19. Graphe en couche

Remarque. De toute évidence, le graphe en couches nettoyé peut étre construit
en O(m) étapes car chaque aréte est considérée au plus deux fois. Maintenant, nous
orientons toutes les arétes de la couche Ly vers la couche Ly (k=0,1,....h —1).
Il est a noter que chaque chemin depuis la premiére couche Ly jusqu’au sommet de
la derniére couche L; utilise alternativement des arétes passives et actives et a une
longueur égale a h. Puisque h est impair et que chaque j € L, est non couplé, chaque
chemin de ce type est un chemin d’augmentation par rapport au couplage donné M.
La longueur h est appelée la profondeur du graphe en couches.

Détermination d’un systéme maximal de chemins d’augmentation. La
détermination d'un systéme maximal de chemins d’augmentation & sommets dis-
joints peut étre fait en balayant les sommets du graphe en couches dans une premiére
recherche en profondeur.

—  Nous commencons le premier chemin avec une aréte arbitraire entre les deux
premiéres couches et le continuons de couche en couche, jusqu'a ce qu'un
sommet j dans la derniére couche L, soit atteint. Ce chemin est le premier
chemin d’augmentation P;.

—  Pour chaque sommet vy (k =0, 1, ..., H) sur le chemin P;, nous supprimons
tout aréte n’appartenant pas a P; qui sont incidentes au sommet vy.

— Ainsi, certains sommets des couches Lq, ..., L, peuvent maintenant n’avoir
aucune aréte entrant et certains sommets des couches Ly, ..., Lp_1 peuvent
ne pas avoir d’arétes sortantes. Nous supprimons ces sommets et leurs arétes
incidentes. Cette étape est répétée autant de fois que possible.
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—  Ensuite, nous recommencons, si possible, & partir d’'un nouveau sommet dans
la premiére couche pour obtenir un autre chemin d’augmentation.

Remarque. En balayant toutes arétes du graphe en couches G une seule fois, un
systéme maximal A M de chemins d’augmentation a sommets disjoints peut étre
trouvé.

Ainsi, une itération commence par la construction du réseau en couches et la
détermination de A M et prend O(m) opérations . Alors que I’Algorithme 1.1 utilise
des chemins d’augmentation en O(n) dans le pire des cas, le théoréme suivant montre
que nous n’avons que des augmentations en O(y/n) si nous utilisons des systémes
maximaux de plus courts chemins d’augmentation & sommets disjoints.

Théoréme 1.46. (Hopcroft-Karp) Soit G=(U,V; E) un graphe biparti avec m
arétes et n sommets. Un couplage mazimum dans G peut étre trouvé en O (m+/n)
opérations.

Démonstration. Nous allons prouver que le nombre d’itérations est borné par /n.
Soit M’ un couplage maximum dans G. A chaque itération la taille du couplage
augmente d’au moins 1. Si |M’| <+/n, alors il n’y aura rien a prouver. Supposons
donc que |M’| > /n. Alors il existe une itération k" dans lequel My, atteint la taille
| M| —\/n. Apreés cette itérations il reste au moins /n itération supplémentaire pour
atteindre la taille du couplage maximum |M’|. Donc si nous prouvons que My a été
obtenue en /n itérations, alors le théoréme sera prouvé. Nous prouverons ce fait
en montrant que le graphe en couches a l'itération k&’ a une profondeur inférieure a
2/n+1.

D’apres le Lemme 1.38 de Berge, chaque chemin d’augmentation augmente le
couplage de 1. Donc la différence symétrique de M’ et My, contient \/n chemins
d’augmentations a sommets disjoints. Tous ces chemins ne peuvent pas avoir une
longueur supérieure a 2 /n + 1 car chaque chemin avec une telle longueur contient
plus de /n sommets de U. Puisqu'’il y a plus de \/n chemins, cela signifierait que
les chemins d’augmentation contiennent plus de n sommets de U, ce qui est impos-
sible. Il existe donc au moins un chemin d’augmentation d’une longueur inférieure
a2yn+1 Etant donné que le graphe en couches d’un couplage ne contient que
les chemins d’augmentation les plus courts, la profondeur du graphe en couches du
couplage My est inférieure a 2 \/n +1, ce qui prouve le théoréme. 0]

Algorithme 1.2

Soit G = (U, V; E) un graphe biparti avec un couplage initial qui peut étre nul,
Soit Uy contenant tous les sommets non couplés de U;
Soit Vj contenant tous les sommets non couplés de V;
while Uy#0 do:
Construire graphe couches;
Trouver A M,
M:=Mo A M;
Mettre a jour les ensembles des sommets non couplés Uy et Vp;
endwhile
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Procédure Construire graphe couches
Loy:=Uy k*:=k:=0
while L;#( do:
for 1 € L, do:
N@G):={j:[i,j]eE\M,j¢ LiULyU...U Ly };
Lyy1:=Uier, N(7)
if Ly11=0 then: arréter; [commentaire: M est un couplage maximum]|
if L,1NVy=0 then :

k*:=k—+1,
Lito=10
else :
Liyo:= {Z [Z,j] eM,je Lk+1}
Endif
k=k+2
Endwhile.

Procédure Trouver A M
commentaire: trouver un ensemble maximal de chemins d’augmentations
disjoints A M
while Ly # () do:
Choisir xg=1 € Ly et le supprimer dans Lg;
[:=0;
while [ >0 do:
while z; a un voisin non scanner dans L;y; do:
choisir un voisin non scanner ;4 1;
marquer x;;1 comme scanner;,
l:=14+1;
Py = (zo, 21, ..., T);
k:=k+1;
Endwhile
if [<k*then:[=[—1else:|=-1
Endwhile
Endwhile
return AM := (P, Py, ..., P;_1)

Exemple. Nous illustrons cet algorithme sur le graphe de la Figure 1.19. Nous
commengcons avec le couplage vide M = (). Le premier graphe en couches coincide
avec le graphe G = (U, V; F) de longueur k*=1. La procédure trouver A M trouve
un premier chemin P, = (a,a’). Le sommet a est supprimé dans Lo, et le sommet a’
est scanné. Ensuite on trouve le chemin P, = (b, ), le sommet b est supprimé et b’
est scanné. De méme on trouve P = (¢, ¢’) et Py=(d,d’). Finalement, le sommet
{e} n’a pas de voisin non couplé. Donc A M devient I'union des chemins Py, P», Ps,
Py, 'étape d’augmentation donne, comme premier couplage non vide, M ={(a,a’),
(b,0), (¢,c’),(d,d")}, et les ensembles Uy, Vy deviennent Up={e} et Vo={e'}.

Le nouveau graphe en couches commence avec Lo = {e} et continue avec L; =
{b'}, Ly={b}, Ls={a’,d'}. Le voisin de a’ est a; le voisin de d’ est d. Donc Ly ={a,
d}. Le sommet a n’a pas de voisin et le sommet d a deux voisins, ¢’ et e’. Donc
Ly={c' e’} et k*=5.
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La procédure trouver A M supprime en premier ¢’ dans L5 et commence avec
ro=¢e,x1=0",19=0b,x3=a’,r4=a en développant un premier chemin d’augmenta-
tion. Puisque x4 n’a pas de voisin, nous essayons avec x3 qui n’a pas aussi de voisin.
Nous venons & 9, dont le seul voisin non scanner est d’. Nous obtenons x3 = d’
et x4 = d et le seul voisin restant de x4, a savoir, le sommet x5 = ¢’. Ainsi, nous
obtenons le seul chemin d’augmentation AM = P, =(e,b’,b,d’,d,e’) de longueur 5.
La nouvelle étape d’augmentation conduit a 'adéquation M = {(a, a), (b, d), (¢, ¢),
(d,e),(e,b)}. Puisque nous avons maintenant Uy = (), nous avons terminé: M est un
couplage maximum.
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Chapitre 2

Etude d’un cas particulier du probléme

(P)

2.1 Introduction

Le probléme d’optimisation combinatoire. L’objectif de ce mémoire est de
proposer et d’implanter un algorithme ad-hoc efficace de résolution du probléme
d’optimisation combinatoire suivant :

IIliIl le Z?:l Ci,jxi,j

VZ G {1, 2, ceey p}, Z;L:lxi,j = 1,
VJ € {1, 2, cey n}, Zlexi,j < T,
X =(zi;) € Mpn({0,1}).

(P): (2.1)

dont la solution X = (z; ;) € M, ,({0, 1}) est la matrice d’attribution minimisant
le coiit total d’'un marché subdivisé en p lots L;, Lo, ..., L, auxquels ont postulé n
candidats C1,Cy, ..., C, avec ¢;; le prix proposé au lot L; par le candidat C; avec la
contrainte de ne permettre a un candidat que de gagner au plus r sur les p lots en
compétition.

Interprétation fonctionnelle du probléme (P). Sinous désignons par le terme
« candidature » ’action de postuler & un lot en proposant un prix, alors ’ensemble
des candidatures peut étre vu comme une relation de correspondance (au sens de
la théorie des ensembles) entre ’ensemble des lots L ={Ly, Lo, ..., L,} et 'ensemble
candidats C = {C}, C, ..., C,,} ou chaque candidature d'un candidat C; & un lot L;
est sanctionnée par un cotit ¢; ;. Soit I': L <= C une telle correspondance. II est un
fait qu’a partir d'une correspondance on peut extraire plusieurs fonctions. Notons
F<r'ensemble des fonctions extraites de la correspondance I' pour lesquelles chaque
élément de C a un nombre d’antécédents inférieur ou égal & r. Ainsi notre probléme
consiste a choisir la fonction f € Fg, qui minimise le cofit total . _, ¢ re)-

min ) .. ¢ ¢
(Pf){ fEfZ‘iZEL f(@) (2'2)
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Etude d’un cas particulier du probléme (P;). Dans ce chapitre nous étudions
le cas particulier le plus simple de notre probléme (Py) dans l'optique d’en généraliser
les techniques de résolution pour attaquer le probléme (P.). Le cas particulier est
le suivant

min 3 e, ) (2.3)
feFo

avec n = p, ou F_; désigne l'ensemble des fonctions extraites de la correspondance
I" pour lesquelles chaque élément de C a exactement un antécédent dans L. C’est le
cas pour lequel on contraint chaque candidat a gagner exactement un lot et qu’il y
ait autant de candidats que de lots. Le modéle combinatoire correspondant est le
suivant :

min Z?:l Z?:l Ci,jTi,j
Vi e[1,n], 22:1 zij=1,

\V/j S II]_,TL]], Z?:lxiyj: 1,
V(i,j) € [1,n] x [1,n],2;;€{0,1}.

(P,): (2.4)

Ce modeéle est celui du classique probléme de somme linéaire d’affectation (PSLA).

Définition 2.1. (affectation) Soit U et V deux ensembles finis de méme cardinal.
Une affectation ¢ est une application biyjective de U dans V.

Partant de cette définition, F_; peut étre vu comme ’ensemble des affectations
extraites de la correspondance I'.

D’un point de vue matriciel, le probléme consiste a choisir une matrice de per-
mutation X = (z; ;) € M, ,({0, 1}) dont la somme des cotits correspondants est
minimale.

Nous pouvons également interpréter le PSLA a travers un modéle de théorie des
graphes. Désignons par U ={1,...,n} l'ensemble des indices de positions des lots de
L et par V={1,...,n} 'ensemble des indices de positions des candidats de C. Soit
G =(U,V; E) un graphe biparti ou F représente le graphe de la correspondance I',
i.e, chaque correspondance d'un candidat Cj a un lot L; est représentée par une aréte
(,7) € E. Résoudre le PSLA est donc équivalent & extraire un couplage parfait dans
G dont la somme des cotits de ses arétes est minimale.

Remarque. Aux vues des interprétations des deux problémes, nous pouvons dire
que le PSLA est une restriction de notre probléme P. Ainsi nous espérons que cer-
tains des algorithmes de résolutions des PSLA pourront se généraliser pour résoudre
le probléme P.

2.2 Approche polyédrale de résolution du PSLA

L’approche polyédrale consiste a transformer le probléme en un probléme de pro-
grammation linéaire continue. En effet, le théoréme de Birkhoff, combiné au théoréme
fondamental de la programmation linéaire montre que le PSLA est équivalent a
sa relaxation continue. Cette approche permet également d’établir que, malgré cette
équivalence, la célébre méthode du simplexe reste inefficace sur le PSLA.
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Définition 2.2. (matrice bistochastique) Une matrice (z; ), j)en]x[1,n] €5t
dite bistochastique si elle vérifie les conditions suivantes :

> wi=1,Vie[l,n] (2.5)
j=1

» wy=1,Vje[l,n] (2.6)
i=1

xijZO,W,jE[[l,n]] (27)

Définition 2.3. (polytope d’affectation) On appelle polytope d’affectation, noté
Py, l’ensemble des matrices bistochastiques.

Remarque. On a :

PA;:{ (z:;) ER™: Vi€ ﬂl,n]],z i, =1Vje ﬂl,nﬂ,z zi; =1V, j€[l,n],z;; >0 } (2.8)

j=1 =1

La représentation matricielle du polytope d’affectation est :

Pi:={XeR"™:AX=B,X >0} (2.9)
ou
1 1 1
1 1 1

1 1 ... 1

A= 1 7 T (2.10)
1 1 1

1 1].. 1

et B={1, ..., 1} est le vecteur de longueur 2n engendré par les cotés droits des

équations (2.5) et (2.6).

Remarque.

1. La matrice A peut étre vue comme une matrice d’incidence sommet-aréte
d’un graphe biparti complet K, ,= (U, V; E) avec |U|=|V|. Les n premiéres
lignes correspondent aux sommets de U et les n derniéres lignes aux sommets
de V. Chaque colonne correspond a une aréte.

2. Le polytope d’affectation P4 est un polytope au sens géométrique du terme
(il est fait de sommets, d’arétes et de facettes).

3. Si M, désigne la matrice d’'une permutation ¢ € S, alors M, € Py.
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36 ETUDE D’UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME (P)

Ainsi les matrices de permutations sont des éléments du polytope d’affectation.
Le théoréme de Birkhoff établie qu’elles sont exactement les sommets du polytope
d’affectation.

Théoréme 2.4. (Birkhoff[2]) A chaque sommet du polytope d’affectation corres-
pond une et une seule matrice de permutation.

La démonstration du théoréeme de Birkhoff s’appuie sur le lemme élémentaire
suivant :

Lemme 2.5. Soit R=(r;;) une matrice carrée de taille (n xn) définie comme suit :
— Vi,je{l,..,n}, r; >0 (les entrées de R sont positives);

— Vie{l,..,n}, Z;L:lnj:a (la somme des éléments de chaque ligne est égale
aa);

— Vje{l,..,n}, Z;;l rij =« (la somme des €léments de chaque colonne est
égale a «v).

Pour tout k€{0,1,...,n}, si R contient une sous matrice de taille (k+1) x (n—k)
nulle, alors R est aussi une matrice nulle.

Démonstration. (du théoréme de Birkhoff) Soit X une matrice bistochastique
arbitraire. D’apres le lemme précédent, la matrice ne contient pas de sous matrice
nulle de taille (k+ 1) x (n — k) pour tout k=1,2,...,n — 1. Car 'l en était ainsi, on
aurait X =0 contredisant le fait que X soit bistochastique. Alors, selon le Théoréme
1.27 de Frobenius, il existe une matrice de permutation P, = (p;;) ayant la propriété
suivante : si p;; =1, alors x;; > 0.

Soit A; la plus petite des entrées positives de la matrice X pour lesquelles p;;=1.
Alors X — A\ P; est une matrice positive dont les sommes des lignes et des colonnes
sont égales & o — A. On répéte ce processus jusqu’a avoir une matrice R qui contient
une sous matrice nulle de taille (k+ 1) X (n — k). On obtient donc :

X=MPi+MPo+..+NP.+R

avec des valeurs positives Aj, Mg, ..., A, et des matrices de permutations P, P,
..., P.. La matrice R est positive, les sommes des lignes et colonnes sont égales
aa=1—X — X — ... — \.. Puisque R contient une sous matrice nulle de taille
(k 4+ 1) x (n — k), R est une matrice nulle. Donc, A\; + Ay + .... + A\, = 1. Par
conséquent, X est une combinaison convexe des matrices de permutations P, P, ...,
P.. O

Tout élément d’un polytope est une combinaison convexe des sommets de ce
polytope. Plus précisément, tout élément d’un polytope P est une combinaison
convexe d’au plus dim(P) + 1 sommets de ce polytope ot dim(P) est la dimension
du polytope. Ainsi, on déduit du théoréme de Birkhoff que chaque matrice bisto-
chastique peut étre écrite comme une combinaison convexe d’au plus dim(P) + 1
matrices de permutation choisies parmi les n! que contient Pj.
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La dimension du polytope d’affectation, notée dim(Py), est la dimension du plus
petit sous espace affine de R™ contenant P;.

Géométriquement, chaque équation du systéme A X = B correspond a un hyper-
plan dans R"™ de dimension n? — 1 et Pintersection de k hyperplans indépendants
dans R™ est un sous espace affine de dimension n? — k. Comme le nombre d’hyper-
plans indépendants du systéme A X = B est égale au rang de la matrice A, on a :

dim(Py) =n? —rang(A). (2.11)

La somme des n premiéres lignes de A est égale & la somme des n derniéres lignes.
Donc, rang(A) < 2n. L’on peut voir que les 2n — 1 lignes sont linéairement indé-
pendants : Si on supprime la derniére ligne, on verra que les n premiéres colonnes
forment, ensemble avec les kn+1 colonnes Vk=(1,...,n — 1), un systéme de (2n — 1)
vecteurs colonnes linéairement indépendants. Par conséquent, rang(A) =2 n — 1.
Ainsi, on a le résultat suivant.

Proposition 2.6. Le polytope d’affectation Py est de dimension (n — 1)* et toute
matrice bistochastique peut étre écrite comme une combinaison convexe d’au plus
(n—1)*+1 matrices de permutations.

La proposition suivante établie un lien entre les sous familles de colonnes de la
matrice A et les sous-graphe de K, .

Proposition 2.7. Chaque sous-ensemble de colonnes linéairement indépendantes
de la matrice A correspond a un sous-graphe G de K, ,, qui ne contient aucun cycle.

Démonstration. Nous allons montrer que les colonnes sont linéairement dépen-
dantes si le sous-graphe correspondant GG contient un cycle et vice versa.

1. Supposons que G contient un cycle. Puisque G est biparti, le cycle a un
nombre pair d’aréte que 1’on va colorier en rouge et bleu de maniére alterner.
Soit a;; désignant la matrice de A correspondant a l'aréte (¢, j). On a

> oap= > ay
(¢,4)bleu (i,4) rouge

puisque chaque sommet du cycle coincide avec une aréte bleu et rouge. Cela
montre que les vecteurs colonnes correspondants sont dépendants.

2. Soit {ap;;: (%,7) € D} un ensemble de colonnes linéairement dépen-
dantes de la matrice A. Alors il existe des coefficients aj;;}, pas tous nulles,

telle que
> =0

(¢,7)€D

Soit D' ={(i, j) € D:ap;;# 0}. Alors chaque sommet qui coincide avec une
aréte de D’ doit aussi coincider avec une autre aréte de D’. Ainsi, a partir
d’une aréte arbitraire dans D, on peut former une séquence infinie d’arétes
ou le point final d’une aréte est le point de départ de la suivante. Puisque
|D’| < 00, cette séquence doit avoir un cycle. O
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38 ETUDE D’UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME (P)

D’aprés la proposition 2.7, il existe une correspondance une a une entre I’ensemble
des sous-graphes de K, , qui ne contiennent aucun cycle et ’ensemble des sous
matrices de A avec 2n — 1 colonnes linéairement indépendantes. Cette correspon-
dance joue un role déterminant dans la résolution des problémes d’affectation linéaire
par des techniques de programmation linéaire.

Définition 2.8. (base, solution de base) Soient A une matrice de taille m xn
de rangm et P={x € R™ Ax=0b,2>0}. Considérons le programme linéaire de la
forme :

min {c¢'z: Ax=b,2 >0} (2.12)

base. Un sous-ensemble B de m indices correspondant a m colonnes linéaire-
ment indépendantes de A est appelé une base. Les composants x; du vecteur
x pour lesquels j est une colonne de B forme le vecteur xp.

matrice de base. Les colonnes d’une base peuvent étre jointes pour former la
matrice de base Ag.

Solution de base. Une matrice de base est inversible. Soit xp la solution du
systeme d’équations Ap xp = b. Une solution du systéme Ax = b formée a
partir de xp et ©;=0 pour j & B est dite solution de base.

base faisable. La base est dite faisable si la solution de base vérifie xg > 0.

solution faisable. La solution de base est dite faisable si la base est faisable.
Une solution faisable correspond a un sommet du polytope P.

Solution dégénérée. Différentes bases peuvent correspondre & la méme solu-
tion de base faisable donc au méme sommet du polytope P. Dans ce cas la
solution est dite dégénérée.

Le théoréme principal de la programmation linéaire stipule que si un programme
linéaire atteint une solution optimale finie, alors il existe un sommet du polytope
engendré par ’ensemble des contraintes sur lequel 'optimum est atteint. Ce théo-
réeme combiné & celui de Birkhoff nous permet de relacher les contraintes du probléme
de somme linéaire d’affectations

x”:{O,l}aOéx”él,‘v’z,je{lﬂ,,n} (213)
Puisque chaque solution de base faisable du programme linéaire
min Z?:l Z?:l Ci, i L5 5
\V/Z € IIl, n]], Z;’Lzl ZL‘Z‘J' = ]_,

vieln], 3o wi=1,
V(i,7)€1,n] x [1,n],z;;€[0,1].

(Pr):

correspond & un sommet du polytope d’affectation engendré par l’ensemble des
contraintes, c¢’est-a-dire & une matrice de permutation, le probléme de somme linéaire
d’affectation est équivalent & sa relaxation continue. Par conséquent, il peut étre
résolu via des techniques de programmation linéaire.
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2.2.1 Techniques classiques de résolution de programme
linéaire

Méthode de la recherche exhaustive. Par le théoréme principal de la program-
mation linéaire, la solution du probléme (P;) correspond & un sommet du polytope
engendré par ’ensemble des contraintes. On pourrait alors penser qu’il suffit de
déterminer les coordonnées de tous les sommets du polytope et calculer la valeur
de la fonction objectif en chacun d’eux puis choisir la plus grande d’entre elles.
Mais sachant que le polytope en question a n! sommets, un algorithme fondé sur le
parcours exhaustif des sommets du polytope ne saurait résoudre le probléme (7;)
en un temps raisonnable pour peu que la valeur de n soit légérement élevée.

Méthode du simplexe. L’algorithme dit du simplexe est le plus connu pour
la résolution des programmes linéaires. Celui-ci, au lieu de calculer la valeur de
la fonction objectif pour tous les sommets, la calcule seulement pour une suite de
sommets convenablement choisis : disposant d’un sommet du polytope comme point
de départ, une itération permet de passer d'un sommet M a un de ses sommets
voisins, en lequel la valeur de la fonction objectif est plus petite. Lorsqu’on atteint
un sommet () pour lequel la valeur de la fonction objectif n’est plus petite en aucun
des sommets voisins alors 'algorithme s’arréte et le sommet @) est la solution du

probleme (7).

Remarque. L’algorithme du simplexe présente de trés bonnes performances dans
la pratique malgré une complexité exponentielle qui le classe dans la catégorie des
algorithmes inefficaces. Aussi, si les solutions de bases sont dégénérées, alors I’algo-
rithme du simplexe peut ne pas converger dans la mesure ou il peut y avoir bouclage,
c’est-a-dire qu’au cours de l'algorithme on rencontre un sommet déja rencontré.

La section suivante établit que les solutions de bases du PSLA sont hautement
dégénérées. Ce qui disqualifie la méthode du simplexe comme technique de résolution
efficace du PSLA.

2.2.2 Deégénérescence de solutions de bases du PSLA

Les propositions suivantes, dues a Balinski et Russakoff [14], nous donne le nombre
exact de solutions de bases qui correspondent a un sommet du polytope d’affecta-
tion. Tout d’abord, nous avons besoin de la définition suivante et d’un résultat de
Cayley sur le nombre d’arbres couvrants différents dans un graphe biparti complet
K,=(U,V;E) avec |[U|=|V|=n.

Définition 2.9. (arbre couvrant) Un arbre couvrant T' d’un graphe G est un sous
graphe de G qui est conneze et qui ne posséde pas de cycle.

Théoréme 2.10. (Cayley [4]) Le graphe biparti complet K, a n"~? arbre cou-
vrants.

Considérons le PSLA (P,) défini ci-dessus et le graphe K, , sous adjacent au
probléme. La proposition suivante fournit une illustration graphique des solutions
de bases théoriques des problémes de somme linéaire d’affectation.
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Proposition 2.11. A chaque base de la matrice A du polytope Py correspond un et
un seul arbre couvrant du graphe biparti complet K, ,, sous adjacent.

Chaque base faisable correspond a un arbre couvrant qui contient un couplage
parfait de K, .

Avec 'aide du théoréme de Cayley, Balinski et Russakoff ont compté le nombre
de bases qui correspondent & un sommet du polytope d’affectation.

Proposition 2.12. Chaque sommet du polytope d’affectation correspond a 2"~ n" =2

bases faisables.

Ainsi, les solutions de bases du PSLA sont fortement dégénérées. En effet a
chaque sommet du polytope d’affectation correspond un nombre exponentiellement
¢élevé de solutions. Donc l'utilisation de la méthode du simplexe pour résoudre le
PSLA peut conduire & des bouclages. Ainsi, Il est pertinent de rechercher d’autres
méthodes de résolutions plus efficaces.

2.3 Algorithmes de résolution du PSLA

Les algorithmes de résolution du PSLA sont basés sur différentes approches : la
premiére classe de méthodes résout directement le probléme primal, une seconde
résout le probléme dual et une troisiéme utilise une approche (primal-dual). Dans
la suite, nous allons étudier I’'algorithme Hongrois qui utilise ’approche primal-
dual. Pour approfondir cette approche ainsi que les autres approches le lecteur peut
consulter [3].

2.3.1 Relachement complémentaire

Considérons la version duale du probléme du probléme P,
max {b'y: Aly < C',y € Mo, 1({0,1})} (2.14)

En posant u;=y; et v;=1yn+; V1,7 €{1,...,n}, on obtient

max z; u; + z; vj (2.15)
1= j=

SC ui"—ngcij (216)

D’apres la théorie de la dualité, une paire de solution faisable respectivement pour
le primal et le dual est optimale si et seulement si

45 (cij —wi—v;) =0,Vi, j€{1,2,...,n} (2.17)
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les valeurs
Gij=cij—ui—v;,Vi,j€{1,2,...,n} (2.18)

sont les cofits réduits du PSLA.

La plupart des méthodes de résolution du PSLA adopte une phase de pré-trai-
tement pour déterminer une solution duale faisable et une solution primale partielle
(ot moins de n lignes sont affectées) satisfaisant la condition de relachement com-
plémentaire. Une implémentation basique de complexité O(n?) de cette phase est
donnée dans I’Algorithme 2.1, qui stocke les affectations partielles dans X et dans

1 sij est affectéas
ligne(j) = Vie{l,...,n} (2.19)
0 sinon

L’ensemble ligne tel qu’il est défini étiquette la colonne j comme antécédent de ¢ qui
lui est affectée. Notez que les cotits réduits donnés par les variables duales résultantes
sont positives.

Algorithme 2.1

Procédure Basic preprocessing
Initialiser la matrice X
fori=1tondo: for j=1tondo: z;=0
Initialiser ’ensemble ligne
for j=1 to n do: ligne(j) =0
déterminer les variables dual
fori=1ton do: w;=min{¢;:j=1,...,n}
for j=1ton: vj=min{c;—u;:i=1,...,n}
Trouver une solution partielle faisable
for j=1ton do: ligne(j)=0
for i=1 to n do:
for j=1 ton do:
if ligne(j) =0 and ¢;; — u; —v; =0:
Tij = 1
ligne(j) =1
break
endif
endfor
endfor

L’algorithme est subdivisé en deux phases :
—  Dans la premiére phase il construit les solutions duales u et v comme suit :
— u; contient le minimum de chaque ligne ¢ de C';
— v, contient le minimum de la différence de chaque colonne j de C et

de wu.
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—  Dans la deuxiéme phase il parcourt la matrice C. Si un élément de cotit ¢;;
a un cofit réduit nul et ligne(j) =0, alors il affecte i & j et étiquette j.

Les valeurs u; et v; des deux premiéres affirmations satisfont les contraintes du dual
2.16. Les valeurs x;; obtenues par la suite garantissent la satisfaction des conditions
de relachement complémentaire. Tandis que pour les contraintes du primal, le signe
= est remplacé par <.

Dans la suite nous utiliserons fréquemment une affectation ¢ défini comme suit :

j si iy = 1
(i) = Vie{l,2,...,n} (2.20)
0 sinon

Exemple 2.13. Etant donnée la matrice de coiit C ci dessous. L’algorithme produit
en premier lieu les solutions duales faisables u et v (montrés a gauche et au dessus
de la matrice C'). Ce qui donne la matrice de cotit réduit C' (représentée a droite)

0 2 0 0

7(7 9 8 9 0 0 1 2

212 8 5 7 0 4 3 5

111 6 6 9 0 3 5 8

2\3 6 2 2 1 2 0 0
C C

Nous obtenons alors ligne=(1,0,4,0) (donc ¢ =(1,0,0,3)) et I'affectation partielle
montrée par les zéros soulignés dans C'.

2.3.2 L’algorithme Hongrois

L’algorithme Hongrois est reconnu comme un prédécesseur de la méthode primal-
dual pour la programmation linéaire, congu par Dantzig, Ford, et Fulkerson[5].
Il commence par une solution duale faisable u, v satisfaisant la contrainte 2.16 et une
solution primale partielle (dans laquelle moins de n lignes sont affectées) satisfaisant
la condition de relachement complémentaire 2.17 par rapport a u et v. Chaque
itération résout un probléme primal restreint indépendant des cotits. Il essaye d’aug-
menter le cardinal de I’affectation courante en opérant sur le graphe partiel G° de G
qui contient que les arétes de F ayant des cofits réduits nuls. Si la tentative réussit
une nouvelle solution primale, dans laquelle une ligne supplémentaire est affectée, est
obtenue. Sinon la solution duale actuelle est mise a jour de sorte que de nouvelles
arétes ayant des cotits réduits nuls soient obtenues.
Afin de décrire ’algorithme, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 2.14.

Arbre enraciné. Un arbre enraciné d’un graphe biparti complet G est un arbre,
1.e un graphe connexe sans cycle, avec un sommet distingué comme racine.
Les arcs sont orientés de telle sorte que tous les chemins de [’arbre ménent
a la racine.
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arbre alternatif enraciné. Un arbre alternatif enraciné en un sommet k est
un arbre dans lequel tous les chemins émanant de k sont alternés.

La restriction du probléme de I’algorithme Hongrois consiste a chercher un chemin
d’augmentation dans le graphe biparti partiel G = (U, V; E°) ou E° = {(i, j) €
E:¢;;=0}. Siun tel chemin P est trouvé, 'amélioration de l’affection est obtenu
en inter-changeant les arétes actives et passive le long de P.

La procédure de "Dijkstra-like" donnée dans 1’Algorithme 2.2 (voir Dijkstra6])
cherche un possible chemin d’augmentation partant d’'un sommet non affecté k €
U en construisant progressivement un arbre alternatif enraciné en k. Il est aussi
étroitement lié & I’Algorithme 1.1 pour les couplages bipartis. A chaque itération
chaque sommet est étiqueté (s’il appartient & un chemin émanant de k) ou non
étiqueté. Un sommet étiqueté de V' peut étre numérisé (s’il a été utilisé pour étendre
I'arbre) ou non numérisé. Dans cette implémentation 1'étiquetage et la numérisation
coincident pour un sommet de U. L’ensemble L V contient les sommets de V
actuellement étiquetés tandis que I’ ensemble S U, respectivement SV, contient les
sommets de U, respectivement V', numeérisés.

Algorithme 2.2

Procédure alternate(k)
SU=SV=LV={(
fairl=false, sink=0, i=k
while fail=false and sink=0 do:
SU=SUU{i}
for each j €V \LV: ¢;; —u; —v;=0 do:
pred;=i, LV=LVU{j}
endfor
if LV\ SV =0 then:
fail=true
else:
Soit j € LV \ SV
if ligne(j) =0 then: sink = j else: i =ligne(})
endif
endwhile
return sink

L7exécution de I’algorithme se déroule en de deux phases.

— Dans la premiére phase, I'unique sommet candidat ¢ € U est en premier éti-
queté et numérisé (i =k pour la premiére itération). La numeérisation consiste
a étendre 'arbre en affectant ¢+ comme prédécesseur de tous les sommets j €V
tel que (7, j) € E° et étiquette ces sommets dans LV,

—  Dans la deuxiéme phase, un sommet étiqueté et non numérisé 7 € V est
sélectionné et numérisé en ajoutant 'unique aréte (ligne(;), 7) € E° a 'arbre
et 7 a SV. Le sommet i’ = ligne(j) € U devient alors la nouvelle candidate
pour la prochaine itération.
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44 ETUDE D’UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME (P)

Cette exécution peut se terminer, dans cette seconde phase, en deux situations
possibles :

i. Sile sommet j sélectionné est non affecté, nous obtenons un chemin d’aug-
mentation allant de £ & j;

ii. Si V ne contient pas de sommet étiqueté et non numérisé (LV \ SV = 0),
I’arbre actuel ne peut étre agrandit.

Remarque. Chaque itération de la boucle principale exige une complexité O(n). A
chaque itération, un sommet différent j € LV \ SV est sélectionné et ajouté a SV
donc un sommet différent i =ligne(j) est considéré. il s’en suit que la complexité de
la procédure alternate est O(n?).

0= O=b Q=W
/0 O/ O/

& O 0 O O O

o o o

Figure 2.1. (a) Graphe GY; (b) arbre alterné; (c) nouveau graphe G

Exemple 2.15. Nous continuons avec 'exemple 2.13. Partons de la matrice de
cotit réduit C' et des vecteurs u, v, et ligne que nous avons obtenu et supposons que
k=2. La Figure 2.1(a) montre le graphe biparti partiel G=(U,V; E°), avec les lignes
épaisse désignant l'affectation partielle actuelle. la procédure alternate(2) produit :

SU=LV=SV=0, fail= false,sink=0;

i=2:.5SU={2},pred;=2,LV ={1}

j=1SV={1}

i=1:5U={2,1},predy=1,LV ={1,2};

j=2:5V={1,2},sink=2

Nous avons donc obtenu un arbre d’augmentation qui est montré dans la Figure
2.1(b).

La nouvelle solution est : z19=x9 =x43=1 (2;;=0 ailleurs) (voir Figure 2.1(c)).

L’algorithme Hongrois est donné dans 1’Algorithme 2.3. Soit (u,v) le couple de
solutions duales faisables actuelles. L’affectation actuelle est rangée dans les vecteurs
ligne et . Ils peuvent étre initialisé a travers un phase de pré-traitement tel que,
par exemple, la Procédure de Basic_preprocessing. nous désignons par UcCU
I’ensemble des sommets affectées de U.
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Algorithme 2.3

Hongrois.
initialiser u, v, ligne, ¢ et U
while |U| < n do:
Soit ke U\ U
while k ¢ U do:
sink = alternate(k)
if sink >0 then:
U=UuU{k}
repeat:
i=pred;, ligne(j)=1i, h=¢(i), ¢(i)=j, j=h
until i =F
else:
d=min (¢;; —u;—v;: 1€SU, jeV \LV)
for each 1€¢SU do: w;=u;+9
for each je€LV do: vj=v;—9¢
endif
endwhile
endwhile

A chaque itération de la boucle extérieur, un sommet non affecté k € U est
sélectionné a travers la boucle interne, c’est a dire, a travers une série d’appels de la
procédure alternate suivi par une mise a jour des variables duales, jusqu’a ce qu'un
chemin d’augmentation soit obtenu.

Chaque fois que alternate ne parvient pas a trouver un chemin d’augmentation,
les variables duales correspondantes aux sommets étiquetés sont mises a jour. La
mise a jour se fait comme suit :

— déterminer le cotit réduit minimum ¢ des arétes reliant les sommets étiquetés
de U aux sommets non étiqueté de V;

— ajouter ¢ aux valeurs de u correspondant aux sommets étiquetés de U,
— soustraire ¢ aux valeurs de v correspondant aux sommets étiquetés de V.
La Proposition 2.16 montre qu’apres cette mise a jour la prochaine exécution de
alternate produira un arbre élargit.
Proposition 2.16. La mise a jour du dual de la méthode Hongroise est tel que

1. Les arétes de E° qui relient les paires de sommets étiquetés ou les paires de
sommets non étiquetés maintiennent un codt réduit nul.

2. Au moins une nouvelle aréte, connectant un sommet étiqueté de U a un
sommet non étiqueté de V, entre dans E°.

3. Il n’y a pas de coit réduit qui devient négatif.
Démonstration. Rappelons que la numérisation et l'étiquetage coincide pour le

sommet U. Nous considérons les quatre ensembles d’arétes (i, j) dont les cotts sont
mises a jour de maniére différent:

— 1¢SU,j¢ LV: aucune mise a jour ne se produit;
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46 ETUDE D’UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME (P)

— 1€S5U,j€LV:lamise a jour a produit ¢;;:=¢;; —d + 0, donc on est dans
le premier cas ;

— 1€SU,j¢ LV:lamise a jour a produit ¢;;:=¢;; — 6. Par définition de ¢, le
colit réduit résultant est non négative, et au moins un d’entre eux a la valeur
nulle, et par conséquent, on est dans la deuxiéme situation ;

— ¢ SU,j€e LV:lamise a jour produit ¢;;:=¢;; + 9. Ainsi aucun coit réduit
ne peut étre nulle. On se retrouve dans le dernier cas. 0]

Il s’en suit qu’a la prochaine exécution, alternate étiquettera au moins un sommet
de V' de plus, donc il en résultera un chemin d’augmentation apres au plus n appels
de alternate.

Proposition 2.17. La complezité de l’algorithme Hongrois est donc O(n?)

Démonstration. L’étape d’initialisation nécessite O(n?) si elle est effectuée via
la procédure Basic preprocessing ou une méthode similaire. La boucle extérieure
de 'algorithme Hongrois est exécutée en O(n). A chaque itération, la procédure
alternate et la mise a jour des variables duales sont exécutées en O(n) dans la boucle
intérieur. Nous devons déja observer que chaque exécution de alternate trouve un
arbre alternatif en O(n?). La valeur de § est aussi comptée en O(n?). La complexité
total de l'algorithme Hongrois est donc O(n?). O

Exemple 2.18. Nous utilisons le probléme introduit dans I’'Exemple 2.13 et nous
supposons que l'initialisation est effectuée via la procédure de Basic_preprocessing.
Nous avons donc v =(7,2,1,2), v=(0,2,0,0) et ligne=(1,0,4,0); par conséquent,
nous avons ¢ = (1,0,0,3) et U= {1,4}.

Comme |U|=n — 2, la boucle extérieur sera exécutée a deux reprises. Le premier
appel de la procédure alternate(k) avec k=2 retourne sink=2 et pred= (2,1, —,
—); L’algorithme Hongrois augmente la solution primale. Aprés augmentation on
obtient ligne=(2,1,4,0), p=(2,1,0,3). On a maintenant U ={1,4,2}. La procédure
alternate(k) s’exécute alors pour k= 3.

SU=LV=SV=0, fail= false,sink=0;

i=3:SU={3},pred;=3LV ={1};

j=1SV={1}

i=2:SU={3,2}, fail=true

La solution dual est mise a jour. On obtient 6 =3, u=(7,5,4,2),v=(-3,2,0,
0), et

Q)

I
= O O W
N O = O
=l =
DO T RO DO

La Figure 2.2(b) montre le nouveau graphe biparti partiel G° = (U, V; EY), avec
les lignes épais désignant 'affectation partielle actuelle. La procédure alternate(3)
est encore exécutée, produisant ’arbre augmenté montré par les fléeches dans la
figure 2.2(c), ot les lignes en zig-zag montrent un chemin augmentation. La solution
primale est augmentée produisant U = {1,4,2,3}, ligne=(3,1,2,4), p=(2,3,1,4).



2.3 ALGORITHMES DE RESOLUTION DU PSLA 47

Nous avons ainsi obtenu une solution optimale, de valeur 17, définie par x5 =
Toz =g =T44=1 (et z;; =0 ailleurs ).

OO ORN OGP0,
Oya0 ONNOFSO

@@@@@@
{@@@@ﬁ@

(a) arbre alternatif; (b) nouveau graphe G (c) arbre d’augmentation

Figure 2.2.

2.3.3 Implémentation en O(n®) de I’algorithme Hongrois

Nous avons montré, dans la Proposition 2.16, qu’aprés une mise a jour du dual,
I’arbre alternatif enraciné en k précédent appartient toujours au nouveau graphe
G°= (U, V; E°). Cette observation conduit & une implémentation (développée par
Lawler dans les années 1970) qui fait croitre l'arbre actuel sans réinitialiser les
ensembles de sommets numérisés et étiquetés (comme cela est fait & chaque appel de
Alternate). La procédure donnée dans 1’Algorithme 2.4 itére les extensions d’arbre
et les mises a jour des solutions duales jusqu’a ce qu'un chemin d’augmentation
émanant du sommet d’entrée k soit obtenu. La signification de toutes les variables
est la méme que précédemment. De plus, nous utilisons 7; (j € V) pour désigner le
colit réduit minimal d’une aréte reliant un sommet étiqueté ¢ € U a j. Notez que

i. A chaque itération, le sommet actuel i € SU est affecté comme prédécesseur
au sommet j €V \ L'V chaque fois que le cott réduit de (i, j) (méme s'il est
supérieur a zéro) améliore la valeur actuelle de 7;. Cependant, j n’est ajouté
a L'V que si ce cotit réduit est nul;

ii. Aprés chaque mise a jour du dual, la procédure ajoute dans L V tous les
sommets non étiquetés de V' pour lequel une nouvelle aréte incidente ayant
un cott réduit égal a zéro a été obtenue.

Algorithme 2.4

Augment (k)

Trouver un arbre augmentant enraciné & un sommet k£ non attribué
for each j€V do: mj=+00

SU=SV=LV=()

sink=0, 1=k

while sink=0 do:

SU=SUU{i}
for each jeV\LV: ¢j;—u;—v;<m do:
pred; =1
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48 ETUDE D’UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME (P)

Ty =Cij — U — V5
if 7;=0 then LV=LVU({j}

endfor

if LV\SV=0 then:
# mettre a jour les variables dual
d=min(m;: jeV\LV)
for each 1€SU do: w,=u;+9
for each j€LV do: vj=v;—9¢
for each jeV\LV do:

7Tj = 7Tj — (5
if m;=0 then: LV=LVU{j}

endfor

endif

Soit j € LV \ SV

SV=SVu{j}

if ligne(j)=0 then:
sink=7j

else:
i =ligne(y)

endif

endwhile
return sink

L’algorithme Hongrois se réduit alors a des exécutions itératives d’augment(k),
chacune suivie d’une augmentation de la solution primal, comme le montre 1’Algo-
rithme 2.5.

Algorithme 2.5

Hongrois 3
initialiser w, v, ligne, ¢ et U
while [U|<n do:
soit k& un sommet de U \ U
sink = Augment(k)
U=UuU{k}
repeat:
i=pred;, ligne(j)=1i, h=¢(i), ¢(i)=j, j=h
until 1=k
endwhile

Exemple 2.19. Deés le départ, le probléeme numérique est développée dans les
exemples 2.13, 2.15 et 2.18. L’initialisation produite par la procédure Basic pre-
processing est évidemment la méme, et le premier appel de Augment(2) effectue
essentiellement les mémes opérations que Alternate (2), produisant ainsi la solution
T19=1Ty =743=1 (et 7;;=0 ailleurs) et U = {1,2,4},ligne = (2, 1,4,0), o = (2,1, 0,
3). La procédure Augment(3) est alors exécutée. Les deux premiéres itérations sont
trés similaires aux itérations effectuées par Alternate (3) et produisent les mémes
arbres alternatifs:
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7= (00,00,00,00),SU=LV=SV=0sink=0;
i=3:SU={3},pred=(3,3,3,3),7=(0,3,5,8), LV ={1};
j=1SV={1}

i=2:SU=1{3,2},pred=(3,3,2,2), 7=(0,3,3,5).

La premiére mise a jour du dual est la suivante:
d=3,u=(7,5,4,2),v=(-3,2,0,0) et 7=(0,0,0,2), donc LV ={1,2,3}.
L’exécution de augment continue avec

j=2:5V={1,2};

i=1:5U=4{3,2,1};

j=3:5V={1,2,3};
i=4:SU={3,2,1,4},pred=(3,3,2,4),7=(0,0,0,0), LV =(1,2,3,4);
j=4:SV={1,2,3,4},sink=4.

En retour, Hongroise 3 produit les mémes les solutions optimales que Hongrois.

Remarque. La boucle principale de Augment est exécutée en O(n), car (de la méme
maniére que pour Alternate) a chaque itération, un sommet différent j € LV \ SV
est sélectionné et ajouté a S V. Chaque itération est donc effectuée pour un ¢
différent et nécessite un temps O(n), puisque les valeurs 7; permettent de calculer
§ en O(n). La complexité de la procédure Augmente(k) est donc O(n?). La boucle
principale de Hongrois 3 est exécutée en O(n). Par conséquent, 'algorithme a une
complexité globale O(n?).
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Chapitre 3

Résolution du probléme P

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le probléme de somme linéaire d’affec-
tations (PSLA) qui est un cas particulier de notre probléme P. Dans cette étude nous
avons présenté et implémenté 1’algorithme Hongrois qui est la premiére méthode de
résolution en un temps polynomial du PSLA. Dans ce chapitre, nous allons adapter
I'implémentation en O(n?) de I'algorithme Hongrois pour résoudre notre probléme
d’optimisation P..

3.2 Geénéralisation de ’algorithme Hongrois

Le coeur de I'algorithme Hongrois est, partant d’'un couple de solutions duales, de
parcourir les sommets qui respectent la condition de relachement complémentaire
pour effectuer les affectations a travers des chemins d’augmentations. Ces affec-
tations ce font dans le respect des contraintes du PSLA] i.e, chaque lot de L est
affecté & un unique candidat de C et vice versa. Notre algorithmes maintient les
mémes procédés que l'algorithmes Hongrois a la seule différence que dans le notre
un candidat C; € C peut étre utilisé pour affecter au plus r lots de L.

Soit U={1,..., p} 'ensemble des indices de positions des lots de L et V ={1, ...,
n} 'ensemble des indices de positions des candidats de C. Désignons par K, ,= (U,
V; E) le Graphe de la correspondance I' (graphe biparti au sens de la théories des
graphes) ou chaque correspondance entre un candidat C; et un lot L; est représentée
par une aréte (i,j) € E.

3.2.1 Phase de pré-traitement

La phase de pré-traitement permet de déterminer une solution dual faisable et une
solution primal partielle (ot moins de p lots sont affectés) satisfaisant la condition de
relachement complémentaire. Une implémentation basique de complexité O(np) de
cette phase est donnée dans ’algorithme suivant, qui stocke les affectations partielles
dans

j  sii est affecté a j

p(i) =
0 sinon

ol



52 RESOLUTION DU PROBLEME P

et étiquette les sommets de V' affectés dans
{i:j affecté a i}
ligne(j) =
() ailleurs

Ici, ligne(j), ne stock pas une valeur, comme c’est le cas pour les PSLA| mais plutot
un ensemble de valeurs représentant les sommets de U affectés au sommet j.

Algorithme 3.1

Procédure Basic preprocessing r
initialiser ¢, et ligne
for i=1top do: p(i)=0
for j=1ton do: ligne(j)=0
déterminer les variables dual
for i=1to p do: u;=min{¢;:je€{l,...,n}}
for j=1tondo:vj=min{c¢;—uzie{l,...,p}}
trouver une solution partielle
for i=1 to p do:
for j=1ton do:
if ligne(j) <rand ¢;; —u; —v;=0 then:
p(1)=j
ligne( ;) —ligne(j) U {i}
break

La procédure fonctionne de la maniére suivante:

—  Elle construit les solutions duales. Le processus de construction des solutions
duales est similaire a celui de I'algorithme Hongrois.

—  Elle parcourt les éléments de la matrice. Si un élément & un cott réduit ¢;;
nul et j & moins de r affectations, alors elle affecte i & j et ajoute i a ligne( 7).

3.2.2 Adaptation de la procédure Augment de I’implémenta-
tion en O(n?®) de I’algorithme hongrois
Tout comme la procédure “Augment” de I’algorithme Hongrois, notre algorithme

cherche un chemin d’augmentation partant d’'un sommet non affecté £k € U en
construisant progressivement un arbre alternatif enraciné en k.

Algorithme 3.2

Procédure augment r(k)
Trouver un arbre augmentant enraciné a un sommet k non attribué
for each j €V do: mj=+o00

SU=SV=LV=()

sink=0, i=k

while sink=0 do:
SU=SUU{i}

for each j €V \LV: ¢; ; —u; —v; <m; do:
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pred; =1
Ty =Ci 5 — Uy — Uy
if m;=0then LV=LVU({;}
endfor
if LV\SV=0 then:
mettre a jour les variables dual
d=min (m;: j€V \LV)
for each i € SU do: u;=u; + 6
for each j €LV do: v;=v,—4¢
for each j €V \ LV do:
7Tj = 7Tj — (5
if m;=0then: LV=LVU{j}
endfor
endif
Soit jo€ V' \ LV tel que ¢; j, minimale
SV=SVU{jo}
if ligne(jo) <r:
sink = jo
else:
soit ¢’ € ligne(jo ) tel que ¢;/ j, maximal
1=1'
endif
endwhile
return sink

Ce algorithme ce déroule en deux phases.

—  Dans la premiére phase, notre algorithme effectue les mémes opérations que
celle de la procédure augment de I'algorithme Hongrois.

— La deuxiéme phase est subdivisée en deux partie.

— le sommet étiqueté et non numérisé jo € V qui coincide avec 'aréte
(i, jo) au colt ¢; j, minimal est sélectionnée et numeérisée. La numé-
risation consiste a ajouter a l'arbre laréte (i/, jo) € E° qui a le coit
maximal parmi les arétes qui ont leur extrémité dans ligne(jy). Le
sommet i’ devient alors la nouvelle candidate pour la prochaine ité-
ration.

— S’il n’existe pas de sommets étiquetés et non numeérisés dans V, i.e
LV \ SV = 0, alors la procédure met a jour les variables duales des
sommets étiquetés et ajoute dans LV les nouveaux sommets de V' qui
ont cotit réduit nul.

Soit (u,v) la solution dual faisable actuelle. Désignons par U I’ensemble des sommets
de U affectés.

Algorithme 3.3

Hongrois r
initialiser u, v, ligne, ¢
identifier les sommets affectés
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U={ieUtelque ¢(i)+#0}
affecter les sommets de U non affectés
while |U| < p do:
soit ke U\ U
sink = Augment r(k)
U=UuU{k}
repeat:
it =pred;
désaffecter i a ¢(7)
ligne(¢ (1)) =ligne(y(i)) — {i}
ligne( ) = ligne(j) U {7},
h=(i), p(i)=j,j=h
until 1=k
endwhile
rendre la solution optimale
identifier les colonnes saturées
colonneSature=()
for 7€V do:
if |ligne(j)| =r then:
colonneSature=colonneSature U {j}
endif
endfor
Uopt = {Z e U: Cip(i) = min {Cij . j c V} ou Cip(i) = min {Cij . j c
V'\ colonneSature} }
for i € U \ Uypt do:
Soit j € V' '\ colonneSature tel que ¢;; minimal
if Cij < Ciwp(d) then:
ligne(p(i)) =ligne(¢(i)) — {i}; commentaire: désaffecter i a (i)
commentaire: affecter i & j
p(i)=j
ligne( ) = ligne(j) U {i}
if ligne(j) =r then:
colonneSature=colonneSature U {j}
endif
endif
endfor

L’algorithme est subdivisé en trois phases que sont :

La phase de prétraitement.

La phase d’affectation. Elle se réduit a des exécutions itératives d’aug-
ment_ r, chacune suivie d'une augmentation de la solution primale.

La phase d’optimisation. On dit qu'une affectation (i) est optimale si c;,(;)=
min {c;; : 7 € V} ou ¢y = min {¢;;:  j € V \ colonneSature}. Une
sommet j € V est dit saturé si ligne(j) = r. A chaque itération, il effectue
les opérations suivantes :

— sélectionner un sommet ¢z non optimale,
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—  chercher le cotit minimal parmi les sommets non saturés,

—  Affecter ¢ au sommet j qui coincide avec ce cofit.
Proposition 3.1. La complexité de notre algorithme est O(np?)

Démonstration. La premiére phase de notre algorithme est exécutée en O(np?).
Dans la deuxiéme phase, la recherche des sommets saturés se fait en O(n). Celle
des affectations optimales se fait en O(p?). Au sortir de la premiére phase nous
aurons au plus p sommets de U non optimals et pour chaque sommet la recherche
de l'optimum nécessite au pire O(np) opérations. Donc, notre algorithme a une
complexité de O(np?). O

Exemple 3.2. Etant donnée la matrice d’entrée C ci dessous.

0 2 0 0

7({7 9 8 9 0 0 1 2

212 8 5 7 0 4 3 5

1 1 6 6 9 0 3 5 8

2\3 6 2 2 1 2 0 O
C C

En faisant appel a la procédure Basic _preprocessing r pour r =2, on obtient les
variables duales u et v (montrés a gauche et au dessus ), I'ensemble ligne=({1, 2},
0,4,0) (donc p=1(1,1,0,3)) et 'affectation partielle montré par les zéros soulignés

dans C.

: ®

Figure 3.1.

Alors on a U =(1,2,4), |U]|=3.

on fait donc appel & augment_r(3).

= (400, +00, +00, +00)

i=3,SU={3},LV={1},pred=(3,3,3,3), 7=(0,3,5,8)

j=1,SV={1}

puisque ligne(1) a déja deux lignes affectées qui sont 1 et 2 et que c1o<cyy, i=1
devient la nouvelle candidate.

i=1,SU={1,3},LV={1,2},pred=(3,1,1,1), 7=(0,0,1,2)
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56 RESOLUTION DU PROBLEME P

j=2,SV={1,2}
sink=2 B
L’affectation donne p=(2,1,1,3), U=(1,2,3,4).

Figure 3.2.

Tous les sommets de U sont affectés. Maintenant, rendons la solution optimale.

colonneSaturer={1}

Uopt — {2, 3, 4}

i=1, j=3, ligne(3) <2

donc (1) =3.

par conséquent, la solution optimale est x13 =9 = 231 = 243 = 1. Les autres x
sont nulles.



Epilogue

Dans ce memoire nous avons fait :

e des mathématiques
— modélisation
— optimisation combinatoire
—  théories des graphes

e de l'informatique
—  écriture d’algorithmes
— analyse de complexités
— implémentation d’algorithmes
— simulations

pour proposer un début de solution & un probléme complexe : la dématérialisation
puis I'automatisation des procédures de passations des marchés publics.

Notre algorithme est une adaptation naive du célébre algorithme Hongrois qui
résout un cas particulier de notre probléme de départ. De plus, nous avons eu recours
a une procédure d’optimisation pour corriger 'optimalité des affectations.

Ce premier pas est encourageant. Nous comptons poursuivre le travail dans cette
direction en vu d’approfondir I'analyse mathématique de notre algorithme. Nous
avons également I’ambition d’explorer en profondeur d’autres pistes évoquées dans
ce mémoire, particulieremment celles passant par 'interpretation fonctionnelle du
probléme.
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Annexe A

Implémentation des algorithmes

Pour I'implémentation de ces algorithmes nous utiliserons les bibliothéques net-
workx pour la manipulation des graphes et numpy pour la manipulation des
matrices. Nous allons aussi utiliser la fonction choice et deque et les objets set,
list et dictionnaire.

Choice est une fonction de la bibliothéque random qui sert & choisir de maniére
aléatoire un élément dans une liste d’éléments. Quant & deque, c’est une liste
particuliére qui permet 'ajoutet 'extraction des éléments dans les deux sens.

A.1 Implémentation des algorthimes de couplages
maximums sur un graphe biparti

A.1.1 Algorithme cardinality matching

def Cardinality_matching(G,M,U,V)
R=set ()
r={} #dictionnaire qui stocke les aretes ettiquétes dans
scan_leftvertex
1={} ##dictionnaire qui stocke les aretes ettiquétes dans
scan_rightvertex
# determiner 1 ensemble des sommets de U non couplés
(cote_gauche L)
L=set(filter(lambda i:len({(i,j) for j in G[i]l}&M)==0,U))
# scanner caute gauche
def scan_leftvertex(x,L,R,1)
L=L-{x}
# parcourir 1 ensemble des voisins non etiquete de x
for j in set(filter(lambda u: u not in 1,G[x]))
1[j]=x
RI={j}
return L,R,1
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def scan_rightvertex(x,M,L,R,1,r):
R=R-{x}
p={}
matched_neighbour=set(filter(lambda i:(i,x) in M,G[x]))
if len(matched_neighbour) !=0:
i=matched_neighbour.pop ()

rlil=x
LI={i}
else:
# recherche de chemin de type P := (. . . , r(1(x)),
1(x), x);
plx]=1[x]
u=1.pop(x)
test=True
while len(1)'=0 and len(r)!=0 and test:
try:
plul=r[u]
u=r.pop(u)
plul=1[u]
u=1.pop(u)
except:
test=False

# transformer le dictionnaire P en un ensemble
P={(i,j) if i in U else (j,i) for i,j in p.itemsO}
#faire la difference symetrique
M=M"P
# stoquer les sommets de U non couplé
L=set(filter(lambda i:len({(i,j) for j in
G[i]l}&M)==0,1))
R=set ()
1={}
r={}
return L,R,1,r,M
while len(L|R)!=0:
x=choice(list(L|R))
if x in L:
L,R,1=scan_leftvertex(x,L,R,1)
else:
L,R,1,r ,M=scan_rightvertex(x,M,L,R,1,r)
return M

A.1.2 Algorithme de Hopcroft—Karp

def hopcroft_karp(G,M,U,V):
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BIPARTI

non

not
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# U_0 et _V_O contient tous les sommets non couplés de et U et

U_O=set(U)-{u for u,v in M}
V_O=set(V)-{v for u,v in M}
# fonction qui construit un graphe en couche
def construire_graphe_couche() :
# cette fonction renvoyera:
# - les couches du graphe sous forme de dictionnaire
# - la longueur de la couche
# - une booleen qui indique si le couplage est maximum ou

couche={}
couche [0]=set (U_0)
k=0
k_e=int (k)
union_couche=set ()
while len(couche[k])!=0:

couche [k+1]=set ()

for i in couchelk] :

couche [k+1]=couche[k+1] [{j for j in G[i] if (i,j)
in M and j not in

union_couche }

union_couche=union_couche|couche [k+1]
if len(couche[k+1])==0:
return couche, k_e, False
if len(couche[k+1]&set(V_0))!=0:
k_e=k+1
couche [k+2]=set ()
else:
couche [k+2]={i for i,j in M if j in couchel[k+1]}
k=k+2
return couche,k_e, True
# fonction qui cherche un systeme maximal de chemin

d’augmentation
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def trouver_delta_M():

couche [k_e]=couche[k_e]&set (V_0)

scan,matching=set (), {}

k=1

x,P={},{}

while len(couche[0])!=0:
x[0]=couche [0] .pop ()
1=0
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while 1>=0:
try:
while len((set(G[x[1]])-scan)&couche[1+1])!=0:
v=(set(G[x[1]])-scan)&couche[1+1]
if 1%2!=0:
u={i for i in v if (i,x[1]) in

M}.pop()
else:

u={j for j in v if (x[1],j) not in

M}.pop()
x[1+1]=u
scan.add (u)
1=1+1
if 1==k_e:

P[kl={(x[i],x[i+1]) if x[i] in U
else (x[i+1],x[i]) for i in
range (k_e) }

k+=1

except:
pass
if 1<k_e:
1-=1
else:
1=-1
return P
# procedure de implementation de 1 algorithme de Hopcroft -
Karp
test=True

while 1en(U_0)!=0 and test:
couche,k_e,test=construire_graphe_couche ()
if test:
chemin=trouver_delta_M()
for i in chemin:
M~=chemin[i]
U_O=set (U)-{u for u,v in M}
V_0O=set(V)-{v for u,v in M}
return M

A.1.3 Illustration numérique de la complexité des deux
méthodes

Maintenant illustrons numériquement la complexité des deux méthodes et com-
parons. Pour ce faire, nous allons générer aléatoirement 19 graphes en variant le
nombre de sommets par pas de dix et sur chaque graphe nous allons prendre le temps
de calcul de chaque méthode et les représenter.
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Evolution du temps de calcul de Hopcroft and carp et de cardinality matching

—&— Hopcroft and Karp
20 —* cardinality matching

15 - /
: y
o v
(™}
b L
® 10 -
(=1
E /
& -
"‘-lr
v g
0.5 1 .
A
.--"*-----r
e
0.0 1 ———— 8 —e—e————— 90—
0 20 30 40 50 &0 70 B0 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Nombre de sommets du graphe

Figure A.1.

A.2 Implémentation de I’algorithme Hongrois

A.2.1 Implémentation basique I’algorithme Hongrois

def hongrois(C):

n=C.shape[0]

U={i+1 for i in range(n)}

V=set (U)

# processus de pretraitement

def basic_preprocessing():
# Ligne et colonne de reduction
u=[min(j for j in i) for i in C]
v=[min(j-uln] for n,j in enumerate(i)) for i in C.T]
# Trouver une solution faisable
ligne={j:0 for j in V}
phi={j:0 for j in U}

for i in U:

for j in V:
if ligne[j]==0 and C[i-1,j-1]-uli-1]-v[j-1]1==0:
ligne[jl=1
phi[il=j
break
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return ligne, phi,u,v

def alternate(k):
# Initialisation
SU,LV,SV=set(),set(),set()
fail=False
sink=0
i=k
pred={}

while sink==0 and not fail:
SU=SU|{i}

for j in set(V)-LV:
if C[i-1,j-1]-uli-1]-v[j-1]==0:
pred[j]=i
Lv=LV|{j}

if len(set(LV)-SV)==0:
fail=True

else:
j=set (set(LV)-SV) .pop()
SV=SV|{j}

if ligne[j]==0:
sink=j
else:
i=ligne[j]
return sink,pred,SU,LV

# initialisation
ligne,phi,u,v=basic_preprocessing()
Ubar={i for i in phi if phi[i]!=0}

while len(Ubar)<n:
k=(set (U) -Ubar) .pop ()
while k not in Ubar:
sink,pred,SU,LV=alternate (k)
# augmenter la solution primale
if sink>0:
Ubar=Ubar |{k}
j=sink
i=None
while i'!=k:
i=pred[j]
ligne[jl=i
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phil[il,j=j,phili]
else:
# mettre & jour la solution dual
delta=min(C[i-1,j-1]-uli-1]-v[j-1] for i in SU
for j in set(V)-LV)
for i in SU:
uli-1]+=delta
for j in LV:
v[j-1]-=delta
print (u,v)
return phi

Appliquons le code sur I'Exemple 2.13.

# initialisation avec basic_preprocessing
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phi = [t, 0, 0, 3] ligne = [1, 0, 4, 0], u=[7, 2, 1, 2], v=[0, 2,

0, 0]
Ubar={1,4}

alternate(2)

Su = {1, 2}, sv={1, 2}, Lv={1, 2}
sink= 2, pred={1: 2, 2: 1}

augmenter la solution partielle

phi = [2, 1, 0, 3] ligne = [2, 1, 4, 0]
Ubar={1,2,4}

alternate(3)

SU = {2, 3},8v={1}, LV={1}
mettre & jour les variables dual
u=[7, 5, 4, 2], v=[-3, 2, 0, 0]
Ubar={1,2,4}

alternate(3)

su= {1, 2, 3, 4}, sv={1, 2, 3, 4}, Lv={1, 2, 3, 4}
sink= 4, pred={1: 3, 2: 3, 3: 2, 4: 4}

augmenter la solution partielle

phi = [2, 3, 1, 4] ligne = [3, 1, 2, 4]

A.2.2 Implémentation en O(n?) de ’algorithme Hongrois

def hongrois_ameliorer(C):
#
n=C.shape[0]
INF=float("inf")
V={j+1 for j in range(n)?}

def procedure_preliminaire_basique():
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# Ligne et colonne de reduction
u=[min(j for j in i) for i in C]
v=[min(j-uln] for n,j in enumerate(i)) for i in C.T]

# Trouver une solution faisable
ligne={j:0 for j in range(l,n+1)}
phi={j:0 for j in range(l,n+1)}

for i in range(n):
for j in range(n):
if ligne[j+1]==0 and C[i,jl-uli]l-v[j]==0:
ligne[j+1]=i+1
break

for j,i in ligne.items():
if 1!'=0:
phi[i]=j
return ligne, phi,u,v

def procedure_augmente (k) :
# Initialisation
pi={j+1:INF for j in range(n)}
pred={}
SU=set ()
SV=set ()
LV=set ()
sink=0
i=k

while sink==0:
SUl={i}
for j in {x for x in set(V)-LV if
Cli-1,x-1]-uli-1]-v[x-1]<pil[x]}:
pred[jl=1i
pil[jl=Cli-1,j-1]-uli-1]-v[j-1]
if piljl==0:
LV|={j}

if len(set(LV)-SV)==0:
delta=min(pil[j] for j in set(V)-LV)
for i in SU:
uli-1]+=delta
for j in LV:
v[j-1]-=delta
print (u,v)
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for j in set(V)-LV
piljl-=delta
if piljl==
LvI={j}

j=set (set (LV)-SV).pop()
Svi={j}

if lignel[jl==
sink=j
else
i=lignel[j]
return sink,pred

# initialisation

n=C.shape[0]

U={i+1 for i in range(n)}
ligne,phi,u,v=procedure_preliminaire_basique()
Ubar={i for i,j in phi.items() if j!=0}

while len(Ubar)<n
k=set (set (U)-Ubar) .pop()
sink,pred=procedure_augmente (k)
Ubar | ={k}
j=sink
# repeter ces insrtructions jusqua i=k
i=None
while i'=k
i=pred[j]
ligne[jl=1i
phi[il, j=j,phili]

return phi

A.3 Implémentation de I’algorithme de résolution du
probléme

def hongrois_r(C,r)

# initialisation
INF=float("inf")

n=C.shape

U={i+1 for i in range(n[0])}
V={i+1 for i in range(n[1])}
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def Basic_preprocessing_r():
# Ligne et colonne de reduction
u=[min(j for j in i) for i in C]
v=[min(j-ul[n] for n,j in enumerate(i)) for i in C.T]
# Trouver une solution faisable
ligne={j:set() for j in V}
phi={j:0 for j in U}
for i in range(n[0]):
for j in range(n[1]):
if len(ligne[j+1])<r and C[i,jl-ulil-v[j]==0:
ligne[j+1] .add(i+1)
phi[i+1]=j+1
break
return ligne, phi,u,v

def augment_r(k):
# Initialisation
pi={j+1:INF for j in range(n[1])}
pred={}
SU,LV,SV=set(),set(),set()
sink=0
i=k
while sink==0:
SUl={i}
for j in {x for x in set(V)-LV if
Cli-1,x-1]-uli-1]-v[x-1]<pilx]}:
pred[jl=1i
piljl=Cli-1,j-1]-uli-1]-v[j-1]
if pilj]==0:
LV|={j}
if len(set(LV)-SV)==0:
delta=min(pil[j] for j in set(V)-LV)
for i in SU:
uli-1]+=delta
for j in LV:
v[j-1]-=delta
print(u,v)
for j in set(V)-LV:
piljl-=delta
if piljl==0:
LvI={j}

j_min={j for j in set(LV)-SV if
C[i-1,j-1]==min(C[i-1,h-1] for h in
set (LV)-SV)}
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if len({h for h in j_min if len(lignelh ])<p})!=0:
j=th for h in j_min if len(ligne[h])<p}.pop()
sink=j
SV=sV|{j}
else:
j=j_min.pop()
SV=SV|{j}
i={h for h in ligne[j] if
C[h-1,j-1]==max(C[i-1,j-1] for i in
ligne[j])}.pop(O)

return sink,pred

# initialisation
ligne,phi,u,v=Basic_preprocessing_r ()
Ubar={i for i in phi if phi[i]!=0}
while len(Ubar)<n[0]:
k=set (set (U)-Ubar) .pop()
sink,pred=augment_r (k)
Ubar |={k}
j=sink
# repeter ces insrtructions jusqu a i=k
i=None
while i'=k:
i=pred[j]
#desaffecter i a phi(i)
if phi[i]!=0:
ligne[phi[i]].discard(i)
#affecter i a j
ligne[j].add (i)
phi[il, j=j,phili]

# rendre la solution optimale
# colonne saturer
sature=set ()
for j in ligne:
if len(lignel[j])==r:
sature.add(j)
#sommet affecte de maniere optimale
Uop={i for i in phi if C[i-1,phil[i]-1]==min(C[i-1,:]) or
Cli-1,phi[i]-1]==min(C[i-1,j-1] for j in set(V)-sature)}

for i in set(set(U)-Uop):
j={h for h in set(V)-sature if C[i-1,h-1]==min(C[i-1,j-1]
for j in
set (V) -sature) }.pop()
if len(ligne[jl)<r and C[i-1,j-1]J<C[i-1,phi[i]-1]:
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#desaffecter i a phil[i] et affecter i & j
ligne[phi[i]]-={i}
#affecter i a j
phi[i]=j
ligne[j].add (i)
if len(ligne[j])==p and max(C[i-1,j-1] for i in
ligne[j])<=min(C[i-1,j-1] for i in
set(U)-lignel[j]):
sature.add(j)

return phi
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