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Résumé

Dans ce mémoire nous exposons une méthode algébrique de conception de
controles rétroactifs pour réguler le niveau et le débit de ’eau dans un réseau
de canaux ouverts. Le réseau est modélisé par trois canaux avec une jonction
ol ces derniers se rencontrent.

Les équations de Saint Venant sont linéarisées autour d’un état stable prescrit.
Nous considérons que 1’écoulement est dans un état sous critique et définissons
une énergie pour construire des controles frontieres. Ces controles dépendent
des données a tout instant et assurent la convergence exponentielle en norme
L? de la solution du modéele linéaire.

Le cas d’un canal est d’abord traité. Ensuite la méthode est appliquée a un
réseau en étoile constitué de trois canaux. Enfin les controles construits sont
utilisés pour des simulations numériques.



Introduction

Les équations unidimensionnelles de Saint Venant sont des équations aux
dérivées partielles non linéaires établies par Barré de Saint Venant dans [34].
Composées de lois de conservation de masse et de quantité de mouvement,
elles sont utilisées pour décrire le comportement de 1’écoulement de ’eau dans
les canaux ouverts et les rivieres. Ces équations permettent aux ingénieurs
hydrauliciens de résoudre des problemes liés aux dynamiques des canaux et des
rivieres.

Depuis de nombreuses années, le domaine de la controlabilité, de I’observabilité
et de la stabilisation des canaux d’irrigation a été pris en compte dans la litté-
rature comme indiqué dans [1] par Malaterre et dans [24] par Leugering. Dans
[1], auteur donne une classification des algorithmes de contrdle des canaux
et une bibliographie complete dans ce domaine. Une synthese est réalisée par
Bastin et al. [3] qui apportent des contributions & travers une bibliographie
intéressante, des problemes ouverts et des défis mathématiques concernant les
canaux d’irrigation. Plusieurs auteurs ont contribué dans le contréle des canaux
ouverts modélisés par les équations de Saint Venant avec des méthodes de
controle avancées au moyen de plusieurs théories. Parmi elles, nous avons la
méthode de controle quadratique linéaire développée et étudiée par Balogun
et al [2] et, Malaterre [31], Weyer [37], Chen et al.[7]. Nous avons l'approche
semi-groupe avec laquelle Xu et al. [38] ont proposé un controle rétroactif de
sortie proportionnel et intégral utilisant un modele d’EDP linéaire autour d’un
état stable. Un controle H,, pour un canal d’irrigation est aussi étudié par
Litrico et al.[30]. L’analyse de Lyapounov et les invariants de Riemann sont
également utilisés dans [19, 24, 21, 8, 33, 28, 5]. Une autre approche peut étre
trouvée dans [35]. A I'aide de ces méthodes de controle, des réseaux complexes
de canaux sont étudiés depuis longtemps par des ingénieurs en hydraulique
([32, 29] et référence citée dans [3]).

La régulation des flux dans les réseaux est une base théorique intéressante en



mathématiques pour déterminer des controles frontieres optimaux pour de tels
réseaux. Les réseaux sont souvent modélisés par des canaux se joignant en des
jonctions (nceuds) ou plusieurs conditions sont proposées. Nous considérons
un écoulement sous critique et utilisons des conditions de noeud comme celles
données dans [24, 32, 26, 16]. Ces conditions sont le flux total et la conti-
nuité de I'énergie a la jonction. D’autres conditions peuvent étre trouvées dans
21, 8, 28, 15]. D’'importants résultats sur les écoulements dans les réseaux ont
été obtenus par plusieurs chercheurs. Par exemple, Halleux et al. [8] ont utilisé
I’approche de Riemann pour construire un contréle permettant de stabiliser un
réseau en cascade constitué de plusieurs canaux inter-connectés. Les actions
de controle sont assurées par des vannes réglables a la fin de chaque canal.
Les réglages de ces derniers déterminent la vitesse du fluide aux extrémités
du canal. Les chercheurs Bastin et al.[5] ont utilisé 'approche de stabilité de
Lyapounov sur un réseau en cascade avec une pente de fond alors que Leugering
et al. [24] ont étudié la stabilisation et la contrélabilité nulle des perturbations
autour d’un état stationnaire pour un réseau en forme d’étoile. Un tel réseau
peut également étre trouvé dans [19] et [26], ou Li a étudié la contrdlabilité
exacte aux frontieres physiques des écoulements non stationnaires. Les réseaux
a configuration arborescente sont aussi considérés dans [8, 16, 15].

Nous allons étudier une classe de controles rétroactifs aux frontieres des réseaux
en forme d’étoile. Les flux aux frontieres sont les quantités controlables. Notre
objectif est de construire des controles rétroactifs qui permettent d’approcher
le débit et la hauteur d’eau a un état stable prescrit quand le temps est suffi-
samment grand. Nous appliquons I'approche a un réseau de trois canaux, mais
elle peut étre généralisée a des réseaux étoilés plus complexes.

Nos controles dépendent de 'état du canal a des moments antérieurs. En
d’autres termes, les données antérieures du canal sont utilisées lors de la
construction. Du point de vue pratique, 'existence d’un délai est nécessaire,
car il y a toujours un délai entre la mesure en ligne des données et leur utili-
sation pour déterminer les contrdles. Des controles rétroactifs ont été dérivés
dans [19, 20, 18] pour stabiliser le probléme du réseau d’écoulement de gaz
autour d'un état stationnaire prescrit. Mais il faut noter que 'approche utilisée
dans [19] n’est pas la méme que notre approche. La différence réside dans la
définition de la fonction de Lyapounov et dans le traitement de la variation
de cette fonction pour dériver les controles rétroactifs. Nous considérons un
réseau similaire mais les conditions de jonction sont différentes. Notre approche
consiste a exprimer la variation de 1’énergie du probleme linéarisé, comme un
polynéme du second ordre en termes d’écoulement aux frontieres (extrémités
libres des canaux). Ce polynéme du second ordre est négatif pour un ensemble
de contrdles et le taux de stabilisation est borné. Cette bornitude est en accord
avec le fait que la vitesse a laquelle les solutions des systemes hyperboliques
sont affectées par les conditions aux limites est bornée. Pour construire les
controdles, le niveau d’eau aux frontieres est utilisé. Le fait que le débit soit

Controéle rétroactif 8



stabilisé pour des controles dans un intervalle donne de la robustesse et de la
souplesse. Ceci est essentiel pour deux raisons. Pour commencer, les controles
seront appliqués au probleme réel, qui est non linéaire. Deuxiemement, les
niveaux d’eau aux frontieres physiques influencent les contrdles. Ceux-ci seront
connus par des mesures qui ne seront correctes que approximativement.

Ce document est constitué de quatre chapitres.

» Dans le chapitre 1 constitué de sept sections, nous présentons d’abord les
équations de Saint-Venant et quelques notions comme les espaces de Sobolev
qui nous seront utiles dans ce mémoire.

» Dans le chapitre 2 constitué de six sections, nous allons construire les controles
pour un canal et démontrer la décroissance de I'énergie a définir.

» Dans le chapitre 3, composé de sept sections, le cas d’un réseau de trois
canaux avec une jonction sera ensuite traité.

» Dans le chapitre 4, composé de trois sections, nous présentons la méthode
des volumes finis pour le cas mono-dimensionnelle que nous appliquons ensuite
au canal et au réseau. Quelques simulations numériques avec python seront
faites au moins pour le cas du canal.

Controéle rétroactif 9



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Equations de Saint-Venant

Les écoulements quasi-unidimensionnels, par exemple ceux des cours d’eau,
sont décrits par les équations de Barré de Saint-Venant obtenues par Adhé-
mar Barré de Saint-Venant en 1871 et précisées en 1888. Par extension cette
appellation a été étendue aux écoulements en eau peu profonde (en anglais
shallow water) qui correspondent a des problémes quasi-bidimensionnels. On
les rencontre en géophysique par exemple pour décrire les courants de marée.
A ces phénomenes sont associées des ondes (onde de Rossby, onde de Kelvin,
onde de Poincaré, mascaret, tsunami) dont 1’étude de certaines d’entre elles est
antérieure a 1850. Ces écoulements sont représentatifs de milieux non dispersifs.
Dans le cas contraire le milieu est décrit par les équations de Boussinesq. Les
équations de Saint-Venant peuvent étre obtenues a partir des équations de
Navier-Stokes.

1.1.1 Dérivation des équations

Le systeme formé des équations de Saint-Venant est obtenu a partir de
I’équation de continuité ou conservation de la masse et celle de conservation
de la quantité de mouvement, en utilisant un certain nombre d’hypotheses
simplificatrices.

Les principales hypotheses simplificatrices sont [6] :

¢ Liquide incompressible.

o Ecoulement unidimensionnel.

¢ La pente du canal est faible

10



¢ Le canal est a section transversale rectangulaire.

¢ Distribution hydrostatique des pressions, ceci est valable si 'accélération
verticale est faible, c’est-a-dire, si la variation de la surface de ’eau avec
la distance est graduelle.

o Répartition uniforme des vitesses transversales.

¢ Les pertes de charge par frottement d’un écoulement non permanent
peuvent étre calculées en utilisant les formules d’un écoulement permanent
uniforme.

¢ Les contraintes tangentielles au fond du canal sont prépondérantes sur
les autres contraintes.

1.1.1.1 Equation de continuité

C’est I'équation qui traduit le principe de la conservation de la masse. Ce
dernier permet d’établir une relation entre certaines caractéristiques du fluide
et ses mouvements indépendamment des causes qui les provoquent. Ainsi, la
masse fluide reste constante tout au cours de I’écoulement, autrement dit il n’y
a ni apport extérieur, ni prélevement de masse [6]. On suit le mouvement d’une
masse liquide dans un canal a surface libre, et on calcule ses variations, entre
deux sections (1) et (2) (Figure 1.1). A la section 1 :

Se(t+di)_ g,

sfm\%k“'“m

— S5
Q hix.t) Q+dQ/
a(faible)
dx
N > (‘(’7:")(11 .
® ©

FIGURE 1.1 — Schéma pour I'équation de continuité

Vi = Qdt. (1.1)
A la section 2 :
oQ
= — . 1.2
Vo= (@ + 5 duidt (12)

La variation de volume entre ces deux sections pendant le temps dt, n’est autre
que la différence entre le volume entrant et celui sortant

oQ
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Cette variation de volume est le résultat d’une modification de la surface libre
entre les deux sections pendant le temps dt. Ce qui correspond a :

AV = (de)(g:dt (1.4)

ou B est la largeur de la surface libre et h(z,t) la profondeur d’eau. On obtient
de (1.3) et (1.4) que :

0Q A
o ot T

ou dA = Bdh. On peut écrire la relation suivante pour une section donnée :

0 (1.5)

Q=0vA
ol v est la vitesse moyenne dans la section A. L’équation (1.5) devient alors :

dwA) _oh  ov DA _oh

A
avec la profondeur hydraulique, h = i on peut aussi écrire

h@v n oh n oh
_ v— - =
ox Jxr Ot
Les équations ci-dessus représentent différentes formes de I’équation de conti-
nuité, valable pour les canaux prismatiques (section, pente de fond et rugosité
du canal sont constantes).

Pour le cas d'un canal rectangulaire, on écrit I’équation (1.5) ainsi :

@_’_%_h@_i_ @—f‘%—
or "ot ox " Voxr "ot

0. (1.7)

0 (1.8)
Ougq= % est le débit unitaire.

1.1.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Les équations dynamiques s’obtiennent en appliquant le principe de conser-
vation de la quantité de mouvement qui établit une relation entre les caracté-
ristiques du fluide, celle de ses mouvements et les causes qui les produisent,
c’est-a-dire les forces [6].

Nous allons étudier I’écoulement d’un fluide dans un canal a surface libre d’une
faible pente et on suit ces mouvements suivant un axe X. Ainsi, les forces
agissant sont (Figure 1.2) :

% Force de volume ou d’inertie

P, = pgdxAsin o (1.9)

Contréle rétroactif 12



Fp3
—
For F,
__—b 47—-.
Fr
‘____,._.--'-'— r_,/VPgX
l X+dx
Py

FIGURE 1.2 — Forces agissant sur un élément fluide

% Force de pression

Enx : F, =PFA (1.10)

P,
Enx+dx : Fpo+ F3 = — (Pp + a@x d:z:) A (1.11)

Avec P, = pgh : pression hydrostatique, la force de pression totale sera :

oP
F,= —8—;dxA (1.12)
% Force frottement
Fy = —7P,dz, (1.13)

avec P, le périmetre mouillé et 7 la force de frottement par unité de
surface.
En appliquant le principe fondamental de la dynamique, on obtient :

d dv
ZFewt m—v = pAdzx pn (1.14)
, oP,
z Fop = pgdrAsina — a—dxA — 7P, dx. (1.15)
x
Des relations (1.14) et (1.15), on tire :
dv oh TP,
= = = _lm 1.16
a Y sina = g or  pA’ (1.16)
La définition de la dérivée particulaire nous permet d’écrire :
dv  Ov v
b I 1.1
dat Ot * e (L.17)

Contréle rétroactif 13



Des équations (1.16) et (1.17) on aura finalement :

ov ov oh TP,
- tv—+ + —" —gsina = 0. 1.18
ot " "or " ox " pAa Y (1.18)
Avec :
%« supposé petit, tan a = sin « appelé pente de fond du canal et notée .S,
x 1’expression %{1" divisée par g, soit ;5 = donne le frottement du fond ou
pente énergétique notée Sy.
L’équation (1.18) s’écrit alors :
ov v oh
+v—+g——9g(S, — S¢) =0. 1.19
 bus + g~ g(S - 5)) (1.19)
C’est I'équation de la quantité de mouvement ou équation dynamique pour un
écoulement non permanent et non uniforme dans un canal a ciel ouvert.
Les équations (1.6) et (1.19) représentent la paire d’équations, connues sous le

nom du chercheur frangais Barré de Saint-Venant :

ov 0A oh

A— + B— =

8$+ (933 ot 0 (120)
@_{_ @4_ %_ (S _S)_ .
ot " or " Jpg IR T

1.1.1.3 Nombre de Froude

Le nombre de Froude, de I'hydrodynamicien anglais William Froude, est un
nombre sans dimension qui caractérise dans un fluide I'importance relative de
I’énergie cinétique de ses particules par rapport a son énergie potentielle gravita-
tionnelle. Il s’exprime donc par un rapport entre la vitesse d'une particule et la
force de pesanteur qui s’exerce sur celle-ci. Ce nombre apparait essentiellement
dans les phénomenes a surface libre, en particulier dans les études de cours
d’eau, de barrages, de ports et de navires (architecture navale). Il est également
important en météorologie pour le calcul de 1’écoulement de ’air en montagne.
En dynamique des fluides il fait partie des trois nombres sans dimension les
plus utilisés : il caractérise I'importance de la pesanteur alors que le nombre de
Reynolds prend en compte la viscosité et le nombre de Mach la compressibilité.
Le nombre de Froude peut étre indicatif de la vitesse du fluide normée par une
distance caractéristique. Ainsi pour les écoulements rapides on a un nombre de
Froude > 1, tandis que pour les rivieres plus calmes on a Froude < 1.

Définition 1. Le nombre de Froude étant le rapport entre ’énergie cinétique
(mwv?/2) et I’énergie potentielle gravitationnelle (mgL.), il se définit donc :
v

Fr =
g gL,

(1.21)

avec .
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o v : vitesse (m.s™1);
o g : accélération de la pesanteur (9,81m.s72) ;
e L. : longueur caractéristique.

Dans le cadre d’un écoulement a surface libre comme c’est le cas dans un
cours d’eau, le nombre de Froude correspond au rapport entre la vitesse de
I’écoulement v et la vitesse des ondes de surface C', soit

v
Fr=— 1.22
r=2 (1.22)
La célérité de ces ondes s’exprime par :
C =/gL. (1.23)

ou L., longueur caractéristique, vaut le rapport entre la section d’écoulement
A et la largeur de la surface libre B soit :

A
L.= —. 1.24
= (1.2

On a donc :

v
Fr = 1.25
1 (1.25)

IB

Dans le cas particulier d’'un canal rectangulaire, la longueur caractéristique L.
vaut la profondeur h du cours d’eau. L’expression du nombre de Froude pour
une section rectangulaire est donc

v

v
F = — =
T o Vgh

(1.26)

avec h étant la hauteur d’eau.
La connaissance du nombre de Froude permet de déterminer le type de
régime d'un cours d’eau. En effet :
e si F'r > 1, I’écoulement est dit torrentiel (ou super critique), les ondes
se déplacent moins vite que le fluide et se propagent toujours vers ’aval.
Pour résoudre les équations, une condition a la limite amont est suffisante.
e si F'r < 1, I'écoulement est dit fluvial (ou sous critique), les ondes se
déplacent plus vite que le fluide. Elles peuvent se propager vers ’amont ou
vers l'aval. Il faut donc, pour résoudre les équations, poser des conditions
aux limites amont et aval.
e Si F'r =1, ’écoulement est dit critique. Cet état est instable et n’apparait
normalement que de maniere transitoire.
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1.1.1.4 Propriétés des équations de Saint-Venant

e Les équations de Saint-Venant, bien qu’ayant été établies a l'aide de
simplifications sont souvent extrémement compliquées a résoudre.

e Les équations de Saint-Venant ne possedent pas de solution analytique.
Il faut donc les résoudre numériquement.

e Les équations de Saint-Venant constituent un systeme de deux équations
aux dérivées partielles de type hyperbolique en x et ¢, introduisant deux
fonctions inconnues, h et v ou h et (). Il faut choisir des conditions aux
limites et initiales pour bien encadrer le probleme.

Nous donnons ici des équations de Saint-Venant pour le canal et pour le réseau
que les chercheurs utilisent le plus souvent en se référant a des articles utilisés
dans ce mémoire.

1.1.2 Cas d’un canal simple

L
]

FIGURE 1.3 — Vue latérale d’un bassin d’un canal ouvert a fond constant en
pente et section rectangulaire.

Dans le cas simple d'un canal a pente constante (Figure 1.3), avec une
section rectangulaire et une largeur unitaire, le modele de Saint-Venant est un
systeme de deux lois d’équilibre non linéaires de la forme [4] :

oh , ) _,
ot ox

ov 9 [v? (1.27)
E_‘_% <2+gh> —|—g(Sf(h,v) —Sb) =0

ou h(t,x) et v(t,z) sont respectivement la profondeur de I'eau et la vitesse
horizontale sur une colonne d’eau. La variable S, est la pente inférieure, g
désigne l'intensité de la pesanteur et Sy est la friction.

La premiere équation est un bilan massique qui découle de la conservation de
la masse tandis que la deuxieme est un équilibre dynamique provenant de la
conservation de la quantité de mouvement.
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La vitesse moyenne de 1’écoulement & travers une section droite dans un canal
vaut :

4q
v=—, 1.28
g (1.25)
ou la variable g désigne le débit d’eau et A = A(t,z) est I'aire de la section
droite occupée par ’eau en x au temps t.
La largeur étant supposée unitaire on trouve :

q q
~1_1 1.2
v i (1.29)

Une version plus générale des équations de Saint-Venant valable pour les canaux
a pentes et sections transversales non constantes s’écrit comme suit [4] :

0A L Oa dq
ot | or
avec |’ état initial
h(0,2) = %(z), q(0,z) = ¢°(z). (1.31)

Remarque 1. Lorsque [’écoulement est sous-critique nous obtenons deux va-
leurs propres de signes opposés comme nous le verrons au Chapitre 2. Le
systéme est alors hyperbolique et les ondes se déplacent avec des sens opposés.
De ce fait deuz conditions auzx limites aux deux extrémités de l'intervalle [0, L]
sont nécessaires pour compléter les équations de Saint-Venant. Ces conditions
sont imposées par des dispositifs situés auzr extrémités du canal, comme par
exemple les deux déversoirs du canal dans la Figure 1.5. Une situation tres
simple est lorsque le canal est fermé mais doté de pompes qui imposent les
débits en x =0 et en x = L. Dans ce cas, en considérant (1.27) les conditions
aux limites sont :

h(t,0)v(t,0) = qo(t), et h(t,L)v(t, L) = qr(t) (1.32)
et en considérant la version plus générale (1.30) on a :

q(t,0) = qo(t), q(t, L) = qu(t). (1.33)

1.1.3 Cas d’un réseau

Différents types de réseaux existent. Certains sont en forme de cascade
(Figure 1.4) et d’autres en forme d’étoile (Figure 1.5). Les premiers peuvent
étres trouvés dans [5, 13] et les seconds dans [17, 26, 24].
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FIGURE 1.4 — Réseau de deux canaux en cascade
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- ///
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FIGURE 1.5 — Réseau de canaux en étoile
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Pour les réseaux en cascade formés de n canaux, en se référant a [5], nous avons
le modele de Saint Venant suivant :

OH;  O(H,Vi)
+

a =0 >0 0<xz<L, =1,....N

ou dans chaque canal 7 :

e H;(t,x) représente la hauteur d’eau;

Vi(t, z) la vitesse de 1’écoulement ;

Spi(z) est la pente du fond;

Syi est le terme de friction ;
e ¢ est l'accélération de pesanteur.
Un modele simplifié de (1.34) est :

OH;  O(H;V))
(@) ot * Ox
(0) aV; N 19V? N OH;
ot 20  Tor
qu’on trouve dans [13].

Dans [13], le cas du réseau en cascade constitué de deux canaux (Figure 1.4)
est étudié. La condition de jonction (conservation du flux en M) est

=0, t>0, 0<z<L;, i=1..,N

Hi(t, L1)Vi(t, L) = Hs(t,0)Va(t,0), (1.36)

les conditions initiales sont
Hi(0,2) = Ho (), Vi(0,2) = Vo,i(x) (1.37)

et les conditions aux bords
VA(t,0) = Vio(t), Vi(t, 1) = Vi, (0), Valt, o) = Vara(t).  (1.38)

De méme ce type de réseau constitué de deux canaux est étudié dans [8]. Les
actions de contrdle sont assurées par trois ouvertures de portes notées u; pour
la porte gauche, us pour la porte intermédiaire et ug pour la porte de droite
(Figure 1.4). En plus de la condition de conservation du flux en M (1.36), des
relations de décharge pour les trois portes s’écrivent comme suit :

V1,0|V1,0|H1270 = uy (Hyp — Hip),
Vl,L’Vl,L‘HiL = Uz(H1,L - HQ,O);
‘/2,L|‘/2,L|H227L = uz(Ho — Hao) (1.39)
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ou H,, et Hy, sont les niveaux d’eau a gauche et a droite (Hgy, < H,,). Pour
les réseaux en forme d’étoile constitués de N canaux ouverts avec une jonction
O et N extrémités libres E; (i = 1,...,N) (Figure 1.5), la valeur x = 0 est
considérée comme la coordonnée du nceud O et le ™€ canal est paramétré par
x € [0, L;]. Des écoulements sur ce type de réseau sont décrits dans [26, 24] par

le systeme de Saint-Venant suivant :

oV, S ’ 1 .
(b) (9251 + am’ =0, avec S;= 5‘/12 + ghi(4;) + gV,

ou g est la constante de gravité. La constante Yj, désigne I'altitude du fond
du canal et h; et A; = A;(t,x) désignent respectivement la hauteur d’eau et
laire de la section droite occupée par I'eau en x au temps t. Aussi V; = Vj(t, z)
désigne la vitesse moyenne a travers la section droite.

La condition initiale est donnée comme suit :

t=0:(A,V;) = (Aio(z),Vio(x)), 0<z<L; i=1,.,N. (141
A toute extrémité libre donnée, la condition aux limites du flux est :

tandis que en O nous avons

S AV — (). (1.43)

i=1

et

Dans ce mémoire nous allons travailler avec un réseau en forme d’étoile constitué
de trois canaux se joignant a un nceud M avec ces deux derniers types de
conditions de jonctions. Dans [17] d’autres formes d’équations (Equations
d’Euler isothermes) sont considérées avec la condition de continuité de la
densité a la jonction couplée a celle du flux.

Les équations de Saint Venant sont non linéaires. Apres leurs linéarisations
nous écrivons les modeles linéaires sous formes d’équations indépendantes qui
sont des équations de transport. La connaissance des solutions de ces équations
indépendantes permettra de déterminer les solutions des modeles linéaires.
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1.2 Equation de transport

1.2.1 Probléeme physique : convection dans un fluide

On considere le transport par un fluide d’une quantité scalaire définie par
unité de volume w(x,t). On suppose que le champ de vitesse A est unidimen-
sionnel, que le scalaire w(z,t) ne diffuse pas et est uniquement transporté par
le fluide. La quantité w(x,t) se conserve donc le long des trajectoires, c’est a
dire :

D

—w(t,x) = 1.45

= () (1.45)
ou % représente la dérivée lagrangienne, i.e. la dérivée suivant la trajectoire

des particules fluides qui s’écrit en fonction des dérivées partielles en temps et
en espace :

D 0 0
D0 _ 90 , 4,90 (1.46)
Dt ot Ox

L’équation (1.45) est donc I’équation de convection pure suivante :
ow ow
— +A—=0 1.47
ot ox (1.47)
qui traduit la conservation de w(z,t) le long des trajectoires. Si on connait les
trajectoires, il suffit de connaitre la solution en un point dune trajectoire pour
connaitre la solution sur toute la trajectoire.
L’équation de transport linéaire est une équation hyperbolique simple. Ici le
scalaire A est donné : c¢’est par définition la vitesse de propagation associée a
I’équation, au point = a l'instant ¢.
On rencontre cette équation dans un grand nombre d’applications comme la

circulation automobile, les équations cinétiques, le modele démographie, le
renouvellement cellulaire, etc.

1.2.2 Etude de la solution analytique

Définition 2. On appelle courbes caractéristiques de (1.47) les droites de
vecteur directeur (1,\) le long desquelles (1.47) se transforme en une EDO.
Elles sont de la forme

r—At=c ou ceR. (1.48)
Proposition 1. Les solutions w(t,z) : Rt x R — R de (1.47) sont de la forme
w(t,x) = f(x — \t) (1.49)

ou f € C*R,R).
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Preuve
D’une part :

daw(t,z) = —\f (x — \t)
et d’autre part :
dpw(t,x) = f (z — ).
Donc :
duw(t, z) + Aw(t,z) = =\f (& — M) + Af (z — Xt) = 0.
Ce qui acheve la preuve. Q

Proposition 2. Soit w une solution de (1.47). Alors w est constante sur les
droites caractéristiques

D,:xz—X=c (1.50)
Preuve
On a :
dw(t,z(t))  dtOw(t z(t)) N dx(t) Ow(t, z(t))
a  dt Ot dt O
ow(t, z(t)) ow(t,z(t))
= A
a0

=0

Ce qui acheve la preuve. d

Proposition 3. Soit f la fonction qui a tout ¢ associe la valeur de w sur D..

f R—=R
¢+ f(c) valeur de w sur D,

Soit (tg, x0) € RT x R. Il existe une et une seule droite caractéristique passant
par (to, zo) d’équation

T— AN =cy avec cy=xg— . (1.51)

Remarque 2. Lorsque (t,x) € RT X R toute droite caractéristique de (1.47)
passe par un point de l'axe des x. Ainsi la donnée d’une condition initiale de
UEDP (1.47) permettra de déterminer toutes ses solutions.

En effet en imposant la condition initiale w(0,z) = w°(x) a (1.47) on obtient :

f(z) = w'(x). (1.52)
Donc :
w(t,z) = w’(z — \t) (1.53)
pour tout (t,x) € RT x R.
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FIGURE 1.6 — Droites caractéristiques pour A > 0 (gauche) et A < 0 (droite).

Remarque 3.
Lorsque (t,z) € [0, 7] * [0, L] le domaine est borné. Pour déterminer la solution
en un point (t,x) de ce domaine on détermine tout d’abord la trajectoire passant
par ce point.
o Si cette trajectoire a une intersection avec l'aze des x (cas du point 1 ou
du point 4 sur la Figure 1.6), la solution en (t,z) est égale d la valeur de
w au point 1 pour X > 0 et au point 4 pour A < 0. Dans ce cas la solution
est déterminée par la condition initiale w®(z) a t = 0.
o Sila trajectoire a une intersection avec les axes x =0 et x = L (cas des
points 2 et 3 sur la Figure 1.0) la solution en (t,z) est égale da la valeur
de w au point 2 pour X > 0 et celle de w au point 3 pour A < 0. C’est a
dire que la solution est déterminée par les condition aux limites wy(t) en
x =0 ouwg(t) enx = L selon le signe de A.
La solution générale de l’équation de convection pure dans un domaine
bornée est donc déterminée soit par les conditions initiales soit par les
conditions aux frontiéres physiques du domaine.

Ainsi pour A > 0 le probleme :

ow ow
- - >
at—i—)\ax 0, z€l[0,L], t>0

w(0,z) = w'(z) (1.54)
w(t,0) = wy(t)

avec w : (t,x) € RT x [0, L] = R, w® et wy des fonctions de classe C*, a pour
solution [25] :

L
w(t,z) = . | A (1.55)
T
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Preuve

Supposons 0 < x < L. Avec la caractéristique x — A\t = 0 on en déduit que
t < % Ainsi dans ce cas la condition initiale intervient dans la détermination
de la solution. Dans ce cas :

f(z) =w'(z) et w(t,z)=uw"x— At).

Par contre si t > % la condition aux bords intervient. L’égalité w(t,x) =
f(z — At) donne alors :

w(t, 0) = f(=At) = wo(t).

En posant z = —At on obtient par la suite :
z x— A
f(z) = w0<_—)\) et flx—At) = w0< ) )
Par conséquent :
x
w(t,x) = w0<t - X)
Q
De méme si A < 0 le probleme
ow ow
— +A—=0 0,L], t>0
(9t+(9x rel0.L], =20,
w(0,7) = w'(2) (1.56)
w(t, L) = wg(t)

ot w” et wy, des fonctions de classe C! et w € C'((0;00) x [0, L]) a pour
solution :

L
w (0, [Mt) =w® (|A]t)  sit< oy

w(t,x) = N T 't>£ (1.57)
SO T TN TR

Jusque la nous n’avons présenté que les équations de Saint Venant et donné par la
suite les solutions d’équations de transport par la méthode des caractéristiques.
Puisque I'objectif de ce mémoire c’est de construire des controles rétroactifs il
serait intéressant de présenter des notions relatives a la théorie du controle et
c’est I'objet de la section qui suit.
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1.3 Observabilité, controlabilité et stabilisation

L’observabilité, la controlabilité et la stabilisation font parties des notions
fondamentales et essentielles dans la théorie de contréle. La théorie du controle
étudie les propriétés des systémes commandés (ou controlés), c’est a dire, des
systemes dynamiques dépendant d’une variable qui représente le plus souvent
le temps, sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande ou controle.
Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné a un certain état
final, en respectant éventuellement certaines criteres. Les applications sont
trés nombreuses et dans des domaines tres diverses, comme la mécanique,
I’électricité, la biologie, la chimie, économie, etc.

1.3.1 Controlabilité

L’objectif de la contrdlabilité est d’atteindre en un temps T donné une
cible donnée ou de s’en approcher autant qu’on le désire en agissant a 1’aide
d’un controle. On parle de controlabilité exacte dans le premier cas et de
controlabilité approchée dans le second.

1.3.1.1 Définitions de quelques notions de contrdle

Nous rappelons ici des définitions de quelques notions de contrdle et une
classification des algorithmes de contréle des canaux en se référant a [31].

Définition 3. Un systéme de controle est un systéme élémentaire en charge de
Pexploitation des structures transversales des canauzx, sur la base d’informations
provenant du réseau de canauz. Ces informations peuvent inclure des variables
mesurées et des objectifs. Les frontieres du systeme de controle sur le systéme
de canalisation sont des sorties ou sont placés des capteurs, et des entrées ou
sont placés des actionneurs controlant les structures transversales.

Définition 4. Les variables controlées sont des variables cibles contrélées par
l’algorithme de controle. Des exemples sont le niveau d’eau a l'extrémité amont
ou aval d’un canal, le niveau d’eau a un point intermédiaire d’un canal, le débit
a une structure.

Les variables mesurées sur les canaux d’irrigation sont généralement les niveauz
d’eau. Dans certains cas, les variables mesurés peuvent étre des débits qui
peuvent étre mesurés avec des débitmétres.

Définition 5. Les variables d’action de controle, également appelées sorties de
l’algorithme de controle, sont des variables issues de [’algorithme de controle et
fournissent des structures croisées aux actionneurs. Ce sont soit des ouvertures
de porte soit des débits. Dans ce dernier cas, un autre algorithme transforme le
débit en une ouverture de porte.
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1.3.1.2 Type de controles

L’algorithme de controle utilise soit un controle rétroactif FB également
appelé contrdle en boucle fermée soit un controle a action directe FF, également
appelé contrdle en boucle ouverte. Une combinaison des deux est aussi possible.
Controéle rétroactif
Dans un algorithme de controle rétroactif, les variables controlées Y sont
mesurées ou obtenues directement a partir des mesures. Tout écart Y. par
rapport a la cible est réinjecté dans l’algorithme de contrdle afin de produire
une action corrective U (Figure 1.7).

FI
U ¢
—Ppp»|  System Y
FB 4_ Yc
+

FIGURE 1.7 — Commande de rétroaction.

Les perturbations P, méme inconnues, sont prises en compte indirectement par
leurs effets sur la sortie Y du systeme. Dans la théorie du contrdle, ce concept
est essentiel car il relie une variable d’action de controle U a une variable Y.
Le controle rétroactif peut étre appliqué a toutes les variables controlées : débit,
niveau d’eau et volume.

Controle a action directe

Dans un algorithme de controle a action directe les variables d’action de controle
U sont calculées a partir des variables ciblées Y, et un processus de simulation
des estimations de perturbations P (Figure 1.8).

A ¢
P —p u
FF System
Yc _’

4’.\'

FiGURE 1.8 — Controle a action directe
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Le controle a action directe améliore généralement les performances du controle
lorsque peu de perturbations inconnues se produisent dans le systéme de
canalisation. Ce type de controle peut compenser les retards inhérent du
systeme en anticipant les besoins des utilisateurs qui doivent étre estimés le plus
précisément possible en tenant compte des données climatiques, agronomiques
et sociologiques, ainsi que des relevés de la consommation d’eau des semaines
ou saisons précédentes. Il peut étre appliqué a toutes les variables controlées :
débit, niveau d’eau et volume. Certains des exemples sont cités a la fois pour
le controle de débits et des niveaux d’eau. Par exemple, le modele d’onde
dynamique calcule simultanément ces deux types de variables. Ce contrdle
est généralement insuffisant en soi, en raison d’erreurs de modele, d’erreurs
d’estimation de perturbation et de perturbations inconnues, et doit étre combiné
avec un controle rétroactif pour compenser ces erreurs.

1.3.2 Observabilité

Considérons le systeme dynamique suivant :

dx
o~ Il (1.58)
y=g(x).

ou l'état x(t) évolue dans une variété analytique, 'entrée u € U = RP et la
sortie y € R? sont de dimension finie. Ce genre de systemes constitue dans
beaucoup de cas la représentation du comportement dynamique des modeles
physiques ou chimiques. Etant donné une entrée u, Pévolution des trajectoires
des variables d’états dépend des conditions initiales.

L’observabilité est résumée par Xiao-Dong LI [27] en une propriété a partir de
laquelle on peut déterminer de facon exacte ou approchée ’état du systeme
considéré, tout en connaissant quelques mesures (sorties) et contrdles (entrées).

Définition 6. Un systeme est dit observable si l'observation de ses entrées et
sorties pendant un intervalle de temps fini [t;, t;] permet de déterminer l’état
initial x(t;), et donc, par intégration de ’équation d’état, de connaitre x(t) a
tout instant appartenant a lintervalle [t;, ty].

1.3.3 Stabilisation

La stabilisation consiste a rendre un systéme robuste aux perturbations
et aux erreurs de modele. Etant donné donc un état instable d’un systéme
dynamique, on le rend stable en appliquant un contrdle adéquat. La solution
converge ainsi vers 1’état d’équilibre. Le probleme de la stabilisation d’un
systeme consiste donc :

. a trouver un controle dépendant de I'état du systeme tel que le systeme

soit stable.
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. ou a chercher un contréle qui ne dépend que de la sortie [36]. Dans ce cas
on parle de la stabilisation a travers la sortie ou par retour d’état estimé.
Observons par exemple les figures 1.9 et 1.10.

Contrdle interne

F1GURE 1.9 — Exemple de contrdles pour stabiliser

Controble aux bords

FI1GURE 1.10 — Exemple de controles pour stabiliser

Ces deux figures sont deux exemples de controles pour stabiliser. La premiere
figure montre un acrobate sur une corde qui controle son corps pour ne pas
tomber en avancant. Dans la deuxieme figure des machines sont installées en
amont comme en aval pour réguler le débit et le niveau de 1'eau. C’est ce
dernier cas qui nous intéresse. Nous allons voir comment faire cette régulation
mathématiquement en construisant des controles.

1.4 Quelques espaces utilisés dans ce mémoire

Nous donnons dans cette partie quelques espaces utilisés dans ce document.

1.4.1 Les espaces L?
Définition 7. Soit Q C RV, N € N*.
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1. On note LP(R2), 1 < p < 00, l’espace vectoriel des classes d’équivalence
des fonctions f, mesurables presque partout, définies par :

/Q\f(x)|p dz < oo.

Une norme dans LP est définie par :

Il = ( [ @ ) g s € @)

2. Lorsque p = oo, on définit ’espace L™ par :
L>(Q) = {f mesurable : | f(x)]| < oo}
et la norme dans L™ est :
| fllzeo) = f{C >0:|f(z)]| <C presque partout }.

Pour tout 1 < p < oo, LP() muni de la norme correspondante est un
espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Définition 8. Soit £ un espace de Banach de dual E'.
e On dit qu’une suite (uy,), d’éléments de E converge fortement vers u € E et
on note U, — u St :

|lun, — u|| — 0 lorsque n — +o0.

e On dit qu’une suite (uy,), d’éléments de E converge faiblement vers u € E et
on note U, — U St :

vf € Ela f(un) = <f7 un>E’,E — <f7 u>E’,E = f(u)

e On dit qu’une suite (f), d’éléments de E' converge faiblement x vers f € E'
et on note f, —=* f si :

Vue E, folu) = (fn, W — (ffu)pe = f(u).

Remarque 4. Si la suite (uy,), d’éléments de E converge faiblement vers
u € E alors u est appelée la limite faible de (uy,).

Dans ce mémoire, nous supposerons dans un premier temps que la condition
initiale est continue avant d’étudier le cas o elle est dans L? pour formuler
des théorémes qui sont des résultats de régularité.
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1.4.2 Les espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonc-
tionnels particulierement adaptés a la résolution des problemes d’équation
aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au mathématicien russe Serguei
Lvovitch Sobolev. Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vec-
toriel de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de la norme
L? de la fonction elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les
dérivées sont comprises dans un sens faible, au sens des distributions afin que
I’espace soit complet. Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach.
Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions
pouvant étre dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple a
une équation aux dérivées partielles et muni d’'une norme qui mesure a la
fois la taille et la régularité de la fonction. Les espaces de Sobolev sont des
outils essentiels pour I’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, les
solutions de ces équations appartiennent plus naturellement a un espace de
Sobolev qu’a un espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens
classique. !

Soient Q un ouvert non vide de RY, x = (xq, -+ ,ay) € RN et a = (ay, -+ ,ay) €
0

NV un multi-indice. On note 9; = EP ief{l,--- ,N}et 0 =00 --- 03" =
Ty

olel N
———— avec |a| = ) ;.
P TR [ ;g; i
Définition 9. Soient Q un ouvert de RN et f une fonction définie par :

f:Q—R

Le support de f noté suppf est défini par :
suppf ={€Q | f(z) #0}.

Définition 10. On note D(Q?), le C — espace des fonctions définies de 2 dans
C indéfiniment différentiables a support compact inclus dans €).

Définition 11. Soit v € L*(Q). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L? s’ existe des fonctions w; € L*(Q) pouri € {1,--- , N} telles que :

/Q v(:v)g;i (z) dz = — /Q wi(@)p(a) dz, ¥ o € D).

Chaque w; est appelée la i°™¢ dérivée partielle faible de v et notée
T

1. reférence : wikipedia
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Définition 12. On dit que v € L*(Q)) est m fois dérivables au sens faible si
toutes ses dérivées partielles d’ordre m — 1 sont dérivables au sens faible.

Définition 13. Soit Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev H*(Q) est défini
par :

ov
3@»

Hl(Q):{veLQ(Q)/Vz’e{l,m (N, eL2(Q)}

est la 1™ dérivée partielle faible de v.

o
Z;

On munit H'(2) du produit scalaire

(u,v) = /Q (u(x)v(:r;) + Vu(:r;)Vv(x)) dx

et de la norme )

vl 1 (@) = ((U, u))?

L’espace H'(2) muni de la norme correspondante est un espace de Hilbert.

Définition 14. L’espace de Sobolev H}(Q) est défini comme [’adhérence de
D(QY) dans H'(Q)) et est caractérisé par :

Hy( Q) ={ve H(Q) /v=0 sur 00}
Muni du produit scalaire de H'(Q2), Pespace H}(f2) est un espace de Hilbert.
Définition 15. Soit m > 0. L’espace de Sobolev H™(2) est défini par :
H™(Q) = {v cL*(Q) /YVa : |a|<m, e LQ(Q)}
ou la dérivée 0%v est a prendre au sens faible.

Muni du produit scalaire

(u,v) :/Q > 0%u(z)0%v(x) dx

laf<m

et de la norme

N

lull ey = (),

I'espace H™(2) est un espace de Hilbert.

Définition 16. Pour tout entier m > 0, l’espace de Sobolev W™P est défini
par :

WmrQ) ={veL’(Q) /Y a : |a| <m, 0% € L(Q)}

ot la dérivée v est a prendre au sens faible.
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Muni de la norme

3=

[ullwme = ( Z H@O‘qup(Q)> 5

laj<m

I'espace W™P(Q)) est un espace de Banach.
Les théoremes qui suivent sont tirés de [10].

Théoréme 1. [Trace]
Soit Q0 un ouvert régulier borné de classe C* et de frontiére ON).
On définit lapplication vy :

Yo : HH(Q) N C(Q) — L*(0Q) N C(09Q)
v = (V) = v),, (1.59)

Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de HY(Q) dans L*(0)) notée encore 7. Il existe donc une constante réelle
c > 0 telle que :

]| 2200 < ||| 1) (1.60)

Théoréme 2. [Inégalité de Poincaré]

Soient Q un ouvert borné de RN et Ty une partie de la frontiére de Q telle que
mes(Iy) # 0

Soit :

V C HY(Q) défini par :

V= {u € H'(Q) | wp, = 0}
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Yu eV HUHLQ(Q)S C HVUHLQ(Q) (1.61)

Théoréme 3. [Formule de Green]

Soit Q un ouvert de RY lipschitzien de bord 0). Soient v et w deux éléments
de H'(Q). On désigne par n(s) le vecteur unitaire normal sortant (c’est d dire
dirigé vers lextérieur de ) au point s € 0S).

On a :

ow v
; Uaxi de = — /Q waxi dx + 89U(s).w(s).ni(s)ds (1.62)

Les formules de Green sont des outils fondamentaux de résolution des
problemes d’EDP.
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Théoréme 4. [Compacité]
Soit Q un ouvert réqulier, H et K des espaces de Hilbert. On dit que (z,) C H
converge faiblement vers x € H et on note x, — x si et seulement si

< Tp,y >g—><x,y > quand n — oo, Vy e H

On dit que H est inclus dans K avec injection compact si (x,) C H est telle
que x, converge faiblement dans H vers x alors x, converge fortement dans K
vers x.

Théoréme 5. [Théoréme de Rellich]

Soit Q un ouvert borné de classe C*.

L ’injection canonique de H'(Q) dans L*()) est compacte (c’est-a-dire de toute
suite bornée de H'(2) on peut extraire une sous suite convergente dans L?(S2)).

1.4.3 Espaces de Sobolev dépendant du temps

Soit X un espace de Banach et (a,b) C R un intervalle. Pour 1 < p < oo
on définit les espaces LP des fonctions u : (a,b) — X par :

b
LP(a,b; X) = { u : u mesurable et /||u(t)||xdt < oo}

avec :

1
b P
el ooy = ( / Hu(t)Hidt) . (1.63)

Pour p = oo,

L>®(a,b; X) ={ u : umesurable et AM >0 | |Ju(t)|]|, < M p.p} avec :

I

up Jlu(t)[[x- (1.64)

[l s
te(a,b)

L>®(a,b;X)

L’espace de Sobolev W1?(a,b; X) est défini par :
W'(a,b; X) = {u € L*(a,b; X) | Ou € LP(a,b; X)}

ou la dérivée est a prendre au sens faible.
Cet espace a pour norme :

3=

[T/ — ( [ a1, + oz dt) : (1.65)

a

On note que : W2(a,b; X) = H'(a, b; X).
Donc :

=

(/- ( J I +1ou@)] dt) : (1.66)

a
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Remarque 5. Les variables t et x sont indépendantes et jouent des roles
différents. La fonction u(t,x) est une fonction du temps d valeurs dans un
espace de fonctions : u(t,z) = u(t)(x).

1.5 Formulation variationnelle

L’intérét de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de
propriétés de 'analyse fonctionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et
de Sobolev. A l'aide du théoréme de Lax-Milgram, de la méthode de Galerkin...,
elle permet de discuter de I’existence et de Punicité de solutions. Etant donné un
opérateur différentiel R et une fonction f définie sur un ouvert €2, la formulation
forte du probleme est :
trouver u définie sur €2 tel que :

R(u) = f (1.67)

La formulation faible du probléme (1.67) est :
trouver u définie sur €) vérifiant pour toute fonction v définie sur 2 :

AR@M:AfU (1.68)

La solution du probleme (1.67) est appelée solution forte tandis que celle du
probleme (1.68) est la solution faible.

En comparaison avec la formulation forte, la formulation faible est une autre
maniere d’énoncer un probleme physique régi par des équations différentielles ou
aux dérivées partielles. Une solution forte du probleme d’origine est également
solution de la formulation faible.

1.6 Formule de Taylor pour les fonctions de
plusieurs variables
La formule de Taylor proposée ici nous permettra de linéariser certaines
fonctions rencontrées dans ce mémoire.
Soient f une fonction définie par f: D C R" — R™ et a € D
avec f de classe C? au voisinage de a et b € R" tel que a+b € D. On a :

fla+b) = f(a) +I€ij (blail +"'+b"8f:n> (f)(a) +O(||h||P).  (1.69)

En particulier pourn =2et p=1ona:

f@+w:ﬂm+mﬂﬁw9:ﬂ@+m§£@+@§i@+omwy
(1.70)
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1.7 Méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis consiste a intégrer, sur des volumes élémen-
taires, les équations écrites sous forme intégrale [12, 25]. C’est une méthode
particulierement bien adaptée a la discrétisation spatiale des lois de conserva-
tion tres utilisée en mécanique des fluides. Sa mise en ceuvre est simple si les
volumes élémentaires ou "volumes de controle" sont des rectangles en 2D ou
des parallélépipedes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes Finis permet
d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries
complexes, contrairement aux Différences Finies. De nombreux codes de simu-
lation numérique en mécanique des fluides reposent sur cette méthode : Fluent,
StarCD, CFX, FineTurbo, elsA... Nous l'utiliserons au dernier chapitre de ce
mémoire pour faire des simulations numériques.

En guise de rappel d’autres méthodes de discrétisation existent [12]. Nous pou-
vons citer la méthode des différences finies qui consiste a remplacer les dérivées
partielles par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles
de la fonction en un nombre fini de points discrets ou nceuds du maillage et la
méthode des éléments finis qui consiste a approcher, dans un sous-espace de
dimension finie, un probleme écrit sous forme variationnelle dans un espace de
dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée
par un nombre fini de parametres comme, par exemple, ses valeurs en certains
points ou noeuds du maillage.

Une méthode est dite instable si elle est sujette a une propagation importante
des erreurs numériques de discrétisation et d’arrondi [12].

Un probleme peut étre bien conditionné alors que la méthode numérique choisie
pour le résoudre est instable. Dans ce cas, il est impératif de changer de méthode
numérique. Par contre, si le probleme de départ est mal conditionné, aucune
méthode numérique ne pourra y remédier. Il faudra alors essayer de trouver
une formulation mathématique différente du méme probleme, si on sait que
le probléeme physique sous-jacent est stable. Un certain nombre de notion est
nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées partielles (EDP) au
moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont la convergence,
la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la solution
exacte des équations continues a la solution exacte des équations discrétisées et
a la solution numérique obtenue. Ces différents liens, résumés sur la figure 1.11,
sont :

e la stabilité, c’est la propriété qui assure que la différence entre la solution
numérique obtenue et la solution exacte des équations discrétisées est
bornée.

e la consistance, c’est la propriété qui assure que la solution exacte des
équations discrétisées tende vers la solution exacte des équations continues
lorsque les pas de discrétisation At et Ax tendent vers zéro.

e la convergence, c’est la propriété qui assure que la solution numérique
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tende vers la (ou une) solution exacte des équations continues. C’est
évidemment la propriété la plus recherchée!

E.D.P. Equation discrétisée

t CONSISTANCE t
( Solution exacte H Solution discréte )

CONVERGENCE

STABILITE

Solution numérique

FIGURE 1.11 — Solutions exacte, numérique et discrete

Ces propriétés sont liées les unes aux autres par des théoremes [12] :

1.7.1 Théoréme de Lax

Dans un probleme bien posé, et avec un schéma numérique consistant, la
stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

1.7.2 Théoréme de Lax-Wendroff

Si un schéma numérique consistant converge lorsqu’on raffine les pas de
temps et d’espace, c’est-a-dire lorsque At — 0 et Ax — 0, alors il converge
vers une solution faible des équations.

1.7.3 Condition de stabilité CFL

Pour des problemes d’évolution temporelle, certains schémas sont stables
a condition que le pas de temps soit inférieur a une certaine valeur critique
fonction du pas d’espace. Cette inégalité constitue la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy ou condition CFL. Elle est nécessaire et suffisante pour assurer
la stabilité. La condition CFL varie d’une équation a une autre.
Apres ce petit rappel nous allons construire des controles rétroactifs pour un
canal simple dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Construction de controles
rétroactifs pour un canal

Dans ce chapitre nous partons des équations de Saint Venant unidimension-
nelles pour un canal pour construire des controles afin d’y réguler les niveaux
et les débits de 1’eau. Nos controles sont dérivés d’un systeme linéaire qui est
obtenu a partir de la linéarisation du modéle non linéaire, en utilisant quelques
hypotheéses. Le modele linéaire sera d’abord écrit sous forme de deux équa-
tions indépendantes en utilisant des variables caractéristiques. Ces variables
caractéristiques sont ensuite utilisées pour construire les controles.

2.1 Equations de Saint-Venant

Le canal est supposé rectangulaire, horizontale sur fond plat de longueur L
(m) et sans friction avec une largeur constante [ en (m) (voir Figure 2.1). Ainsi,
les termes Sy, et Sy du systeme (1.30) du Chapitre 1 sont nuls et on obtient le
systeme suivant :

%4_@:0’

ot ox 91
9q 0 (¢, 4 (0h) _, 2
ot "oz \a) T o) T

L’aire de la section droite de 1’écoulement est

A(t,x) = lh(t,x)
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F1GURE 2.1 — Canal rectangulaire

avec h la hauteur d’eau dans le canal.
Les variables sont alors la hauteur h de la colonne de fluide (m) et le débit ¢
(m?.s71). A partir de (2.1) on obtient par substitution :

(G)M_’_@:O, et t>0
ot 8:52 (2.2)
dqg 0 (q oh :
(®) aﬁa(m) 9t =0

En multipliant (2.2.a) par I'inverse de [ et en simplifiant on obtient, pour un
canal rectangulaire de largeur constante, le modele non linéaire suivant (proposé
dans [14] que nous exploitons dans ce mémoire) :

ZL—F;gZ:O, rxe[0,L] et t>0 0
g‘tumg’;ﬁ;)@):m ze[0,L] et 120 |
Pour ce modele qui est non linéaire, on considere 1’ état initial
h(0,2) = h°(x), ¢(0,2) = ¢°(x) (2.4)
et les conditions aux limites
q(t,0) = qo(t), q(t, L) = qu(t). (2.5)
L’ écoulement est dit sous critique si le nombre de Froude
Fr=—— <1 avec v=12=1, (2.6)

Jaoh A Ih

Dans le cas d'un écoulement sous-critique le régime d’écoulement est fluvial.
Les ondes se déplacent plus vite que le fluide. Elles peuvent se propager vers
I’amont ou vers l'aval. Il est donc possible, pour résoudre les équations, de
poser des conditions aux limites amont et aval.
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2.2 Linéarisation du modele non linéaire

2.2.1 Etat stable

Iy a stabilité si le débit et la hauteur dans le canal ne varient pas en fonction
du temps. C’est-a-dire que si (h, q) désigne la solution a I’ état d’équilibre alors

0 et = =0. (2.7)

En remplacant h par h et ¢ par ¢ dans (2.3) on a :
oh 10q
A I
ot o xe[g’ ]
- - 1 _
oq lhah 0 (c;b

at—i—g %_}_78% >:0, ZEE[O,L]

En utilisant (2.7) on trouve

—=0e —=0 (2.8)

a I’état d’équilibre.

Le débit est constant. La hauteur ainsi que les vitesses (moyenne et ponctuelle)
restent invariables dans le temps en grandeur et en direction. Par conséquent
le mouvement est permanent.

2.2.2 Modeéle linéarisé

Nous introduisons I'é¢tat résiduel (iL, G) comme différence entre 1'état actuel
(h,q) et I'état d’équilibre (h,q) :
{ h(t,z) = h(t,z) — h(x)

2.9
i(t,x) = q(t,) — G(). (2.9)

Donc grace a (2.8) on a

oh  Oh oq 04
TE_T o 1% (2.10)
or Ox oxr Oz
Les différences entre 1’état du modele non linéaire et un état stable souhaité
sont considérées comme des perturbations.

Nous utilisons ensuite les hypotheéses |h| < h et |§| < |g| pour linéariser
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(2.3).
oh  dq 0§

Oh
En remplagant — par — et — par — dans I’équation (2.3.a) on obtient

ox ox ox ox

oh 104
E—FT(?* O [EG[OL]

De méme ’équation (2.3.b) entraine :

o4 oh 10 (¢\
Posons
2
q
hog) = L
f(h,q) N
On linéarise la fonction f :
- R LOf
f(h,q) = f(h+h,q+q) = f(h,q )+hah(hq)+q
On a
of ¢ of 2
Donc
of - & 9. . 2
ah( ) ) _h2 et aq(h7 )_ B
Ainsi :
2 R -
¢ _¢C Ty, 2,
FoR TR

et on en déduit que

De ce fait (2.12) donne

dq ~Oh @ Oh 270 _
2 I e T e = P E
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S o - Oh
Puisque par hypothese |h| < h, le produit ha— est alors tres petit. On jette
x

cette partie de (2.13) pour obtenir 1’équation :

04 2304 — 3@\ oh
i S — = | — =0. 2.14
ot " how T (WL ) or =" (2.14)
Par conséquent avec (2.11) et (2.14), la solution (h, §) satisfait le systéme
Oh 10§
(CL) - T 77q = 07
(b) 01,904, - L) ok |
ot " hor T \T" T Rz ) on
soit :
oh 104
(@) 57 + 750 =0
ot 1oz . (2.16)
a4 aq ~ Oh
(b) a"‘gﬁfx—i‘ %—O,
avec :
- -2
4q 7 4q
=2= et p=glh— —. 2.17
0 =2 et p=glh— (2.17)
La condition initiale est
h0,z) = h°(x) et §(0,z) = §°(x) (2.18)

et la condition aux limites

(j<t7 O) = QO(t)’ et Q(t’ L) = QL(t)' (2'19>

Nous réécrivons par la suite le systeme (2.16) sous une autre forme en utilisant
des variables a définir qu’on nommera variables caractéristiques.

2.3 Variables caractéristiques

Le systeme (2.16) peut aussi s’écrire sous la forme compacte suivante :

U  OF(U)
= ~0
ot t  on
ou
h lq
U= A et F(U) = [ A
q od + ph
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sont respectivement le vecteur écoulement et le vecteur flux.
Puisque F' est une fonction de U on obtient de ce fait

U OFL)OU _

ot oUu ox
avec :
1
OF(U) [0 7
oU P o
Posons
OF(U)
A _
oU

Le systeme (2.16) s’écrit finalement sous la forme

ou ou
o A5 =0. (2.20)

En résolvant I'équation det(A — M) = 0, avec I la matrice carrée identité
d’ordre 2, on obtient

A2—oA—§=0.

Les valeurs propres de la matrice A sont alors

A= % —\gh et Ny = % +1/gh. (2.21)

En considérant 1’écoulement sous-critique et en tenant compte de la direction
d’écoulement, nous avons alors :

AM <0< Ay et A+ XAy >0. (222)
De plus 0 = A\; + Aa = Ay — |A1] et p = U A1] Ao
Les valeurs propres A\; et Ay de A sont distinctes donc A est diagonalisable. I1
existe alors une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :
A= PDP (2.23)
On peut prendre

M0 2 2
D= et p=| Qe et 99y
0 )\2 1A2 1A2

)\2—)\1 >\1—/\2
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Donc :

l -1

-1 _ A
P _(l )

A1

En remplagant la matrice A par PDP~! alors (2.20) donne

oU L0U
S5+ PDPTI =0,

En multipliant ensuite (2.26) par P! nous obtenons

oU oU
P! DP'—— =0.
o TP o
Ainsi,
o(P~1U) o(P~1U)
D =0.
ot 7 oz
Posons maintenant
w = ( . ) = P'U
Wa
Nous obtenons alors
~ ]_ ].
(t,x) = lh(t, x) — —q4(t, z) et wy(t, z) = lh(t,z) — —d(t, z).
)\2 )\1
Ainsi, nous avons les conditions initiales suivantes :
L.
Ao
N 1
w2(0,.’17) = lh(0>x> /\76}(073’,)7
1
et les conditions aux limites ci-dessous :
1
2
1
wsy(t,0) = lh(t 0) — —q(t,0).
P
Le systeme (2.20) s’écrit donc comme suit :
ow ow
+D—=0
ot ox
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(2.30)
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ou sous formes de deux équations indépendantes :

dwj 8wj 811) ; .
dt ot " Nor A (2.36)
L’une des équations indépendantes est
8w1 8w1 8 awl
A = A =0
5 TMar = e Ml =0
et la seconde
(‘9w2 8102
e R Wit
ot A ox 0

Puisque A; est un réel strictement négatif la fonction w; est constante sur les

t

L/ |l

0 [t L

X
a)Cas:t gL/ |2 b)Cas:t >L/ |1,

FI1GURE 2.2 — Courbes caractéristiques de wy.
ta ta

L/,

t-x/a,

0 x-a,t L 0 L

a)Cas:tgl/n, b)Cas:t :;Lf?;2

X

FIGURE 2.3 — Courbes caractéristiques de w,.

droites caractéristiques = + |\|t = ¢ avec c € R. La valeur de w(t, z) est fixée
soit sur la partie (t x) telle que t < o /\ | (voir Figure 2.2.a) ou sur la partie

(t,z) telle que t > |/\ | (voir Figure 2.2.b).
Sit< g /\ ‘ alors la solution est déterminée par la condition initiale w;(0,x) a

t=0.Sit> o )\ | alors la solution est déterminée par la condition aux limites
wi(t,L) en x = L.
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Comme Ay est un réel strictement positif la fonction ws est constante aussi
sur les droites caractéristiques x — Aot = ¢ avec ¢ € R. La valeur de ws(t, )
est fixée soit sur la partie (¢, x) telle que ¢t < /\% (voir Figure 2.3.a) ou sur la
partie (¢,z) telle que ¢t > /\% (voir Figure 2.3.b). Si ¢t < /\% alors la solution est
déterminée par la condition initiale wq(0,2) at =0. Si ¢t > /\—L2 alors la solution
est déterminée par la condition aux limites wq(t,0) en 2 = 0.

Apres cet exposé sur les variables caractéristiques nous passons maintenant a une
définition d’une énergie qui nous sera d’une grande utilité pour la construction
de nos controles.

2.4 Estimation a priori de ’énergie

Nous considérons une condition d’écoulement sous-critique stable et une
estimation d’énergie, pour construire des conditions aux limites rétroactives.
Ces conditions aux limites dépendent des données antérieures et assurent la
décroissance exponentielle de la solution du modéle linéarisé en norme L2.
Pour f € L? on note :

7, = Wl = ([ P 2

Nous définissons ainsi ’énergie de (2.16) comme suit :

E(t) = \Wﬁ@)\\jﬂ + Hq@)Hj@ = / ’ (W(a )+ @2<t7w>)dx (2:38)

ou p est défini dans (2.17).

Remarque 6. Cette énergie est une fonction des perturbations h et q. Telle
que définie lorsque cette énergie tend vers zéro alors les perturbations h et q
tendent aussi vers zéro. Il suffit donc de prouver une décroissance de cette
énergie pour affirmer que les perturbations diminuent et convergent vers zéro
au cours du temps. Cela garantit ainsi une convergence de ['état actuel (h,q)
vers [’état d’équilibre (}_L, q).

La dérivation de cette énergie par rapport au temps donnera la variation
temporelle de I’énergie. Cette variation temporelle de ’énergie sera exprimée
comme un polynoéme de second ordre en termes de débits aux frontieres. Ce
polynéme du second ordre est traité de maniere a obtenir une diminution
exponentielle de I'énergie. Ce traitement du polynéme nous aidera a définir les
controles du canal.

Mais avant cette dérivation nous donnons d’abord une formulation faible du
systéme (2.16) qui nous sera d’une grande utilité pour la suite.
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Soit (¢, ¢) € H*(]0, L[). En multipliant (2.16.a) par ¢ et (2.16.b) par ¢ on a

(a) waf vy
(2.39)

<>¢ +¢—+¢f 0.

Multiplions ensuite (2.39.a) par lp puis intégrons les deux équations de 0 a L.
On obtient

/zw dx+/ o qu—O
" (2.40)
(b) /0 gbatdaH—/O qbaaxder/o qﬁp%d:ﬂ:O.

En appliquant les formules de Green (intégration par parties) aux deuxiémes
termes des membres de gauche des équations du systeme (2.40) on aboutit a

@ [ pr—d [ afgwdﬁpw( > <>—pw<o>ao<t>=o,
/L¢8qd _/L L0(o
Iy > <>—o—¢<> o(t) =0

ainsi que les conditions limites et initiales.

Ce systeme est une formulation faible du systéme (2.16). Il sera utilisé pour
prouver l'existence de la solution faible pour le canal (Théoréme 8).
Estimons la variation de I’énergie F dans le canal afin de définir les controles
Go(t) ax = Let 4o(t) ax=0.

Dérivons (2.38) par rapport au temps. Cela donne la variation temporelle de
I’énergie suivante :

(2.41)

dﬁflit) = jt/OL (lpfﬂ(t, x)+ (j2(t,:c)> dx. (2.42)

En appliquant la régle de Leibnitz & (2.42) on a :

2 L AA42
dE / I OR(t, ) §$)dx+/ aqg;’x)dx.
0

Par conséquent :

1dE(t) (L, . Oh(t,x) L 9q(t,x)
5 —/0 Iph(t,x) 5 dx—l—/o q(t,x)iat dz. (2.43)
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En considérant (v, ¢) = (h,§) dans (2.41) on obtient
ph(t. L)qL(t) = ph(t, 0)do(t) = 0.
0

/ zpﬁahda;—/o 20 h)da:
o(od (oh) , (2.44)

+
L 94 L a(p
() 0 ad_/oqax x+/()q8
+0od(t, L)qr(t) — oq(t,0)qo(t) = 0.

Donec :
. Oh d(ph R . " R
/ l,oh d:U — /0 g (856 )dx = —ph(t, L)qL(t) + ph(t,0)q(t),
0 L 3( ) L 0(0q) A2 ~2
/o G— dx +/ dr = /0 5 dr —oq;(t) + od;(t)
et alors :

L. 9h L d(ph) R R PR

L 8q L _3(ph) 1 1 (2.45)
a2 iy
0) [ agrde == [0 de = Jodt(t) + 5od ()
La combinaison de (2.45-a) et (2.45-b) donne ainsi
L 1 .
[ lph Vet [Ma00dr = Lo t) — phit, L)an()
1 5 .
+5005(t) + ph(t, 0)do(t)- (2.46)
Donc :
1 d 1 ~9 “~ ~ 1 A9 7 A
iﬁE(t) = —50%@) — pho(t)Ge(t) + 50610(15) + pho(t)qo(t).  (2.47)

Une différence entre notre méthode de controle et beaucoup d’autres, est la
facon dont I’énergie est définie et la fagon dont la variation temporelle de
I'énergie est traitée dans ([8], [5], [9]). Dans ([5], [9]), I"énergie est définie par la
fonction de Lyapounov pondérée et une analyse de stabilité est utilisée pour la
variation temporelle de 1’énergie.

Dans notre cas, une relation entre h et q est utilisée pour exprimer la variation
temporelle de 1’énergie comme un polynéme de second ordre en termes de ¢
au coté droit de (2.19). Ce polynéme du second ordre est traité de manieére a
obtenir une diminution exponentielle de ’énergie.

Controéle rétroactif 47



2.5 Conception de controdles rétroactifs pour
un seul canal et le processus de stabilisa-
tion

Dans cette section, les données initiales et les conditions aux limites sont
supposées lisses. Les résultats pour les données dans L? sont présentés dans la
prochaine section.

Pour construire le controle, nous exprimons alors la hauteur a la frontiere en
termes de débit et de variables caractéristiques sortantes.

Les caractéristiques sortantes aux extrémités du canal et leurs points de départ
sont représentées ci-dessous (Figure 2.4). Sur la Figure (2.4 a), on observe que

t4 t 4

L /12|

e

ol
0 T T L
X %
a) = AT, YEL-AT

>y
=y

FIGURE 2.4 — Variables caractéristiques sortantes

les points de départ zy et yo des caractéristiques sont localisés a l'intérieur du
canal. Cela a lieu quand m < ‘/\—Ll‘ et m < )\% Ainsi, la condition initiale est
concernée, et ces points correspondent au temps ¢ = 0.

Sur la Figure (2.4 b), on observe que les points de départ xy et yo des carac-

téristiques sont localisés aux extrémités du canal. Cela a lieu quand 7 > ﬁ
et 7 > /\% Ainsi, les conditions aux limites du canal aux temps 7 — ﬁ et

T — /\% sont concernées.

En tracant donc les lignes caractéristiques, comme indiqué sur les figures
ci-dessus, nous exprimons les variables caractéristiques sortantes comme suit :

< 521((23 ) - ( 253 ) (2.48)

( ) wl(O,xo) ; To = |)\1|7—27 T2 E]OaL/P\l”a
c1(m) =
e wl(TQ_L/|)\1|7L)7 T2ZL/|/\1|7

ou

(2.49)
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w2(0, o) ; Yo =L —Xom, 71 €]0,L/N\o],

C2(T1) - { w2(7'1 — L/)\Q,O), T Z L/)\Q (25())

A partir de (2.30), on a :

. 1 . 1

h(mi, L) = +—qr(11) + Swa(m1, L), (2.51)
I\ [

3 1 1

h(72,0) = +—Go(72) + Swi(72,0). (2.52)
DY [

En considérant (2.47), (2.51), (2.52) et (2.48) on a :

1dE . . . .

57 (0 = agd(t) + e (Da(t) + adi (1) = Tea()in () (2:53)
1

oua= 5()\2 +|A1]), p est défini dans (2.17) et ¢1(t) et co(t) sont respectivement

donnés par (2.49) et (2.50).

En effet (2.51), (2.52) et (2.48) entraine :

Bt ) = ) + el
1 1

h(t,0) = N (t)+7c1(t).

Par substitution de A(t, L) et h(t,0) dans (2.47) on obtient :

1
__E — 542 _ oA - A
5310 = ~5980 = o (0 + 1))

+ 500 + o 0 + 760 ) o)
574 P l)\2 lcl do
1 P )
o+ a0 = e
I\ [

. (a #2230+ S0t (2.54

Puisque 0 = A1 + Ao = Ay — |A1] et p =1 A|Aa = =My on a:

1 2p 1 2lA1 X\ 1 1
—— — === A Ay — =—[| A =]l ==|A A =
( +l)\1> 2<1+ 2 N ) 2(1 2> 2<2+|1|>
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et
1 20\ 1 2000\ 1 1 B
2<U+l>\2>—2</\1+)\2 l)\g )—2<>\2 )\1)—2<>\2+|>\1|>—6L

1 2 1 2
Ainsi en remplacant les expressions —— (0 + p) et — <0 + lf) de (2.54) par
2

2 I\ 2
a on obtient 'égalité (2.53).
L’idée est donc de prescrire le flux aux extrémités afin d’obtenir une décroissance
exponentielle de I'énergie. A cette fin, une observation pour les polyndmes du
second ordre est formulée comme un lemme.

Lemme 1. Soit P un polynéme de second ordre tel que P(q) = aq® + bq, ou
a > 0. Pour tout 0 €]0,1],

P (;(\/ﬂ — 1)) _ (2.55)

——40.
a 4a

Preuve du lemme 1 :

P(Qb (\/ﬂ—n) :a<2b(M—1)>2+b<2l;(M—l)>

a

2 2 2
21(1—0—2\/1—9+1))+b—\/1— _ U
4a 2a 2a
2 2 2 2 2
A S A A/ ey S ey S
4a 2a 2a 2 2a
bZ
T 4a

Q

Définition 17. Dans notre méthode les débits aux extrémités du canal sont
prescrites comme suit :

wo(t) = 220 (00 1) et aute) = 229 (i 000 1) (250

ou 91,92 : RT —>]0,1]

Remarque 7. Les contriles définis en (2.56) sont des contriles frontiéres
rétroactifs. En fait, les expressions de c¢1(t) et co(t) définies en (2.49) et (2.50),
et utilisées en (2.56) impliquent un délai. Les contrdles a l'instant t dépendent
de la condition initiale ou de la solution a un instant antérieur t — 0t ou
dt = L/| M| pour le contréle en amont et §t = L/ g pour le contréle en aval.

D’un point de vue pratique, il y a toujours un délai entre les mesures en ligne
des données et leur utilisation pour construire des controles. Ce n’est pas le cas
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en [5], (8], [24] et 35
D’un autre coté, les seules mesures en ligne des niveaur d’eau aur extrémités
sont suffisantes pour déterminer les contréles, comme dans [5], [8] et [35]. Cela

vaut également pour le réseau.

Remarque 8. L’approche consiste donc a exprimer le taux de variation d’éner-
gie du probléme linéarisé, comme un polynome de second ordre en termes
d’écoulement auz frontiéres. Le polynome du second ordre est négatif pour
un ensemble de controles et le taux de stabilisation est borné. La bornitude
est en accord avec le fait que la vitesse a laquelle les solutions des systemes
hyperboliques sont affectées par les conditions aux limites est bornée.

Avec les controles donnés par (2.56), il s’ensuit par le lemme 1, que (2.53)
devient :
1dE prei(t) pecs
—— (1) = — 0,(t) — =—=065(1). 2.57
2 dt (®) 4al? 1(t) 4al? 2(t) ( )

Ainsi, nous obtenons ce qui suit :

Théoréme 6. Soit t, = kL/|\|, k € N. Supposons que (2.22) soit vrai, la
condition, initiale (h°, §°) est continue dans [0, L]. De plus, 6y et 6y sont continus
dans |0, 1] et Gy et §r satisfont (2.56).

Alors (2.16) a une solution unique (h,q) continue dans [ty, ti1] % [0, L] telle
que [’énergie est décroissante dans [tg,tr41] et satisfait

E(ty) < (1-OME(t) (2.58)
Al
\ E est donné par (2.98) et ©F = —_= 101
ou E est donné par (2.38) e AW k €]0,1]

L—xz x
Zr =min | inf 6O5(t, + , inf O (ty + —) | -
k (;UE]O,L[ 2t A2 ) 2€]0,L it + |)\1|)>
Preuve du Théoreme 6 :
D’une part l'existence et 1'unicité de la solution découlent de (2.30) et des
constructions (2.49 - 2.50).
En effet avec (2.30) on forme le systéme suivant d’équations & deux inconnues

(h.q) :

A 1

lh— —§4=uw
>iz

Ih — —§ = ws.
)\161 W2

Ce systeme donne la forme matricielle suivante :

BU =w
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avec

1

N l -
o(5) o een) e |
q W2 l S

A1

Par calcul on a :

11
detB=1 —+ — 0
€ (AQ \)\1\>7£

La matrice B est ainsi inversible d’ou 'existence et 'unicité de la solution.
D’autre part en intégrant (2.57) de 0 & t1, nous avons

s LN (o))’ 2 LN (o (1))
B/ =50 7 | O) / O

o L/ o 2 o L/l ‘o 2
gE(O)—% / ( 2(2)) bs(t)dt — - / (2(1) 0, (¢)dt.

En utilisant (2.49) et (2.50) nous obtenons :

E(L/|\l) < E(0) -

2 / 2a 2 / 2a
L T T
< E(0) - ,02/“1%(0,37)92( » )dx— 0 w1(07$)91(m)dx
[2 2&)\2 [2 2@‘)\1‘
0 0
L z L T
l2 2@/\2 l2 2&)\2
0 0
P
2 2
< BO) - g 0/ [w3(0,2) + w30, 2)] Wz (2.59)

ou :
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De plus, on a l'estimation suivante :

. 1 1 1 1\ -
w3 (0, z) +w?(0,2) = 2(1h°)* + (A% + A%> (G°)? — 2 ( + ) 1h%G

. 1 1 . 1 1\?
>2lh02 . - A02_lh02_( ) ~0\2
> 200+ (G 5 ) P - 010 - (54 5) (@
1
2 A0 2
o @@)
l2

> (1h°)* + 25-(¢")
(L") +2,(7)

> = (1 + () (2.60)

> (liLO)Z o

avec ici : h° = hO(x) et ¢° = ¢°(2) pour simplifier.
On déduit donc de (2.59- 2.60) que

E(L/|M]) < E(O @0/ () + (@) da
< (1-6%E(0). (2.61)

ou

A1 L—x x
@Ozhmin<inf0,inf0>.
Az + [\ AL (IMI)

Pour généraliser (2.61) par rapport au temps, nous considérons la condition
initiale a l'instant t; = kL/|A1]. On pose ([25]) :

c1(t) = w (t, | A |(E — tr)), st tE)tr,tx + L/ M|,
co(t) = wo(ty, L — No(t — 1)), st t E€Jtg, tr, + L/Xo]

et

ou

L —
Ek = min ( ll'lf 0(tk + x)? lnf e(tk + )>
/\2 |>‘1|

z€]0,L] z€]0,L]

Par conséquent, en intégrant de ¢ a ;1 et en utilisant les mémes arguments
que pour U'intervalle [0,¢;], Ce qui achéve la preuve du théoreme 6. a

Contréle rétroactif 53



Théoréme 7. Possibilité de contrdler avec un point final libre uni-

quement
Soient :
A . b(t
W =0 e =" (160 -1) (2.62)
ol
wQ(O,L_)\Qt), st t E]O,L/)\Q[,
b(t) = —§ wi (0, Ai|(t — L/X2)), it €]L/Ay, LT,
wy (t— LT, L), si t> LT

1 1 .
avec 0 € [0,1] et T = ~ + m Alors les perturbations h et § tendent vers
2 1

zéro de fagcon exponentielle dans le temps.

Preuve du Théoréme 7

Pour prouver que les perturbations h et q tendent vers zéro de fagon exponen-
tielle dans le temps on va montrer la décroissance de 1’énergie avec les données
du Théoreme.

En considérant gy(t) = 0, I'égalité (2.53) donne

;(Zj(t) = ag;(t) — §C2(t)6ﬁ(t) (2.63)

1
ou a = 5()\2 + |A1]), p est défini dans (2.17) et cy(t) est donné par (2.50).

Cette égalité nous permet ainsi d’écrire

1dE R R
5= (8) = ad(t) + b(t)dr(t) (2.64)
2 dt

avec b(t) une donnée du théoreme.

Ainsi en appliquant le lemme 1 on obtient :

b*(t)

(t) = =20 (2.65)

14
2 dt
Posons t, = kL/|\i|, k € N et intégrons 1'égalité 2.65 de 0 a ¢;. On a alors :

B = B0 - | 20w
L,
< E(0) - / bQS)H(t)dt
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En remplagant b(¢) (voir les données du Théoréeme) on a alors :

w3(0, L — Aat)0(2)
2a

Bt) < BO) - | dt

w3(0, 2)0(55F)

2(1,)\2

w3 (0, 2)0(5F)

2&)\2

p L
< BO) - gy /0 w2(0, 2)Wd (2.66)

ou :

De plus, on a l'estimation suivante :

@mmzﬁww+§ﬁ%ﬂ2

zummP+gqu

> (@) + o @)

2

> < (i) + @)F). (2.67)

On déduit donc de (2.66) et (2.67) que

B(t) < B(0) - 0 [ (1) + (@) da
< (1-06%E). (2.68)

ou

A L—=x
o= Ml p g ( >
A2 + |A1] z€lo.L] A2
Pour généraliser (2.68) par rapport au temps, nous considérons la condition
initiale a 'instant ¢;. On pose :

b(t) = _§w2(tk>L_)\2(t_tk)> it €ty tog]
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et

ou

L —x
=. = inf O|(¢t
o= inf 0 (bt =)

Par conséquent, en intégrant de ¢ a t;1 et en utilisant les mémes arguments
que pour I'intervalle [0,¢;].Ce qui achéve la preuve du Théoreme 7. d

2.6 Un résultat de régularité

Dans cette section, nous considérons les données initiales dans I’espace L?
au lieu des données initiales lisses comme dans le Théoreme 6. Nous avons alors
ce Théoreme qui est un résultat de régularité.

Théoréme 8. Soit t, = kL/|\|, k € N. Supposons que (2.22) soit valide,
(R°,@%) € (L?[0, L])? et G.(t) , Go(t) satisfont (2.56). Le systéme linéaire (2.16)
admet alors une solution (h,q) satisfaisant la régularité suivante :

< lh ) < a“ ) e H(div, Q). (2.69)

q oq + ph
Awvec

H(div, Q) ={V € L*(Q;)* ; divV € L*(Q;)},

Q = [tka tk—i—l] X [07 L]a
Y R
dZU = (a s %)

De plus, ’énergie est décroissante dans [tg,tr41] et satisfait
E(tyn) < (1-6ME(t) (2.70)

ot ©F est donné dans le Théoréme 6.
Preuve du Théoreme 8 :
Puisque (h°, §°) € (L2([0, L]))? et sachant que C°(]0, L[), ensemble des fonctions
continues par morceaux dans |0, L[, est dense dans L?([0, L]) il existe alors des
suites (B )nz=0 € C°([0, L]) et (Gn)nzo0 € C°([0, L]) telles que :

B — B et @ — ¢° dans L*([0, L]) quand n — +oo.
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Avec le couple (iL%, @°) pour tout n > 0, nous considérons le systeme linéaire :

Ohy 100,

ot [ Ox ’A (2'71)
= 07

(@)

n  0Gn | Ohy
(b) =

ot J(?x p(?x

de condition initiale
ha(0,2) = h0(x) et G.(0,2) = g5 (x) (2.72)
avec les condition aux limites

Gn(t,0) = Gon(t), et Gu(t,L) = Grn(t). (2.73)

ou o et p sont définies en (2.17).

A

Le couple (h,, §,) satisfait alors la formulation faible (2.41).
Nous définissons encore §o ,(t) et §r»(t) comme dans (2.56) ou hg et ¢, sont
remplacés par hg, et §r, respectivement.

~

Grace au Théoreme 6, on obtient l'estimation d’énergie (en remplacant (h, §)

~

par (hy,§,) dans (2.58) ) :

E™ (1) < (1= OF)E" (1)

Donc
E"(t) < (1-©°%)E"(t),
E"(ty) < (1 - ©YE" (1),
E"(t;) < (1 - ©*)E"(t),
E"(tk_l). (1 —O"2)E"(t)_y),

<
E™ty) < (1 — 0" E"(trv),
E"(te1) < (1 — ©F)E(t).

En multipliant les termes a gauche a part puis ceux a droite on obtient apres
simplification

E'(tpp) < (1 -0 % (1 —0Y % .. % (1—0"1) % (1-6"E"(0)

qui peut s’écrire comme suit :

(1) <TI0 — 09 E7(0) (274

=0
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ot OF et t;, sont définis dans le théoréeme 6 et

E™(t) = H\/ﬁﬁn(t)H;Q + cjn(t)H:Q = /OL (lpizi(t) + cjﬁ(ﬂ)dx. (2.75)

Le systeme (2.71) peut étre présenté sous la forme :

d [ ih 0 an
il n —_ N = 2.
8t<c}n>+ax<a@n+phn> 0 (2.76)

Par conséquent de (2.74) et (2.76) on a

< lgn" ) , ( mjﬂ‘pﬁn ) e H(div, Q) (2.77)
et sont bornées dans H (div, Q).

L’espace L?(0,T; L*(2)?) étant un espace de Banach réflexif, pour tout T' > 0,
il existe des sous-suites (ﬁa(n), damy) de (izn, Gn) convergeant faiblement vers
(h,q) dans L*(0,T; L2(2)?) (voir [11]).

De plus, par passage aux limites (iL, q4) satisfait le systeme linéaire (2.16) ainsi
que la condition initiale (2.18) et les conditions aux limites (2.19) d’ot I'existence
et I'unicité de la solution pour (2.16).

Ainsi,
Ih Ih Gn q
L RN t ~ — A 2.78
(@) (q) ¢ <aqn+phn> (oq+ph> (2.78)

(lfl ) < T ) € H(div, Q). (2.79)

q oq + ph

d’ou

Ce qui prouve la régularité satisfaite par la solution du systeéme linéaire (2.16).
Puisque E(t) < lim inf E™(t), (2.70) est obtenu & partir de (2.74). Ce qui prouve
la décroissance énergétique.

Ainsi la preuve du théoreme est complete. a

Remarque 9. En notant v* = —1In ((1 - @k)l/tl), on a

E(try1) < E(ty) exp(—vFty).
1 k=1 .
Par conséquent, en définissant p* = z > 7, nous obtenons
j=0

E(ty) < E(0) exp (—p" t) . (2.80)

Ainsi, les fonctions 0 peuvent étre considérées comme des tauz de stabilisation
pour la décroissance exponentielle. Plus ils sont proches de 1, plus la décroissance
exponentielle est rapide.
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Remarque 10. Le fait que le débit soit stabilisé pour les controles dans un
intervalle donne robustesse et flexibilité. Ceci est essentiel pour deux raisons.
Pour commencer, le controle peut étre appliqué au probleme réel, qui n’est pas
linéaire. Deuziemement, les niveau d’eau aux limites influencent le controle.
Ceuz-ci (niveauxr d’eau) seront comnus par des mesures qui ne seront que
approximativement correctes.

Avec ces résultats obtenus pour le cas d’un canal simple nous étudions au
chapitre suivant le cas d’un réseau.
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Chapitre 3

Construction de contréles pour
le réseau en étoile

Tirant parti du chapitre précédent concernant la construction des controles,

nous allons maintenant montrer comment construire des contrdles rétroactifs
qui stabilisent le réseau a trois canaux.

3.1 Présentation du réseau

Considérons le réseau en étoile donné par la Figure 3.1.

Canal 1 Canal 3

M

ey
=

FIGURE 3.1 — réseau en étoile
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Le réseau comporte trois canaux rectangulaires avec une jonction (notée M) ou
tous les canaux se rejoignent.

3.2 Equations de Saint Venant unidimension-
nelles pour un réseau de canaux rectangu-
laires

Le modele du réseau est donné par les équations de Saint-venant 1D dans
chaque canal, avec des conditions a la jonction M.
Les variables dans un canal particulier sont indexés par le numéro du canal.
Par exemple, pour le i€ canal (i = 1,2,3) : h; est la hauteur de la colonne de
fluide (m), ¢; est le débit (m3.s™1), L; et [; sont respectivement la longueur et
la largeur du canal (m).
Chaque canal est rectangulaire, horizontale sur fond plat (Y = 0) et supposé
sans friction avec des largeurs constantes.
Donc avec la variable S; définie en (1.40b) du chapitre 1 on obtient par substi-
tution l'expression :

S; = ;Vf + ghi. (3.1)
L’aire de la section droite de I’écoulement de chaque canal est
Ai(t, z;) = Lihi(t, xy),
et la vitesse moyenne de I’écoulement vaut :
4 q;

K

(3.2)

Les variables sont alors la hauteur h; de la colonne de fluide en (m), le débit g;

en (m®.s71). Par substitution de V; par lq;L dans (3.1) on obtient
1 ¢

Par substitution aussi dans (1.40) on a

Q

(lh) 8qz
t

" a (3.4)

’L 'L

98\%
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1
On multiplie la premiere équation du systeme par 7 et la deuxieme par [;h; on
obtient alors '

h; ~ 10g; .
(a) 0 +78q=0, t>0, 0<a<L; (i=1,2.3)
B h (L) s L (L) o 52)
©) i(?t(hi)Jr Maw \appz TN =0
L’équation (3.5.a) entraine :
= ———. 3.6
Le premier terme de I’équation (3.5.b) donne d’une part :
i () =" <h (’“at ~ 4y ))
_ Oqi i Oh;
Ot h; Ot
_ ¢ @i [ 10g
_ dq; ¢ 0g;

et son second terme donne d’autre part

Lh 2 [ % [ I N
" <2z3h3+9 ) I (hg

— al.h 2 R LY N
Tty * 21;h3 i 5y e
Oh; ¢ 9g; g} Oh

or | Lhior k20w

= glihi (3.8)

Ainsi de (3.7) et (3.8) on obtient
9 (4 9 (1 ¢
tigg (1) + i (zzghg *9“’)

o¢; ¢ Oqg; oh; ¢ O0¢; ¢ Oh;
_ I;h; i
* 9 Ly 0x k2 Oz
2

g Oh; 1 (2¢;0q; q; Oh;
“or TG, T, (m e 12 0x

ox

= Ty T

B A R s (
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On forme ainsi le systéme suivant d’équations de Saint Venant proposé dans
[14] pour un réseau de trois canaux :

oh; 1 0q;

(a) 8t+l¢8x:0’ 27520, 0<z<L; (i=1,2,3) 59)
() 8;: + glih,-(?;;i + zliaa;c (Z) —0 ‘
avec |’ état initial
hi(0,2) = hi(x),  4:(0,2) = ¢/(x) (3.10)

et les conditions aux limites aux points d’extrémités libres du réseau

@i(t,0) = qo(t), @(t,L2) = qo1,(t), qs(t,L3) = qs,0,(1). (3.11)

Le réseau est modélisé par (3.9), (3.10) et (3.11) avec les conditions a la jonction
M.

Le flux est supposé étre sous-critique dans chaque canal, avec la direction
donnée par la Figure 3.1.

Pour 7 € 1, 2,3 nous notons z; 'extrémité d’un canal qui rencontre les autres
canaux au nceud M (c’est a dire 1 = Ly , x5 =0, x3 =0).

Nous fixons également ¢;, =1 si x;=L; et g =—1 si ;=0 (clesta
direque e =1, g =-1 et g5=—1).

A la jonction M, nous avons le flux total et les conditions de continuité d’énergie
(cf. [24],[26]). Ces conditions sont respectivement

3
> eigi(t,zi) =0 (3.12)
i=1

pour le flux total et
Sl :Sj, j:2,3 (313)

pour la continuité d’énergie (énergie mécanique) avec

1 ¢?(t, xz;
S, = ghi(tz) + - q; (t, z;)

—_— .14
2 221, 2,) (3.14)

La condition sous critique pour chaque canal est
——— < \/gh;. 3.15
Donc :

di
— —\/gh; . 1
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En tenant compte de la direction d’écoulement, nous avons aussi :

Ty Jghs > 0. (3.17)
lh;

Les controdles seront appliqués au modele non linéaire ci-dessus. Ces controles
sont dérivés d’un systeme linéaire qui est obtenu a partir de la linéarisation
du modele non linéaire, en utilisant quelques hypothéses sur des perturbations.
Ces perturbations sont les différences entre ’état du modele non linéaire (h;, ¢;)
et un état stable souhaité (h;, ;).

Le modele non linéaire est linéarisé et c’est 'objet de la section qui suit.

3.3 Linéarisation du modele non linéaire

3.3.1 Etat stable

Nous visons a atteindre un état stable prescrit lorsque le temps est suffisam-
ment grand. La solution a I’état d’équilibre (h;,q;) est dérivée de (3.9), (3.12)
et (3.13). Le systeme suivant est donc satisfait :

oq; oh; .
=0 =0; 0,L;| ;2=1,2,3
oz T Oz el L s
Y&t w) =0 en M (3.18)
=~ ~ _ 7 ]- qz(t,l'z)
S1=8;, 7=2,3; 5, =ghi(t,x;) + =—
B BT 2 et )

Le sens de 1’écoulement (3.1) et la condition d’écoulement sous-critique en-
trainent

G >0 et g}_1¢>lq£ L i=1,2,3. (3.19)

il

3.3.2 Modele linéarisé

Nous introduisons 1'état résiduel (hi, ;) comme différence entre 'état actuel
(hi, q;) et Iétat d’équilibre (h;, G;).

hi(t, ) = hi(t,z) — hi(z) et G(t,z) = ¢(t, ) — g (x). (3.20)

Nous utilisons les hypothéses |h;| < h; et |G| < |G| pour linéariser (3.9),
(3.12) et (3.13).
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Par analogie a la sous section 2.2.2 du chapitre 2, la linéarisation de (3.9)

donne :
oh; 10q;
() S+ -5t =0,
94 ¢ 0G; - @\ Oh; '
Ry U Lh?) oz
En posant :
Gi _ q?
i =2— et p;=glih; — —%, 3.22
i =2 et pi=g L (3.22)
la solution (hy, §;) satisfait donc
oh; 104;
(a) b2 pe0,L) ;i=1,2,3
82& ll 8I R (323)
04 94 oh; .
b : =0, i=1,2,3,
()at—i—azam—l—pam 0, 3
Reprenons I'équation (3.21.b)
94 ¢ 0G; - @\ Oh
9 1t hy — = 0. 3.24
. 94 o 5
On cherche a remplacer N par une expression équivalente pour trouver .S;.
Posons :
4qi
hi7 i) — 7
f(hi, q:) h

et linéarisons la fonction f.
On a (par la formule de Taylor) :

by sy i O Of
f(hza%) - f(hz + hl?Q’L + qz) - f(hw%) + hzahl (hu%) + anQi

Or :
of G of 1
%(thZ) - hilz et ?%(hzuqa - hz
Donc
hoayo & g ooy G, OF g o1
f(hm%) B 9 ahz( (3] l) ]jLZQ a Z(h’wa) 7?/1
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et
% 4% Gij
hi,qi) = — = — — = hi + —q;-
f(hi, q:) b2 o
Ainsi,
~oy G G Gig L,
f(hi,@i) = = = — — = hi + =4
et par conséquent on a
06 _ 5 0 (&Y | @0hs
ot ot (m) h; Ot (3.25)
5. _ 5. 7 Oh
En remplacant aacf; par hi(’?t (;;Z) + ;Z%tl dans (3.24) on obtient :
-0 (G a Oh; ¢ 0G; - @\ Oh
hi— | = = 2— lih; — —= = 0. 3.26
ot <h> ot i or Lh2) ox (3:26)
Or
Oh, 104;
= ———. 2
En substituant — pa _ 194 dans (3.26) on obtient ;
n substituan atprli(‘?x ns (3. n obtient ;
20 (G ¢ 0G; ¢ 0G; - @\ Oh;
hie | =) — 2 2 Lih; — =0. 3.28
ot <h1> lih; Ox lih; Ox it l;h?) Ox (3.28)
Puis en divisant 'équation (3.28) par [;h;, on obtient alors apreés simplification
I’équation
9 ( 4 g 0G; @\ Oh
2 a — = 0. 3.29
ot (zim) erzoe ' \*" 2R ) oa (3:29)
Cette équation s’écrit :
o ( G o ( G\
— | = — | =G ——1h;] =0 3.30
ot (um) R (l%h%q ! (9 2h3 (3:30)
ol encore sous la forme plus compacte :
ov; 05,
= 31
5 + o 0 (3.31)
66
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ou :

A — ~2
¥ qi A q; 4; 2

(2

désignent respectivement la vitesse moyenne et 1’énergie mécanique.
Ainsi, en se référent a (1.40) et (1.44) du chapitre 1 on peut écrire la continuité
de I'énergie dans le réseau qui donne :

Sl = gj, ] = 2, 3 ou SZ = ’}/Zfli@, l‘z) + Bi(ji(t; JIZ'), 1= 1, 2, 3 (333)

avec :
i 1 3 1
P = = = *51‘0'1', P = — L = 5@ i et 51 = —. 334
b= =3 I s TP Lih: (3:34)
On a par ailleurs (pour le flux total) :
3 3
S ogqi(t,m) =Y e (@t @) + 4t x;))
i=1 i=1
3 3
= gt ) + Y _edi(t,x;) =0 en M.
i=1 i=1
Puisque
3
Zglgl(taxl) =0 en M7
i=1
on a alors
3
> et x;) =0 en M. (3.35)
i=1

Avec (3.23),(3.33) et (3.35) la solution (iLZ, ;) satisfait finalement le systéme
suivant :

Oh; 104 _
(@ S +ia: =0 ice[O,Ll] L i=1,2,3
0G; 04 Oh; .
b i i— =0, i=1,2,3 .
O B¢+ T Pas ! (3.36)
(¢) 32 eq(t,a;) =0 en M

A

avec la condition initiale :

hi(0,2) = h2(x), 4:(0,2) = ¢ (x) (3.37)
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avec les conditions aux limites :

4i1(t,0) = Gi1o(t), G2(t, La) = Go,r,(t), G3(t, L3) = §a,1,(t), (3.38)

En utilisant (3.19), nous avons o; > 0, p; >0, 5, >0 et ~ > 0.

Les fonctions §10(t), G2,1,(t) et g5 1,(t) sont les contrdles rétroactifs a prescrire
de telle maniere qu’ils donnent une convergence exponentielle de (h;, ¢;) vers
zéro.

3.4 Variables caractéristiques
Le systeme (3.36.a—b) peut s’écrire :

ou; , oU;
A= — :
o A 0 (3.39)

ox
7 1
(8) a3 )
i pPi of

Le systeme (3.36.a—b) s’écrit en deux équations indépendantes comme suit :

ou

dwl-j 8w¢j (911)1 .
& ot o (3.40)

De plus (3.19) et la direction de I’écoulement entrainent :

respectivement.
On peut remarquer une relation entre (o;, p;) définis dans (3.22) et (A1, Ai2) :

g; = >\i1 + )\iQ = )\ig - |>\zl| et Pi = ll|)\21|)\22 (342)

Par analogie au chapitre précédent la résolution des équations indépendantes
donne

o 1 A 1
Wil )\ﬂq €l W;2 )\ilq ( )

Ici, A\i1 et A\jp sont les valeurs propres de A; définies par

il = & —¢c et Ng = &

= i 3.44
Lihi lih; e (3-44)

avec

Contréle rétroactif 68



On réécrit (3.36.c—e) en exprimant les variables caractéristiques entrantes en M
(i.e wyy(t, L), was(t,0) et wsa(t,0)) en fonctions de variables caractéristiques
sortantes a M (i.e wya(t, L), w1 (t,0) et ws1(¢,0)). On a alors :

(a) Gi(t,z1) — Ga(t, 22) — G3(t,3) =0
(b) Wl (t, 1) + Bidi(t, m1) = Yoha(t, 22) + Boda(t, x2) (3.46)
(€) mha(t, 1) + Bidi(t, 21) = v3ha(t, v3) + Bada(t, v3)

De (3.43) on obtient

1<t7
1hy

lih; = wi + /\112@ et lihi = wp + )\1“@
On en déduit que :
. AirAi
qi = m(wu — Wiz).

En d’autres termes on a
Ait iz it iz

N e T A (347)
et de ce fait
2 Wi 1 it Ai2
h; = (Wi —wyz).
Lt Rl A — g )
Ce qui donne apres simplification le résultat
2 Aig Wi it wip
hi = ———— R 4
PP VA W v (348)
Ainsi, (3.46.a) entraine :
)\11)\12 )\11>\12
t, L t, L
P T W W
)\21)\22 )\21/\22
— t t
(Am B LR s W ’0>>
>\31>\32 )‘31>‘32 )
. £,0 waa(t,0) | = 0.
<A32 Ve VR W
Donc :
A2 A21 A2 A31A32
t, L t t
Mz — Ay R g e O R )
A1A12 A21A22 3132
= t, L t t.0).
M — g 2 ) e e 0 g v (8 0)
(3.49)
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De méme (3.46.b) entraine

5 ( M2 win(t, Ly) A1 wial(t, L1))
) _
A2 — g L A2 — A L

)\21 )\22 )\21 )\22 Wao (t, O))

qui donne ensuite par réarrangement l’expression :

A
2 (% + 51)\11> wi(t, Ly)

/\12 - )\11 ll

A
21 (72 + 62)\22> was(t,0)

_l’_ - -
)\22 - )\21 l2

A
= <% + 51)\12> wia(t, L)

T A= An \

A
= (72 + @2)\21> woy (1, 0).

+ - -
)\22 - )\21 l2

En posant :
X1 = % + B, Xe = % + B2,
1 2
K1 = % + fidie et Ky = % + [aAag (3.50)
1 2
on obtient finalement de (3.46.b) que :
A2 21
_— t, L _— t,0
Mo — )\HXIU)H( ,L1) + J—— Kawaa(t,0)
A1 22
= — t,L _— t,0 3.51
Ny )\Hiﬁwu( ,Ly) + p— )\21X2w21( ,0) (3.51)

A partir de (3.46.c) en raisonnant de la méme maniere que (3.46.b) on trouve

A2 Az

— t, L s t,0
Ny — )\11X17~U11( L) + Nz — Mo r3wsz(t,0)

Al (3.52)

1
M2 — Ay X3ws1(t,0)

A32
t, L —
rkyws(t, L) + o — on

70
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avec

3=ﬂ+53)\31 et ngﬁ
I3 I3

On obtient de (3.49), (3.51) et (3.52) le systeme, sous forme matricielle :

X + 53)\32 (353)

w11(t>L1) le(taLl)
B UJQQ(t, 0) =C wgl(t, 0) (354)
w3 (t, 0) w3 (t,0)
ou
A11A12 A21A22 A31A32
A12—2A11 A22—A21 A32—A31
_ )\12 >\21
B = >\12—>\11X1 A22—A21 k2 0 (355>
)\12 >\31
A12—A11 X1 0 A32—A31 k3
et
A11A12 A21 22 A31A32
A12—A11 A22—A21 A32—A31
_ )\11 >\22
C= o oo X2 0 . (3.56)
)\12 )\32
A12—A11 K1 0 A32—A31 X3
Ici: N N
[ 7
Xi =7 + A et ki = ’ + Xi2 i
) 7

En considérant les déterminants des matrices B et C, il s’ensuit directement
que les matrices B et C' sont inversibles si la condition (3.41) est satisfaite.
En effet :

A12
>\21)\22 A12—A11 X1 O
A v vl I )
—_ 12 31
22 21 >\12*)\11X1 PYPEDPIRAL)
)\ )\11)\12 >\31>\32
21 A12—A11 Az2—A31
g2 — Am "2 X .
Az —Aip AL Xaz—Az1 V3

= detB = Az Aoz ( A2 X1 * )\31)\ 53>
31

)\22 - >\21 >\12 - )\11 /\32 -
. )\21 Ko < )\11)\12 « )\31 Ky — >\31)\32 % )\12 Xl)
)\22 - )\21 )\12 - )\11 )\32 - )\31 >\32 - )\31 >\12 - )\11
— detB = )\21)\12)\31

()\22 - )\21)(/\12 - /\11)()\32 - )\31)

% (AgaX1K3 — AM11K2K3 + AsaX1K2)
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En supposant que la condition (3.41) est vérifiée on a alors les inégalités

suivantes :
A1 <0< A2 A+ A2 >0= A2 — A1 >0,
Ao1 <0 < Agg; Agr +Age > 0= Aag — Ag1 >0,
)\31<0<>\32; )\31+)\3220:>)\32—)\31>0.
Ainsi,

)\21)\12)\31
(>\22 - /\21)(>\12 - >\11)()\32 - )\31)

et (Aa2X1K3 — A11K2k3 + Agax1ka) # 0.

>0

D’ou detB # 0 c’est-a-dire B est inversible.
De méme on a

A1
A21A22 | App—app 0
detC' = PV e -
—_ 1 c
22 21| s Moz g X3
A Andie _A31A32
_ 22 Yo A12—A11 A32—A31
_ A12 A32
>\22 /\21 A12—2A11 k1 A32—A31 X3
)\QIAQQ )‘11 A32
—> detC' = * K1 ¥ —————X3
A22 - )\21 )\12 - >\11 )\32 - )\31
A22 X /\11)\12 " )\32 X A31/\32 " )\12 %
_ 2 3 — 1
)\22 - >\21 )\12 - >\11 A32 - )\31 )\32 - )\31 )\12 - )\11
)\22)\32
= detC' =

(A22 — A1) (A12 — A1) (As2 — Asq)
* (A21A11X3K1 — A1 A12X2X3 + A2 As1x2k1) -

En supposant que la condition (3.41) est vérifié on a alors les inégalités
vantes :

A1 <0< A2 AMi+ A2 2>0= Aig — A1 >0,

A1 <0 < A2y Aar + Ao 2> 0= Aga — Ag1 >0,

)\31<0</\32; )\31+/\3220:>)\32—>\31>0.
Ainsi,

A22A39
(A22 — Aa1)(A12 — A11) (Ag2 — As1)

et (Aa1A11X3k1 — A1 Ai2X2x3 + A2z xek1) # 0.

>0
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D’ou detC # 0 c’est-a-dire C' est inversible.

Le controle rétroactif pour le cas du réseau repose sur le fait qu’il est possible
d’exprimer des variables caractéristiques sortantes aux extrémité libres du
réseau (wq1(t,0), waa(t, L), wssa(t, Ls)) en termes de données initiales et de la
solution aux extrémités libres a des moments antérieurs.

Ainsi, nous formulons ce qui suit :

Lemme 2. Les variables caractéristiques sortantes auxr extrémités libres du
réseau satisfont :

U)H(t, 0) b1 (t)
was(t, L) | = | ba(t) (3.57)
wgg(t, Lg) bg(t)

ou b;, (i = 1,2,3,) ne dépendent que de la condition initiale et de la solution auz

extrémités a des moments antérieurs T =t — 0t avec ot > min (pill', f—;z, f—;)

La preuve du lemme 2 :
On distingue deux cas :

t- LZ."’ 5,22

¥4= | At
Yo= Ly- Rpt
Y37 Lo At

M

FIGURE 3.2 — Les caractéristiques aux extrémités du réseau et leurs points

de départ. Pour un temps t tel que t < ‘/\L;l' pour le canal 1, ¢t < £ pour le

A22

canal 2 et t < /\L;; pour le canal 3, les points de départ sont dans les canaux

correspondants. Sinon, les points de départ sont a la jonction M

e Cas A : Lorsque la caractéristique sortante a ’extrémité libre, commence
a partir d’'un point a l'intérieur du domaine (lignes en pointillés sur la

figure 3.2). Ce cas se produit lorsque ¢t < ‘/\Llll‘ pour le canal 1, t < /\L—;

pour le canal 2 et t < /\L—; pour le canal 3.
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En utilisant (3.40), les relations suivantes sont vérifiées :

wll(t 0) = 'LUll(O yl) Y1 = |)\11|t, (358)
w22(t LQ) = W2 (0 y2> Yo = LQ — )\Qgt, (359)
U)32(t, Lg) W3 (0 yg) Ys = L3 — )\32t. (360)

e (Cas B : Lorsque la caractéristique sortante a I’extrémité libre, commence a
partir de M (lignes fortes sur la figure 3 2) Ce cas implique les conditions
| | pour le canal 1, ¢ > = 2 pour le

canal 2 et t > L3 pour le canal 3.
En utilisant (3. 4()) les relations suivantes sont vérifiées :

L
wi (t,0) = wyy (t — ——, Ly), (3.61)
A1
Ly
w22<t, LQ) = ’wgg(t - /\7, O), (362)
22
Ls
wgg(t, Lg) U)32(t — )\7 0) (363)
32
En utilisant (3.54) on a
wll( Ll) w12(t> Ll)
was(t,0) =D | waxu(t0) (3.64)
w3 (t,0) w31 (t,0)

ol : D = (dij)i<ij<3 = B7'C. Par conséquent, de (3.61) et (3.63), nous
obtenons :

wiy(t + L1/| A1, 0) wia(t, L)
wgg(t + LQ/)\227 Lg) = D wgl(t, 0) . (365)
wso(t + L3/ A2, L3) w31 (t,0)

Notons que 'on peut dériver des relations similaires a (3.58 - 3.60) et (3.61 -
3.63) pour wis, wey et ws; a la jonction M.
En effet (voir Figure 3.3) : .

wm(O, L — )\1215) te [0, )\ng]
wlg(t,L1> = { w (t L 0) " > I (366)
12 A2’ 72 A12”?

w21(0, |)\21|t)7 tE [O L2 ]

wyy (t,0) = { . el (3.67)
w21(t_ M’IQ)’ t= P\21|’

L

ws(t,0) = { N, "\33”]’ (3.68)

wan(t = py, Ls), 6>
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t-L /gyl

x1=L - Aot
xy=14ylt

M xqy=| kot

F1GURE 3.3 — Courbes caractéristiques pour wia, way et ws;

Nous dénotons

w1 (0, |A]t), t < ‘,ﬁlﬂ;
bi(t) = ¢ diwia(t — ‘fﬁ, Ly) + dipwo; (t — ‘fﬁ; 0) (3.69)

L Ly .
+d13w31(t - m7 0)7 13 Z |)\111|7

w22(07 Ly — )\2275); t< £z

— 22’
bo(t) = { dyywia(t — )%;7 Ly) + dywo (t — ,\LTQQ> 0) (3.70)
+d23w31(t_/\L72270)7 tZ /{/72227

’LU32(O, Ls — )\3215), t < Q%

— A32
b3<t> = dglwlg(t — )\LT?’Q’ Ll) + d32w21 (t — /\%32, 0) (371)
Fdgzws (t— £2,0), > {2,
Nous avons donc prouvé le lemme 2. a

3.4.1 Formulation faible pour le réseau

Les conditions de jonction seront prises en compte dans la formulation faible
du réseau.

Soit (¢4, ¢:) € (H'(]0, Ly[))*.
Multiplions (3.36.c) par v19(x1), Y21 (x2), 131 (x3) respectivement. On obtient
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le systeme :

Y1)t 21) — 0(21)Ga(t, 22) — M190(21)G3(¢, 23) =0
Yot (22) 41 (t, 21) — Yotb(w2)G2(t, T2) — Yorb(w2)@3(t, 23) = 0
V3 (23)q1 (¢, 1) — V39 (23)G2(t, 22) — V3¢ (23) (¢, 23) = 0.

La combinaison de ces équations donne 1’équation :

Y1Y(21)q1 (t, 21) — Y2b(72)G2(t, T2) — Y390 (23)G3(t, 73)
= NY(21)Ga(t, 2) + 1 (01)33(t, 3) — Y20 (22)qa (t, 1)
+ Y2t (22)d3(t, w3) — V30 (23) 41 (L, 21) + Y330 (23) G2 (1, 2)

qui s’écrit :

3
Z e (@i)Gi(t, xi) =n(21)Ga(t, 22) + 1190 (21)G5(t, 23)

— 72¢(22) @1 (E, 21) + 729 (22)Gs (L, 3)
— 3(@3) G (E, 21) + 39 (23) G (F, 2). (3.72)
De (3.36.c) on a :
@s(t,z3) = qu(t, 21) — Go(t, 22).

Ainsi (3.72) donne :

Zém )Gt ;)

= nY(21)G2(t, 2) + NY(x1) (Gt 21) — Ga(t, 22))
— Yo (w2) @1 (t, 1) + v (x2) (G, 21) — Gao(t, 72))
— 1 (w3) 41 (t, 1) + 3 (23)Ga(t, 22)

et on trouve :

Yo emith (@) Gi(t, zi) = (mab(x1) — 30 (ws)) Gu(t, 1)

— (72 (z2) — v3¥(23)) Ga(t, 72). (3.73)

Posons :

i =y () — v3(x3).
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Alors (3.73) s’écrit :
ZE,% (x:)Gi(t, x;) ZT £:Gi(t, ;). (3.74)
i=1 i=1
De méme en multipliant S; définie en (3.36.d) par ¢(z;) alors
¢(%)3z = 7i¢(xi)};i(t7 ;) + Bip(x:)Gi(t, ).
De ce fait
Bip(x:)Gi(t, x;) = <Z5(371)31 - %’¢(in)fz¢(t, ;). (3.75)
Pour i allant de 1 a 3 (3.75) entraine :
1¢(21) (8, 71) = B(21)St — y(21)hi(t, 21)
52¢(5L’z) 2( ) ¢($2)c§2 - 72¢(332)}{2(t,132)
B3p(x3)d5(t, x3) ¢($3)t§3 — 73¢($3)f;3(t7$3)

Puisque 5’1 = 32 et S’l = 33 on obtient a :

Bio(x1)Gi(t, 1) = d(21)S1 — nd(w1)halt, Il)
—Bod(7)Ga(t, 22) = ¢(332)31 +’V2¢(5U2) 2(t, x2)

—B3(3)ds(t, w3) = —(23)S1 + y30(3)hs(t, v3)
On en déduit que :
3 3 3 .
S aBid(a)dit, w) = 81> (i) — Y eblas)yihlt, ;). (3.76)
=1 =1 =1

(3.74) et (3.76) sont des égalités liées aux conditions de jonction.

3.4.1.1 Pour la loi de conservation de masse :

Quelque soit ¥; € H'(]0, L;[), nous multiplions (3.36.a) par [;v;1;, puis
intégrons par parties et sommons enfin suivant les i.
La multiplication de (3.36a) par [;y;; donne :

oh; 94 :
Lty + e =0, @ € [0,L] 5 i=1,2,3 (3.77)
L’intégration de (3.77) conduit & :

934, .
/zzwl L +/wz Gige =0, z€0,L] ; i=1,2,3 (3.78)
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puis en intégrant par parties le second terme de (3.78) on obtient :

I
! (i)
0[ [sz G5, ]dw

+ 70 (Li)Gi(t, Li) — v:0(0)Gi(,0)) =0 i =1,2,3 (3.79)
Ainsi en sommant suivant 4, (3.79) entraine :
3
Z/ [74 'Lw'l 'L <g;;yl)‘| d
+ MY (L1)di (¢, L1) — 7210(0)Ga2(t, 0) — v39(0)gs(t, 0)]
—11¢(0)d1(t, 0) + 720 (L2)Ga(t, L2) + 730 (Ls)ds(t, Ls) = 0

ou encore :

o

K3

+ (1)@t 21) — 20 (22)q(t, 22) — Y30 (w3)4 (2, 3)]
—71%(0)41(t,0) + 720 (L2)G2(t, La) + v30(Ls)ds(t, L) =0

Donec :
I (i)
;O/ [Z lwz 8t l ax ] d
3
+ Z et () Gi(t, v5) — 119(0)G1,0(t)
i=1

+ Y21 (L2)Ga,1,(t) + v3¥(L3)ds,1,(t) = 0.

Gréce a 'égalité (3.74) on obtient alors la formulation faible suivante de la loi
de conservation de la masse :

3 Li 2
(i) .
;J |: 171¢z 81& qi O dx + ; Tieiqi(t, :L‘Z)
— 71¥(0)d1,0(t) + V20 (L2)G2,1, (t) + 739 (L3)d3,15(t) = 0. (3.80)
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3.4.1.2 Pour la loi de conservation des moments :

Quelque soit ¢; élément de H'(]0, L;[), nous multiplions (3.36.b) par d;¢;,
puis intégrons par parties et additionnons enfin suivant les 7.
Le produit de (3.36.b) et ;¢; donne :

5¢Zaq’+5z¢z o +5¢szah —0, i=1,23. (3.81)

1
Ona: 3= 551'02', et v = 0;ps,.

25 ; .
Par conséquent dans (3.81) on remplace o; par 5/6 et p; par g— Cela entraine :
8611 h .
d; §b@ + 25z¢z + /Yfagbz = 07 1= 17 27 3. (382)

On intégre par la suite (3.82) de 0 & L;, cela donne :
L, L; L; ~
9qi 94 Oh; :
b ordr+ [ 2,0, dw+ [0S de =0, =123 (383
! o+ [0yt [ =0, (3.83)

On intégre ensuite par parties le second et le troisieme terme de (3.83). Cela
conduit a

/5@8%d-—/2 O 4+ 286(Lat, L) — 28:6(0)(1,0)

L;

/ Za Wbl da +%0(Li)hi(t, L) = 7:0(0)hi(t,0) = 0, i=1,2,3.
0

qui vaut :

L;

0g; (5%@251) (%9252)
[5 ¢z — 4q; 813 hz 85(,’

+28;0(L4)Gi(t, Li) — 28;9(0)4:(1, 0)
+ %’Cb(Li)iLi(t? L;) — %QS(O)}AM(@ 0)=0, i=1,2,3.

0
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La sommation pour ¢ allant de 1 & 3 implique alors :

L;
23:/ [ Z¢Zaqz — 26 5Z¢z) hza<71¢1) dr
0

i=1 Oz

+ 2610(L1) 41 (t, L) — 2819(0)Gu (2, 0)
+ 2620(L2)Ga(t, L2) — 252¢(0)¢2(t, 0)
+ 203¢(L3)qs(t, Ls) — 2836(0)qs(¢, 0)
+ (L)l (t, L) — 7116(0)ha (2, 0)
+726(La)ha(t, La) — 726(0)ha
+730(La)hs(t, Ls) — 736(0)hs(t, 0) =

Un réarrangement des termes de 1’équation donne :

£,0)

3

L;
8(]1 d(Bigs) 0(vidi) |,
;0/ [ 2¢1 — 4q; 837 - hz ax

+2(Bi6(L1)ai(t, L) — B26(0)da(t, 0) — B36(0)ds(t,0))
+710(Ly) i (t, Ly) — 126(0)Ra(t, 0) — v36(0)hs(t, 0)

— 2510(0)G1 (£, 0) + 2B26(L2)da(t, La) + 2B36(L3) s (t, Ls)
— 716(0)ha(t,0) + 726 (Lo)hao(t, L) + 736 (Ls)hs(t, Ls) = 0

donc :

s 1 8% Bngz) 7 8(’7@¢z)
20/[5@ 24,250 — dr

i=1 Ox

+ 226161 Qz<t SL’z + ZEz(b xl 7z (i,l})

=1

—2616(0)q1(t,0) + 2820(L2)Ga(t, L2) + 283¢(L3)gs(t, Ls)

$(0)g
— 716(0) 1 (¢, 0) + 2 (La)ha(t, Lo) + v36(La)hs(t, L) = 0.
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Ainsi, grace a 1'égalité (3.76) on a
L;

/|

=1

(9611 OBigi) 4 0(igi)
[ 7 (bz — 44 3x hz 8x 1

#2 (83 a0m) = Y- ot n) ) + Yot

=1 =1
—2816(0)q1(t,0) + 2820(L2) G2 (t, L) + 285¢(L3)ds(t, L)
— 116(0)h1(t,0) + 120 (La)ha(t, La) + y3(Ls)hs(t, Ls) = 0.

On obtient alors la formulation faible suivante pour la loi de conservation des
moments :

L;

X/l

=1

3
+ Z e;(x;) (25'1 - 'YiiLi(ta xz))
i=1

—2816(0)q1,0(t) + 2B20(L2)G2,1,(t))
+ 203¢(L3)ds,1,(t) — ~16(0)ha(t,0)
+ Y2¢(La)ha(t, La) + 130(L3)hs(t, Ls) = 0. (3.84)

Les estimations (3.80) et (3.84) seront utilisées dans la suite.

3.5 Estimation d’énergie a priori

Des controles rétroactifs ont été dérivés dans ([19, 20]) pour stabiliser le
probleme du réseau d’écoulement de gaz autour d’un état stationnaire donné.
L’approche utilisée dans [19] n’est pas la méme que notre approche. La différence
réside dans la facon dont la fonction Lyapounov est définie et comment le taux
de changement de la fonction Lyapounov est traité pour dériver les controles.
Nous considérons un réseau similaire mais les conditions de jonction sont
différentes.

Une relation entre h; et g; est utilisée pour exprimer la variation temporelle
de I'énergie de (2.19) au coté droit comme un polynéme de second ordre en
termes de §¢;. Ce polynome du second ordre est traité de maniere a obtenir une
décroissance exponentielle de ’énergie. Nous définissons I’énergie du flux dans

Controéle rétroactif 8]_



le réseau par :

L;
E(t)=§3:<H Liyshi(t H +[|Vo:a)| ) 23:/<m?z?+5,-q§>dx
i=1 i=1
0 (3.85)

ou ; et 0; sont définis dans (3.34).

3.5.1 Variation temporelle de ’énergie

La variation temporelle de 1’énergie est obtenue en dérivant (3.85) par
rapport au temps.
La dérivation de (3.85) par rapport au temps donne :

dE

&\&

Lz
> (Z%h2+5 )d:c. (3.86)
0

=1

En appliquant la régle de Leibnitz & (3.86) on obtient alors :

L; 90 3 Li
- 04
77:2/1 x—l—Z/ Sda. (3.87)
Considérons (v;, ¢;) = (izz, ;) dans (3.80-3.84). Alors :
-De la formulation faible (3.80) pour la loi de conservation de la masse on
aboutit a :

3. oh; Aa(m) 2 X
Z/[z% T 1dI+ZTi€iQi(taxi)

=1

— 1l (t, 0)d10(t) + Yoot Ly)Go,1,(t) + vshsl(t, L3)ds,1,(t) = 0.

Donc
3 Li
Z/sz}/z Z/ 272 dx _ZT 61% t xz)
= Tk
+ 71il1(t, 0)G1,0(t) — 72B2(t, Ly)Go 1, (t) — 73B3(t, L3)ds 1,(t). (3.88)
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De la formulation faible (3.84) pour la loi de conservation des moments on
obtient :

Z Z [5 628 _ 9g, 9(Bidi) _ fzia(%@)]dw)

= ox

+ 23: (i) (281 = 7ih(t, )

i=1

— 26141 (t,0)G1,0(t) + 2B2G2(t; La) G, 1, ()
+20343(t, L3)ds 15 (t) — 11 (t, O)}All(ty 0)

+ Y20a(t, L2)ﬁ2(t, L) + v3ds(t, L3)i13(75, L3) = 0.

Donec :

—ZQ% x; (281 h'(t,xi)>

+ 251@%0( ) — 20245 () — 2030 1s(t)
+ 71@1(0)}}1 (t,0) — V2G2,L, (t>h2<t7 L)
— Y33, (1) hs(t, Ls) (3.89)

et puis par combinaison de (3.88) et (3.89) on a :

L; ~ L;
. oh, 04
i o+ Y [ 60,5
Z;Oi o 12 ) g,
A L L
! A~ a(hﬂ/z) 3 1A (’7qu1> 3 ! a(ﬁzéz)
_ Z d 3 d / 2 d

+ 251(]%70(75) - QBZQS,LZ( ) — 20543 L5 (1)

+ 27161 (0) (£, 0) — 230da,1., (D) ha(t, La) — 273ds,1, (1) ha(t, Ls)

3 3
- 281 Z Eiin(t, J]Z) + Z 61’}/2(?1@, [Ez)h t J/’Z Z T; GZQZ t ZL’Z> (390)

=1 i=1 i=1

Nous avons le lemme suivant :

Contréle rétroactif 83



Lemme 3. Si (3.56¢) et (3.36d) sont satisfaits, alors :

3 3
=281 Y &t ) + Y evida(t, ) ha(t, ;) Z YieGi(t,v) = 0. (3.91)

=1 =1 i=1

Preuve : Supposons que (3.36 ¢) est satisfait c’est-a-dire
3
Y€t z) =0
i=1
en multipliant cette somme par 28, on obtient I’égalité :

3
281> €di(t, x;) = 0.

i=1

D’un autre coté, posons 1; = h; dans (3.74) nous obtenons :

2
ZTiEiCji(taxz 26172 t s Ly QZ(t xz)

i=1
a
D’apres le lemme 3, (3.90) donne :
Z/( hivi) hia(%@i)) oty Lia(ﬁz@?)dz
iy Ox =, Ox
+ 26143 o(t) — 25205 1, (t) — 20303 1, (t)
+271G1(0)ha (t,0) — 2728 1, (1) ha(t, Lo)
— 2933, (£)hs(t, Ls), (3.92)
donc :
Z/ (:h z(hd +Z/ (5:d:)
=g
+ 261G o(t) — 262051, (t) — 208545 1, (1)
+291G1(0)ha (£, 0) = 278, 1, (1) (1, Lo)
— 2933, (D) hs(t, Ls). (3.93)
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Cela entraine

k) + 3 [

=1

sa M=

1d >
=1
+ 251@%0( ) — 26285 1, (t) — 2343 (1)
+291G1(0) 1 (£,0) — 292821, (t) (1, Lo)

— 2733,2, (t)hs(t, Ls). (3.94)

L; ,
Apres une rééeriture des sommes 37 [fqul Z}o et 2 [61-@2]0% de (3.94) on
obtient alors

1d
2dt

E(t) =+ (t, L)h(t, L) + 72G2(t, La)ha(t, Ly) + v3ds(t, Ls)hs(t, Ls)

-G (t, O);ll(t: 0) — 724a(t, O)Bz(ta 0) — v3ds(t, O>il3(t> 0)

+ B1Gi(t, Ly) + Padi(t, La) + Bads(t, Ls)

— B1G1(t,0) — Bads(t,0) — Bad3(t,0)

+ 2514} olt) — 2BZQS,L2 (t) — 2@3@§,L3 (t)

+ 27161 (0) (£, 0) — 2321, (1) ha(t, La)

— 273G53,L, (t>ﬁ3(t> L), (3.95)
puis avec un réarrangement de certains termes cela donne

1d R A A
§£E(t) = — B3 1, (t) — 12ha(t, La)Go,1, (1) — B3d.1, (t)

— ha(t, Ls)ds.r, () + 51d? o(t) + hi(t,0)d10(t)
+ (71@1(15»L1)i11(t,[/1) — YaGa(t, 0)ha (¢, 0) — 35 (t, 0)Ps(t, O))

+ (P13 (¢, Ly) = Bad3 (t,0) — Bsd3 (£, 0)), (3.96)
ou tout simplement 1’expression :

d N
;th( )=— 62@37@ (t) — y2ha(t, La)Go,1,(t) — 63(]3 L3< )

— Y3h(t, L3)ds,, (1) + Brdio(t) + (¢, 0)do(t)

+ Zez qi(t Iz)% (t, ;) + Zfzﬁz% (t, ). (3.97)

=1
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D’apres (3.76) on a

3 3 3
i=1 i=1 i=1
Donc (3.97) se réduit a
1d R A .
§%E(t) = — 325 1,,(t) — 2ha(t, L2)do,1,(t)

— B3 1, () — v3ha(t, Ls)ds 1, (1)

+ Bl‘ﬁ,o(t) +y1ha(t, 0)d1,0(t)

3

i=1
Or d’apres ce qui précede
3
S &Gt z;) = 0.
i=1
On aboutit finalement a 1’égalité
1d

§%E( ) == B 1, () = Vaha(t, La)dn,1,(t) — Bsdi 1, (1)

— Ysha(t, Ls)ds 1, (t) + Bidio(t) + Ml (t,0)d1o(t).  (3.100)

Remarque 11. La variation de [’énergie ne dépend donc que des données auz
extrémités libres du réseau.

De (3.43), on déduit que :

N 1 1
hl(t,O) q1 O(t) + *wn(t,O), (3101)
l1A12 I
- 1 1
hg(t,Lg) = qQ,LQ( ) + ’LUQQ(t Lg) (3102)
laAa1 ly
“ 1 . 1
h3(t, Lg) = 7~V 43,Ls (t) + *wgg(t, Lg) (3103)
[3A31 l3
Par conséquent, nous déduisons de (3.100) et du lemme 2 que :
10 . R
35750 = audolt) + 0 (Oa(t) + axdd (1)
= Lo (t) + s, (1) = PO (3104

0 . . : :
ot a; = — (M2 + |Ai1]) > 0 ne dépend que de I'état stationnaire et les 7; sont
définis dans (3.34).
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3.6 Conception de controdles rétroactifs pour
le réseau en étoile et processus de stabili-
sation

En analysant (3.104) et s’appuyant sur le lemme 1 nous donnons la définition
qui suit.

Définition 18. Considérons trois fonctions arbitraires 01, 0 et 05 : Rt —
10,1] .
Nous définissons 10, Ga,1, €t 43 L, comme suit :

Gro( 2l1a1 ( 1 —0,(t) - ) bi(t
Ga,1,(t) 2l2a2 (\/1 Oo(t) — 1)
a1, (1) (/1= 6s(t) - ) (3.105)

2[3&3
\ 0i , ,

ol a; = 5(/\1-2 — A1) > 0, v; sont donnés par (3.3]) et b; (i = 1, 2, 3) sont

mentionnés dans le lemme 2.

Avec ces controles dans (3.104) et en appliquant le lemme 1 nous obtenons
finalement :

1d (7151( )) 0,(t) — (7252( )) 0,(t) — (7353( ))

S (t):_74l1a1 ) ) f5(t). (3.106)

Dans la suite, les notations suivantes sont utilisées :

TD:maX( Li Ly L3>+maX<L1’L2 Ls)

[An1|” Aoz Az A2 [Aaa]” [
tr=KIy ; keN,
Qi = [tr, tra] x [0, Ly,
0 0
div=(= , —
v (at ? ax)7
H(div,Q;) ={V € L*(Q:)* ; diwV € L*(Q:)}.
Théoreme 9. Soit t, = kT ou Ty est donné par (3.107). Supposons que (5.41)
soit vrai, la condition initiale (hY,q°) est continue dans [0, L;], 60; (i =1,2,3)
sont continus dans 10,1] et (§1.0,G2.1,,G3.,) Satisfait (3.105). Alors (3.36) a
une solution unique (hi, G)i—123 continue dans [ty, tyy1] % [0, L;] de telle sorte
que 'énergie est décroissante dans [ty,ty41] et satisfait :

(3.107)

E(tr1) < (1 — 0" E(ty). (3.108)
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Ici, ©F = min (A}, A§, AF) €]0,1]

. )\11| . < x 7€
A¥ = min |7 inf 0t +—|,—
! (/\12 + | A11| 2€[0,L4] U | A11] Iy

. )\21| . Ly —x\ o€
AF = min ‘7 inf 6 (t + ),
2 <)\22 + [Aa1| z€[0,L2] 2K 22 ly

. A \ . Ly —x\ 3€
AF = min & inf 6 (t + ),
’ <>\32 + | Ag1| z€[0,L5] S A32 I3

et € > 0 est donné par équivalence de normes.

Preuve du théoréeme 9 : D’une part ’existence et 'unicité de la solution
découlent de (3.43) et des constructions (3.69 - 3.71).
En effet avec (3.43) on forme le systeme suivant d’équations a deux inconnues

(ilz‘; sz‘) :

“ .
lLih; — g4 = Wit

A

7 1
Lihi — g & = Wiz.
Ce systeme donne la forme matricielle suivante :
B;U; = w;

avec

A . l; - 1
Ui = ( l}Z ) s W; = ( Wa ) et Bz = A2 .
d; Wi2 l; — /\l

Par calcul on a :

1; 1;
detB; =1 — + 0.
¢ ( e Pl ) 7

La matrice B; est ainsi inversible d’ou ’existence et 1'unicité de la solution.
En intégrant (3.106) de 0 a ¢; on a :

y 1b1t ’ n ngt ?
st = 0~ L0 g g [ 02O0) 0

— /1 Ws(t))g?)(t)dt_

2[%@3
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Ensuite, en utilisant (b;) défini dans le lemme 2 et en changeant les variables
d’intégration, on a :

E(t;) < E(0 / dzx
( 1) = ( 2l1a1|/\11| wll 0 LL’ <|>\11|>

dx (3.109)

72 Tl 12 L
21 / d11w12(5,L1) +§1<S,0) 9 S+ ds
2l1a1 o L ] |/\11|
’)/2 T2 92 L
2[22a / dQlwlg(S, Ll) + 52(8, 0) (9 (S + )\) ds
202 4 | ] 22
2 T3 r 12 L
— 2%:;3 / d31w12(8, Ll) + 53(87 0) 9 (S -+ )\32> dS
Ol\l fi(s, O) = dl:gwgl(s, 0)—|—di3’LU31(S, 0), T = tl—&ﬁ, Ty = tl )\22 et T3 = tl—E
Définissons I/ (i=1,...,3; j=0,1) comme suit :
2
M1 . T
I=_—_—_"2__ inf 6
! 203a1) 11| 2€[0,L1] ! <|/\11|>
2
0 2 . Ly — x)
= f 0
2 2[%&2)\22 J:El[Iﬂl,Lz] 2 < )\22
73 Ly —w
- inf 0 ( )
3 2[3(13/\32 1"6[0 L] ’ )\32
2 L
Il = g inf 01 <s + )
2[101 [Ot ‘LT:| |>\11|
2 L
lez 72/2 inf 92 <S+2)
2050, {O,tr% A2
2 L
r=_x inf 6 (s + 3) ,
Z T Ao
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I'inégalité (3.109) s’écrit alors :

Ly
E(t)) < E(0) — I° / w? (0, 2)da
0
Lo Ls
- F;/w§2(0,x)d.:l: - Fg?/wgz(O,az)dx
0
T1 2
— Fl/ <d11w12<8 Ly) +§1(s,0)> ds

2
F /<d21w12 S, L1 +£2(S 0)) ds
0

2
F ( 3121)12 S, L1 —|—€3(8 0)) ds. (3110)
De min (7, 7o, T3) > 79 = max /\L—é, |/\L221| ) I'inégalité (3.110) implique :

70 Ly
B(t) < BO) - [||ADX|*ds = 7 [ w},(0,2)da
0 0

Lo
- Fo/w22 (0 x)dx—FO/w32 (0, x)dx (3.111)

ici D est donné en (3.64) et

F% 0 0 W12(8, Ll)
A= 0 F% 0 s X = W21 (S, 0)
0 0 F:I)) W31 (SJ O)

La matrice AD étant inversible, il existe € > 0 tel que : —||[ADX|]* < —¢|| X||*.
Ensuite, en considérant les identités (3.66 - 3.68) et 'estimation (3.111), on
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obtient :

L1 Lo
E(t) < E(0) — Flo/w%l(o,x)dx - Fg/w§2(0,$)dx
0 0

Ly

L3 A2
- Fé)/w§2(0, x)dr — € / w2y (0, Ly — A\j98)ds
0 0

Lo _Ls
[A21] [A31]

. / w2 (0, | Aar|s)ds — ¢ / w2, (0, [ Ag1|5)ds
0 0

soit 'estimation

E(t) < E(0) — H?/ [w?,(0,2) + w?y(0,2)| do

Lo
— HS/ [wSQ(O, ) + w3, (0, :c)} dxr
0

— I /3 {w§2(0, z) + w3, (0, SL’)} dx (3.112)
0
ott 19 = min (F{J, AT2) , 119 = min (Fg, |>\Zl|> et 19 = min (Fg, |A§1\)~
Rappelons que (2.60), donne l'estimation suivante :
wh0.0) +uh0.0) = - (i) +5@0@)7) . @
Notons AY = llvizlo, puis en combinant (3.112) et (3.113), on obtient :

E(ty) < E(0) — (AYE1(0) + AYE,(0) + AJE3(0))
< (1-0°E(0), (3.114)
ou :
©° = min (Af, A, A).
D’autre part, nous avons

. Aai . Ly—x\ e
AY = min |7 inf 6 ( ) , <1
2 <>\22 + | A21] @€f0,L2] 2 A22 laAao

Par conséquent 0% < 1 .

Pour généraliser par rapport au temps, nous considérons t; comme le temps
initial et discutons comme pour la preuve du Théoreme 6. Ensuite, la preuve
du Théoreme 9 est complete. a
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3.7 Reésultat principal

Le résultat principal de notre étude est le théoreme suivant :

Théoréme 10. Supposons que (3.41) soit vrai, les conditions initiales appar-
tiennent a L*([0, L)) et (G1.0(t), Go.1,(t), G3.05(t)) satisfait (3.105).
Alors (3.36) admet une solution (h;,§;) satisfaisant la régularité suivante :

( ; ) ( i ) € H(di, Q). (3.115)

di oii + pili
De plus, ’énergie est décroissante dans [tg,try1] et satisfait :
E(ty41) < (1 - OME(t). (3.116)

Ici, ty, et H(div,Q;) sont donnés par (5.107), E est donnée par (3.85),
O = min (A}, A%, AY) €]0,1]

. A1 . x V1€
AF = min # inf Oy (tp +—1],— |,
! <)\12 + | A11| z€[0,L4] A | A11] Iy

. A ’ . Ly —x\ 7€
AF = min L inf 0(t+ ), ,
2 <>\22 + [Aa1| z€[0,Lo] 2\ A22 ly

. As1] : Ly —xz\ 3¢
AF = min |7 inf 6 (t + ),
° <)\32 + | As1| @€f0,Ls] AN A32 l3

et € > 0 est donné par équivalence de normes.

Remarque 12. 1. Grdce au lemme 2, les controles (3.105) sont construits
sur la solution a des moments antérieurs. Puisque ~y; et a; sont constants,
alors en raison de (3.116), les contréles tendent vers zéro lorsque le temps
¢volue.

2. En notant v* = —In [(1 — @k)l/tl}, on a :

E(tr1) < E(ty) exp(—v*ty).

1 )
Par conséquent, en définissant p* = z Zfzé 7, nous obtenons

E(ty) < E(0)exp (—p* ) . (3.117)
Ainsi, les fonctions 0 peuvent étre considérées comme des taux de stabilisation

pour la diminution exponentielle. Plus ils sont proches de 1, plus la diminution
exponentielle est rapide.
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Preuve du théoréme 10

Nous donnons la preuve du Théoréeme 10 en s’appuyant sur le Théoreme 9.
Nous utilisons la méme démarche que celle utilisée pour prouver le théoreme 6
du chapitre 2.

Puisque (h0,4°) € (L2([0, L;]))? et sachant que C°(]0,L;[) , ensemble des
fonctions continues par morceaux dans |0, L;[, est dense dans L?([0, L;]) il existe

alors des suites (A, )ns0 C C°([0, Li]) et (Gin)nzo € C°([0, L;]) telles que :
lAz?’n — 10 et 4, — 4 dans L*([0, L;]), quand n — +o0.
Avec le couple (fzgm, q},,) pour tout n > 0, nous considérons le systeme linéaire :

( ) 82\%,7@ la@',n
Y7ot T ox

a(ji,n a(jz,n Gﬁi,n
() X ciin(t,z;) =0 en M

(d) 511,n = Sj,na J=2,3; S@n = %fli,n(t,ﬂ?i) + BiGin(t, z;)

:O,

de conditions initiales :
avec les conditions aux limites :

qu,n(ta O) = qu,O,n<t)7 42,71(157 L2) = qA2,L2,n(t)a QS,n(ta L3) = Q?),Lg,n(t)- (3120)

Nous définissons 1 0.n, G2.15.n €t 3.15n comme dans (3.105) ol §1,0, Go.1, €t G5,
sont remplacés respectivement par ¢i o, G2,10.n €t §3.05.n-

~

Pour tout n > 0, (hjn,§in) satisfait alors la formulation faible (3.80), (3.84).
On obtient 'estimation d’énergie en remplacant (h;, §;) dans (3.108) du théoréme

A

9 par (hi,n7 Qz,n)
E™(tge1) < (1= OM)E" (1),

donc :
k
E™ty1) < JJ(1 = ©%)E™(0), (3.121)
=0
ot ©F sont définis dans (3.108) et t;, sont définis dans (3.107) avec :
~ 2 R 2 L; ~ R
En(t) = |[VIphin(®)|, , + |@n®)|,, = | (zpz-hzna) - qzn@))dx.
: ) 0

Nous pouvons écrire (3.118 — a) et (3.118 — b) sous la forme

o ( L 9 Gin
— v — A = 0. 3.122
ot ( i ) T o ( Oilin + pihin. (3.122)
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Par conséquent de (3.121) et (3.122) on a :
Lihi Qi .
e T H ; 12
( éi,n ) ’ < O-iq@n + pzhz,n > € (dzv’QZ)’ (3 3)
et sont bornées dans H (div, Q).

L*(0,T; L*(Q)?) est un espace de Banach réflexif pour tous T > 0, il existe
des sous-suites (iLm(n), dip(n)) de (?Lm, {in) convergeant faiblement vers (iL,, Gi)
dans L*(0,T; L*(2)?) (voir [11]).

De plus, par passage a la limite, (ﬁz, G;) satisfait le systéme linéaire (3.36), la
condition initiale (3.37) et les conditions aux limites (3.38).
Alinsi,

Lihg I;h; Gin q
zA 1,N N ZA 1 et R ’ A~ — N A~ 3124
( i ) ( di ) < 0iGin + pilin ) < 0iGi + pih; ) ( )

d’ou

(”L> ( “ >€H(dz’v,Qi). (3.125)

d; oq; + pih;

Puisque E(t) < lim inf E™(t), (3.116) est obtenu a partir de (3.121) et la preuve
du Théoreme 10 est terminée. Q
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques. Tout d’abord,
nous considérons le cas d’un canal unique et ensuite nous traitons le cas
du réseau. Dans les deux cas, une méthode de volume fini d’ordre élevé est
utilisée pour résoudre numériquement les modeles linéaires ou non linéaires. Les
équations hyperboliques sont discrétisées de maniere usuelle par la méthode
des volumes finis.

4.1 Méthodes des volumes finis : Cas mono
dimensionnel

Considérons une loi de conservation 1D :
0 Of (u)
el ZIANT e — 4.1
at/ud:zﬁ—/ o dr =20 (4.1)

Ou u est une grandeur physique fonction de la variable d’espace x et du temps
t et f(u) est une fonction de u.
Le domaine de calcul est divisé en N mailles ou cellules de centre x; avec :

Ti—1/2 + Tiv1/2
T, = 9 )

pouri=1,....,N. (4.2)

Chaque maille C; a une taille Az = ;415 — 7;_1/2. Les indices demi-entier
désignent les interfaces de la maille avec les mailles voisines (voir Figure 4.1).

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At. La fonction u est
supposée constante dans chaque maille et égale a une valeur approchée de la
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thl,"'Q f“;,l 0
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~ ~
no [\]
Arx Az Az

FIGURE 4.1 — Maillage 1D

moyenne. Notons u]' cette valeur moyenne dans la :“"¢ maille de centre z;, a
Iinstant ¢ = nAt. Ainsi :

Vo € [#-1)2, Tiy1/2] et t =nAt,  u(z,t) = uy. (4.3)

Souvent, cette valeur approchée de la moyenne est la valeur de la fonction u au
centre x; de la maille, on parle alors de Volumes Finis Cell-Centered (et dans
ce cas, ul' = u(x;,t)).

Le discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste a intégrer maille par
maille la loi de conservation :

9 of(u
a ~/maille udx + /maille (9(x )dZI7 = 0. (44>

Soit pour la "¢ maille de centre z;, au temps t = nAt :

aat/wiHm wd + /Ii“/2 8f(u) dr = 0. (45)

i—1/2 i—1/2 Oz

Ce qui s’integre comme suit :

/M/Q u(:c,tn+1)d:c—/ e u(z, t,)dz (4.6)
Ti—1/2 Ti—1/2
tn+1 tn+1
+ [ fuiagmndt = [ flu(zi, )t =0

Puisque [11] :

1 Tit1/2
ul & E /%t/: u(z, t,)dz (4.7)
n 1 tn+1
Fz‘—1/2 ~ At/tn f(u(%—l/z,t))dt. (4.8)
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on obtient de (4.6) I’égalité

Am(u?ﬂ - U?H) + At(Fﬁi-l/Q - Fz’n—1/2) =0 (4.9)
La quantité F", , désigne une approximation du flux f (u) a linterface x;_1 /o
et au temps nAt. C’est le flux numérique au point ;1 /2. Ce flux numérique
s’évalue en fonction des valeurs moyennes de u dans les mailles voisines, ce qui
détermine le schéma numérique.

Une méthode d’Euler explicite est utilisée pour évaluer la dérivée en temps
(d’autres schémas peuvent étre utilisés, par exemple le schéma de Runge-Kutta).
La formulation discrétisée en Volumes Finis de la loi de conservation est ainsi :

uftt —
AmiAt + Fiyip = =0 (4.10)
soit par réarrangement
G = - (Fliaje — Fl'ap) (4.11)
ou encore sous la forme
n+1 n ZXt n n n n
Uit =0 = Ar (‘F(Ui U = F(ULLL U )) ;o n=1,..,Tmar (4.12)

avec

Finfl/Q = ‘F(Uinfla Uzn) et FinH/Q = ‘F<Uzn7 in+1>; i = 17 ] N. (4'13>
Le schéma est explicite : on calcule les nouvelles valeurs U""! en fonction des
anciennes valeurs U;".
I1 faut trouver une approximation de F" J2-

4.1.1 Les conditions aux limites

Pour prendre en compte les conditions aux bords il faut ajouter des volumes
appelées volumes fantomes [23]. L’ajout de ces volumes fantémes permettra de
calculer les flux F /5 et Fiyii/s.

4.1.1.1 Les volumes fantomes

Prenons la convention suivante : le domaine de longueur L entre z = 0 et

x = L est découpée en N volumes de longueur Ax = L/N. Les cellules sont

de longueur Az, elles sont centrées en x;, les faces sont en x;_y/5 et x;41/2. Le
Ti—1/2 + T4 ‘ Ax
i—1/2 /2 A =3

La premiere cellule est en 7 = 1; sa face de gauche est en x = 0, c’est aussi

T1/2, elle est centrée en x; = Azx/2. Sa face de droite est en 132 = Ax. La

centre est en z; =
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derniere en ¢ = N. Elle est centrée en xy = L — Ax/2, sa face de droite est en
Tnt12 = L.

Nous allons rajouter des "cellules fantomes", ou "cellules fictives" pour écrire les
conditions aux limites.

Nous en rajoutons une de part et d’autre du domaine, a gauche en ¢+ = 0, avant

x
la cellule 1 et centrée en o =0 — 5 et a droite en ¢ = N + 1 apres la cellule

N et centrée en zyy; = L+ —.

FI1GURE 4.2 — Condition de Dirichlet nulle & gauche, en x = 0 et de Neumann
nulle a droite en x = L, ajout de deux cellules supplémentaires, les cellules
"fictives" ou "fantomes". A gauche on impose une valeur nulle en x = 0, donc
la cellule fantome a pour valeur Uy = —U;. A droite on impose un flux nul
0,U = 0 donc la cellule fantéme a pour valeur Uy, = Uy.

4.1.1.2 Conditions de Dirichlet/ Neumann

Supposons que l'on veuille imposer en z = 0 la valeur Upyon: (condition de
Dirichlet) et en # = L une dérivée fxn (condition de Neumann).
La position z = 0 est une face de gauche du premier volume, ou la valeur est

U;. On rajoute un volume fantéme . Ce volume est centrée en xqg = x; — Az =

Ax
——. La valeur y est Uy que nous cherchons a déterminer. On suppose une

extrapolation linéaire entre U; et Uy de maniere a ce que la face en x = 0 ait la
valeur Uy mont -

Uy + U
Uamont - % ou U(] = 2Uamont — Ul. (414)
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Par exemple si Ugnone = 0, alors il faut donner Uy = —U; comme valeur a la
cellule fantome.
Si on veut donner une dérivée, par exemple en x = L, 0,U = fy, alors

U -U
fN:% ou UN+1:UN+fNAx~ (415>

Par exemple si fy = 0 (cas d’une sortie libre), alors il faut donner Un 1 = Uy
comme valeur a la cellule fantome.
De méme si on impose en x = L la valeur U,,q (condition de Dirichlet), alors

Unt1+Un

Uav al — 9

ou UN—H = 2Uaval - UN. (416)

Par convention : z1/o = 19 = 0 et on41/2 = Ty = L.

4.2 Reésultats numériques pour un seul canal

4.2.1 Cas linéaire

4.2.1.1 Les données du canal
Pour les simulations, réalisées sous Python, nous illustrons la méthode de

conception de controle sur un canal de longueur L = 50m et de largeur [ = 1m.

4.2.1.2 L’état d’équilibre

Nous prenons comme état d’équilibre g(z) = 1,5m?.s™! et h(z) = 1m.

4.2.1.3 Systéme linéaire a discrétiser

Dans cette section nous allons appliquer la méthode des volumes finis au
systeme linéaire 2.16 :

oh 104
(a) §+7£—0,A
a4 o4 oh

du chapitre 2.
Nous pouvons présenter ce systeme sous la forme :

oU | 9f(U)

ot ox =0
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ou

el
U:(A>etf(U): I
q oq + ph

Ce qui nous permet d’écrire (4.11) :
At
Nous considérons de ce fait le flux de Rusanov qui est un flux dépendants des
valeurs propres du systeéme [22] :
571/2 = F(UL, UF) = 2 (f(Ui-1) + f(Ui) — ) (Ui - Uifl) (4.18)

ou tel qu’il sera codé
1

F(Uq, Up) = 3

(fUe) + f(Up)) — 5 (Up = Ug) (4.19)

¢
2
avec
c= sup (sup |AN(U)]). (4.20)
U=Ug,Up je{1,2}
Pour le flux de Rusanov (Lax Friedrich) la condition de stabilité de type CFL
est :
max(|\;|)dt ¢ dt <

FL =
¢ dx dx

1 (4.21)

Les parametres du systéme

On rappelle que (2.17)

q—2

c=2==MN+X et p:glh—m—z:l|)\1|)\2

==

avec les valeurs propres A\ et Ay données en (2.21)
A :%—\/gﬁ et Ao = %%—\/gﬂ

Condition initiale du systeme linéaire
La condition initiale (2.18) et (2.9) est :
h0,2) = h'(x) = h'(x) — h(z) et 4(0,2) = ¢°(z) = ¢"() — G(x).

avec comme données :

h(0,2) = 2m et ¢(0,7) = 1,5m>s™ . (4.22)
Par différence on obtient :
1m
U = ci=1,..,N (4.23)
Im3.s7!
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Condition aux bords du systeme linéaire ou contrdles

Les conditions aux limites (2.19) sont
4(t,0) = Go(t), et 4(t,L) = qr(t).
Les controles Go(t) et . (t) sont définis par (voir (2.56))
. pea(t) (
controleg,a = qr(t) = ~oul ( 1 —0(t) — 1) et
. pei(t) < >
l = qo(t) = 1-— -1 4.24
controlegmont = Go(t) 5al \V 61(t) (4.24)

ou :
( ) wl(O,xO) ; Ty = |)‘1|T27 T2 E]O?L/p‘lua
Ci1\T2) =
’LU1(T2—L/’)\1’,L)a T22L/’)\1’a
) ws(0,90) ; Yo = L — Ao, 71 €]0, L/As],
co(11) =
2 w2<7—1_L/)\2,0>, 1 ZL/)\Q
91,92 : RY —>]0, 1]
et

1
a = 5()\2 + ‘)\1‘)

4.2.1.4 Résultats numériques

Nous avons les résultats suivant pour le modele linéaire du canal :
e Pour la hauteur (Figure 4.3)

hchap(T), Time = 0.160000 hchap(T), Time = 39.060000 hchap(T), Time = 100.000000

FIGURE 4.3 — Evolution de la hauteur du modéle linéaire
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* On constate la baisse du niveau d’eau dans le canal. Cela est due a ’action
des controles en amont et en aval qui font sortir I’eau simultanément.
Avec 'action des controles, des ondes se déplacent dans les deux sens et
modifient a chaque instant les débits dans le canal entrainant ainsi la
baisse du niveau d’eau.

e Pour I'énergie (Figure 4.4)

—— ftetal=teta2=0.3

o] 20 40 00 80 100
t

FIGURE 4.4 — Evolution de 1’énergie du modéle linéaire

* L’énergie décroit et tend vers zéro quand le temps est suffisamment grand.

4.2.2 Cas non linéaire

Pour le cas non linéaire (2.3) est le systeme a discrétiser. Puisqu’il s’écrit

oh 10q
T >
5% T 190 0, z€l0,L] et t>0
dq oh 10 (¢
8t+glh&v+lax<h 0; z€l0,L] et t>0
Nnous posons :
4
h l
U= q etf(U): glh2+qj
2 lh

Nous obtenons également par la méthode des volumes finis :

At
n+1l __ n n n s
urtt =ulr — s ( e — Fi_1/2> pour i =1,.... N
avec :
Fi71/2 =F (UL, UF) = ) (f(Uima) + f(U3)) — ) (Ui - ifl)
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Avec les mémes données :
h(0,7) = 2m et q(0,z) = 1,5m* s (4.25)

nous avons aussi les résultats numériques suivant :
e Pour la hauteur (Figure 4.5)

h(T), Time = 0.520000 h(T), Time = 49.980000 40 h(T), Time = 98.040000

FIGURE 4.5 — Evolution de la hauteur du modeéle non linéaire

* On constate aussi la baisse du niveau d’eau dans le canal vers l'état

stationnaire.
e Pour 'énergie (Figure 4.6)

500 T T T T
—,=0,=0.3

00 R e b L - = 6,=0,=06

vm1e8,6,20.0

a0l \on b b e

E(t)

200

100 -+

0 L 3 - i .
50 100 150 200 250 300
i[s]

FIGURE 4.6 — Evolution de 'énergie pour différentes valeurs de 6

* En se référant a 'article [14] nous avons la figure suivante pour différentes
valeurs de # concernant le modele non linéaire. Cette figure représente
I’évolution de I'énergie pour différentes valeurs de 6. Plus les 6 sont élevés
plus la décroissance exponentielle de I'énergie est rapide.
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4.3 Reésultats numériques pour le réseau

4.3.1 Les données du réseau
Pour un exemple de simulation, nous considérons un réseau ou :

Ly =30m; Ly =40m; L3 = 50m et l; = [, = I3 = 1m. Le réseau est dans un
champ de pesanteur d’intensité g = 9.81 m2.s~!.

31,

4.3.2 Etat d’équilibre du réseau
 Pour I'état stationnaire, nous donnons 1o = 1,5m*s™", g2z, = Im
hs ., = 1m et dérivons (hy(z), q1()), (ha(x), g2(x)) et (hs(z), g3(z)) en résolvant
le systeme en régime permanent (3.18).

4.3.3 Systeme linéaire a discrétiser
Dans cette section nous allons appliquer la méthode des volumes finis au

systéme linéaire (3.36) du chapitre 3 :

oh; 104 .
——= = L] ;i=1,2
@ 2t 79: = ° fe[o’ il1=123
9§ 94 oh; .
(b) ot + Ul% + p; o = 0, 1= 1,2,3

(C) 2?21 51‘@‘(@%) =0 en M
(d) S1=25;, j=2,3; Si=whi(t,z:) + Bidi(t, )

ou :
3

C% — \ghs et \ip = l}é
(2 1Z
(voir 3.34).

avec \j; =
) lih;
o 3= 551'01' et v; = d;p; avec §; = T

® 0, = )\il + )\7;2 = )\7;2 - |>\zl| et Pi = l1|)\21|)\22 (VOiI’ 342)
+\/gh; (voir 3.44 et 3.45);

' lzlm forme :
(4.26)

l
Nous pouvons présenter (3.36.a-b) sous

LRGN
ot or
ou :
- i
hl’) wfwy=| 1L
0iq; + pihi

U=1{ .

4i

En se référant a l'article exploité [14] nous avons la figure suivante pour
différentes valeurs de 6 concernant le modele non linéaire du réseau. Cette

104
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1500 ‘ ‘ ‘
‘ ‘ : ——0,20,20,-0.3
- = 08,=0,=0,=0.6

----61:92:83:0.9

1000

BOO -t g N

G .
250 300 350

L ~ o :
[ S S

0 50 100 150

2(;0
t[s]

FIGURE 4.7 — Evolution de 'énergie pour différentes valeurs de 6

figure représente 1’évolution de I’énergie pour différentes valeurs de 6.

De méme plus les 6 sont élevés plus la décroissance exponentielle de ’énergie

est rapide.
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Conclusion

Pour le canal unique et le réseau, de grandes perturbations ont été considé-
rées afin d’étudier la robustesse et la flexibilité de la méthode de controle. Des
perturbations plus petites ont été également testées avec les mémes fonctions
théta. Dans tous les cas, la méme forme de décroissance de 1’énergie est presque
remarquée. L’amplitude du contrdle dépend de 'ampleur des perturbations et
du choix des 6. Plus de calculs, avec différentes perturbations, ont été effectués
et dans tous les cas les contrbles ont permis d’obtenir 1’état stationnaire. Un
choix différent de taille de pas spatial a également montré que la solution de la
méthode numérique converge.

Les expériences numériques montrent que ces contrdles conduisent a la stabilité
du modele linéaire méme lorsque de grandes perturbations sont considérées.
Nous avons appliqué aussi les controles au modele réel non linéaire. Les ré-
sultats numériques montrent le comportement du niveau et du débit d’eau
pour différents choix de contrdles. Ils montrent également la robustesse de la
méthode puisque les contréles marchent méme avec de grandes perturbations.
Elle marche meme pour des réseaux plus complexes

Cependant nous n’avons pas tenté une comparaison avec d’autres méthodes. 11
serait donc tres intéressant de faire cette comparaison.
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