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Résumé

Dans ce mémoire nous exposons une méthode algébrique de conception de
contrôles rétroactifs pour réguler le niveau et le débit de l’eau dans un réseau
de canaux ouverts. Le réseau est modélisé par trois canaux avec une jonction
où ces derniers se rencontrent.
Les équations de Saint Venant sont linéarisées autour d’un état stable prescrit.
Nous considérons que l’écoulement est dans un état sous critique et définissons
une énergie pour construire des contrôles frontières. Ces contrôles dépendent
des données à tout instant et assurent la convergence exponentielle en norme
L2 de la solution du modèle linéaire.
Le cas d’un canal est d’abord traité. Ensuite la méthode est appliquée à un
réseau en étoile constitué de trois canaux. Enfin les contrôles construits sont
utilisés pour des simulations numériques.
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Introduction

Les équations unidimensionnelles de Saint Venant sont des équations aux
dérivées partielles non linéaires établies par Barré de Saint Venant dans [34].
Composées de lois de conservation de masse et de quantité de mouvement,
elles sont utilisées pour décrire le comportement de l’écoulement de l’eau dans
les canaux ouverts et les rivières. Ces équations permettent aux ingénieurs
hydrauliciens de résoudre des problèmes liés aux dynamiques des canaux et des
rivières.
Depuis de nombreuses années, le domaine de la contrôlabilité, de l’observabilité
et de la stabilisation des canaux d’irrigation a été pris en compte dans la litté-
rature comme indiqué dans [1] par Malaterre et dans [24] par Leugering. Dans
[1], l’auteur donne une classification des algorithmes de contrôle des canaux
et une bibliographie complète dans ce domaine. Une synthèse est réalisée par
Bastin et al. [3] qui apportent des contributions à travers une bibliographie
intéressante, des problèmes ouverts et des défis mathématiques concernant les
canaux d’irrigation. Plusieurs auteurs ont contribué dans le contrôle des canaux
ouverts modélisés par les équations de Saint Venant avec des méthodes de
contrôle avancées au moyen de plusieurs théories. Parmi elles, nous avons la
méthode de contrôle quadratique linéaire développée et étudiée par Balogun
et al [2] et, Malaterre [31], Weyer [37], Chen et al.[7]. Nous avons l’approche
semi-groupe avec laquelle Xu et al. [38] ont proposé un contrôle rétroactif de
sortie proportionnel et intégral utilisant un modèle d’EDP linéaire autour d’un
état stable. Un contrôle H∞ pour un canal d’irrigation est aussi étudié par
Litrico et al.[30]. L’analyse de Lyapounov et les invariants de Riemann sont
également utilisés dans [19, 24, 21, 8, 33, 28, 5]. Une autre approche peut être
trouvée dans [35]. A l’aide de ces méthodes de contrôle, des réseaux complexes
de canaux sont étudiés depuis longtemps par des ingénieurs en hydraulique
([32, 29] et référence citée dans [3]).
La régulation des flux dans les réseaux est une base théorique intéressante en
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mathématiques pour déterminer des contrôles frontières optimaux pour de tels
réseaux. Les réseaux sont souvent modélisés par des canaux se joignant en des
jonctions (nœuds) où plusieurs conditions sont proposées. Nous considérons
un écoulement sous critique et utilisons des conditions de nœud comme celles
données dans [24, 32, 26, 16]. Ces conditions sont le flux total et la conti-
nuité de l’énergie à la jonction. D’autres conditions peuvent être trouvées dans
[21, 8, 28, 15]. D’importants résultats sur les écoulements dans les réseaux ont
été obtenus par plusieurs chercheurs. Par exemple, Halleux et al. [8] ont utilisé
l’approche de Riemann pour construire un contrôle permettant de stabiliser un
réseau en cascade constitué de plusieurs canaux inter-connectés. Les actions
de contrôle sont assurées par des vannes réglables à la fin de chaque canal.
Les réglages de ces derniers déterminent la vitesse du fluide aux extrémités
du canal. Les chercheurs Bastin et al.[5] ont utilisé l’approche de stabilité de
Lyapounov sur un réseau en cascade avec une pente de fond alors que Leugering
et al. [24] ont étudié la stabilisation et la contrôlabilité nulle des perturbations
autour d’un état stationnaire pour un réseau en forme d’étoile. Un tel réseau
peut également être trouvé dans [19] et [26], où Li a étudié la contrôlabilité
exacte aux frontières physiques des écoulements non stationnaires. Les réseaux
à configuration arborescente sont aussi considérés dans [8, 16, 15].
Nous allons étudier une classe de contrôles rétroactifs aux frontières des réseaux
en forme d’étoile. Les flux aux frontières sont les quantités contrôlables. Notre
objectif est de construire des contrôles rétroactifs qui permettent d’approcher
le débit et la hauteur d’eau à un état stable prescrit quand le temps est suffi-
samment grand. Nous appliquons l’approche à un réseau de trois canaux, mais
elle peut être généralisée à des réseaux étoilés plus complexes.
Nos contrôles dépendent de l’état du canal à des moments antérieurs. En
d’autres termes, les données antérieures du canal sont utilisées lors de la
construction. Du point de vue pratique, l’existence d’un délai est nécessaire,
car il y a toujours un délai entre la mesure en ligne des données et leur utili-
sation pour déterminer les contrôles. Des contrôles rétroactifs ont été dérivés
dans [19, 20, 18] pour stabiliser le problème du réseau d’écoulement de gaz
autour d’un état stationnaire prescrit. Mais il faut noter que l’approche utilisée
dans [19] n’est pas la même que notre approche. La différence réside dans la
définition de la fonction de Lyapounov et dans le traitement de la variation
de cette fonction pour dériver les contrôles rétroactifs. Nous considérons un
réseau similaire mais les conditions de jonction sont différentes. Notre approche
consiste à exprimer la variation de l’énergie du problème linéarisé, comme un
polynôme du second ordre en termes d’écoulement aux frontières (extrémités
libres des canaux). Ce polynôme du second ordre est négatif pour un ensemble
de contrôles et le taux de stabilisation est borné. Cette bornitude est en accord
avec le fait que la vitesse à laquelle les solutions des systèmes hyperboliques
sont affectées par les conditions aux limites est bornée. Pour construire les
contrôles, le niveau d’eau aux frontières est utilisé. Le fait que le débit soit
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stabilisé pour des contrôles dans un intervalle donne de la robustesse et de la
souplesse. Ceci est essentiel pour deux raisons. Pour commencer, les contrôles
seront appliqués au problème réel, qui est non linéaire. Deuxièmement, les
niveaux d’eau aux frontières physiques influencent les contrôles. Ceux-ci seront
connus par des mesures qui ne seront correctes que approximativement.
Ce document est constitué de quatre chapitres.
I Dans le chapitre 1 constitué de sept sections, nous présentons d’abord les
équations de Saint-Venant et quelques notions comme les espaces de Sobolev
qui nous seront utiles dans ce mémoire.
I Dans le chapitre 2 constitué de six sections, nous allons construire les contrôles
pour un canal et démontrer la décroissance de l’énergie à définir.
I Dans le chapitre 3, composé de sept sections, le cas d’un réseau de trois
canaux avec une jonction sera ensuite traité.
I Dans le chapitre 4, composé de trois sections, nous présentons la méthode
des volumes finis pour le cas mono-dimensionnelle que nous appliquons ensuite
au canal et au réseau. Quelques simulations numériques avec python seront
faites au moins pour le cas du canal.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Équations de Saint-Venant
Les écoulements quasi-unidimensionnels, par exemple ceux des cours d’eau,

sont décrits par les équations de Barré de Saint-Venant obtenues par Adhé-
mar Barré de Saint-Venant en 1871 et précisées en 1888. Par extension cette
appellation a été étendue aux écoulements en eau peu profonde (en anglais
shallow water) qui correspondent à des problèmes quasi-bidimensionnels. On
les rencontre en géophysique par exemple pour décrire les courants de marée.
À ces phénomènes sont associées des ondes (onde de Rossby, onde de Kelvin,
onde de Poincaré, mascaret, tsunami) dont l’étude de certaines d’entre elles est
antérieure à 1850. Ces écoulements sont représentatifs de milieux non dispersifs.
Dans le cas contraire le milieu est décrit par les équations de Boussinesq. Les
équations de Saint-Venant peuvent être obtenues à partir des équations de
Navier-Stokes.

1.1.1 Dérivation des équations
Le système formé des équations de Saint-Venant est obtenu à partir de

l’équation de continuité ou conservation de la masse et celle de conservation
de la quantité de mouvement, en utilisant un certain nombre d’hypothèses
simplificatrices.
Les principales hypothèses simplificatrices sont [6] :
� Liquide incompressible.
� Écoulement unidimensionnel.
� La pente du canal est faible
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� Le canal est à section transversale rectangulaire.
� Distribution hydrostatique des pressions, ceci est valable si l’accélération
verticale est faible, c’est-à-dire, si la variation de la surface de l’eau avec
la distance est graduelle.
� Répartition uniforme des vitesses transversales.
� Les pertes de charge par frottement d’un écoulement non permanent

peuvent être calculées en utilisant les formules d’un écoulement permanent
uniforme.
� Les contraintes tangentielles au fond du canal sont prépondérantes sur
les autres contraintes.

1.1.1.1 Équation de continuité

C’est l’équation qui traduit le principe de la conservation de la masse. Ce
dernier permet d’établir une relation entre certaines caractéristiques du fluide
et ses mouvements indépendamment des causes qui les provoquent. Ainsi, la
masse fluide reste constante tout au cours de l’écoulement, autrement dit il n’y
a ni apport extérieur, ni prélèvement de masse [6]. On suit le mouvement d’une
masse liquide dans un canal à surface libre, et on calcule ses variations, entre
deux sections (1) et (2) (Figure 1.1). A la section 1 :

Figure 1.1 – Schéma pour l’équation de continuité

V1 = Qdt. (1.1)

A la section 2 :

V2 = (Q+ ∂Q

∂x
dx)dt. (1.2)

La variation de volume entre ces deux sections pendant le temps dt, n’est autre
que la différence entre le volume entrant et celui sortant

4V = −∂Q
∂x

dxdt. (1.3)
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Cette variation de volume est le résultat d’une modification de la surface libre
entre les deux sections pendant le temps dt. Ce qui correspond à :

4V = (Bdx)∂h
∂t
dt (1.4)

où B est la largeur de la surface libre et h(x, t) la profondeur d’eau. On obtient
de (1.3) et (1.4) que :

∂Q

∂x
+ ∂A

∂t
= 0 (1.5)

où dA = Bdh. On peut écrire la relation suivante pour une section donnée :

Q = vA

où v est la vitesse moyenne dans la section A. L’équation (1.5) devient alors :

∂(vA)
∂x

+B
∂h

∂t
= A

∂v

∂x
+ v

∂A

∂x
+B

∂h

∂t
= 0 (1.6)

avec la profondeur hydraulique, h = A

B
, on peut aussi écrire

h
∂v

∂x
+ v

∂h

∂x
+ ∂h

∂t
= 0. (1.7)

Les équations ci-dessus représentent différentes formes de l’équation de conti-
nuité, valable pour les canaux prismatiques (section, pente de fond et rugosité
du canal sont constantes).
Pour le cas d’un canal rectangulaire, on écrit l’équation (1.5) ainsi :

∂q

∂x
+ ∂h

∂t
= h

∂v

∂x
+ v

∂h

∂x
+ ∂h

∂t
= 0 (1.8)

Où q = Q
B

est le débit unitaire.

1.1.1.2 Équation de conservation de la quantité de mouvement

Les équations dynamiques s’obtiennent en appliquant le principe de conser-
vation de la quantité de mouvement qui établit une relation entre les caracté-
ristiques du fluide, celle de ses mouvements et les causes qui les produisent,
c’est-à-dire les forces [6].
Nous allons étudier l’écoulement d’un fluide dans un canal à surface libre d’une
faible pente et on suit ces mouvements suivant un axe X. Ainsi, les forces
agissant sont (Figure 1.2) :

F Force de volume ou d’inertie

Pgx = ρgdxA sinα (1.9)

Contrôle rétroactif 12



Figure 1.2 – Forces agissant sur un élément fluide

F Force de pression

En x : Fp1 = PpA (1.10)

En x + dx : Fp2 + Fp3 = −
(
Pp + ∂Pp

∂x
dx

)
A (1.11)

Avec Pp = ρgh : pression hydrostatique, la force de pression totale sera :

Fp = −∂Pp
∂x

dxA (1.12)

F Force frottement

Ff = −τPmdx, (1.13)

avec Pm le périmètre mouillé et τ la force de frottement par unité de
surface.

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, on obtient :

∑
Fext = m

dv

dt
= ρAdx

dv

dt
; (1.14)

∑
Fext = ρgdxA sinα− ∂Pp

∂x
dxA− τPmdx. (1.15)

Des relations (1.14) et (1.15), on tire :

dv

dt
= g sinα− g∂h

∂x
− τPm

ρA
. (1.16)

La définition de la dérivée particulaire nous permet d’écrire :

dv

dt
= ∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
. (1.17)
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Des équations (1.16) et (1.17) on aura finalement :

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ g

∂h

∂x
+ τPm

ρA
− g sinα = 0. (1.18)

Avec :
∗ α supposé petit, tanα = sinα appelé pente de fond du canal et notée Sb
∗ l’expression τPm

ρA
divisée par g, soit τPm

gρA
donne le frottement du fond ou

pente énergétique notée Sf .
L’équation (1.18) s’écrit alors :

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ g

∂h

∂x
− g(Sb − Sf ) = 0. (1.19)

C’est l’équation de la quantité de mouvement ou équation dynamique pour un
écoulement non permanent et non uniforme dans un canal à ciel ouvert.
Les équations (1.6) et (1.19) représentent la paire d’équations, connues sous le
nom du chercheur français Barré de Saint-Venant :

A
∂v

∂x
+ v

∂A

∂x
+B

∂h

∂t
= 0

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ g

∂h

∂x
− g(Sb − Sf ) = 0.

(1.20)

1.1.1.3 Nombre de Froude

Le nombre de Froude, de l’hydrodynamicien anglais William Froude, est un
nombre sans dimension qui caractérise dans un fluide l’importance relative de
l’énergie cinétique de ses particules par rapport à son énergie potentielle gravita-
tionnelle. Il s’exprime donc par un rapport entre la vitesse d’une particule et la
force de pesanteur qui s’exerce sur celle-ci. Ce nombre apparaît essentiellement
dans les phénomènes à surface libre, en particulier dans les études de cours
d’eau, de barrages, de ports et de navires (architecture navale). Il est également
important en météorologie pour le calcul de l’écoulement de l’air en montagne.
En dynamique des fluides il fait partie des trois nombres sans dimension les
plus utilisés : il caractérise l’importance de la pesanteur alors que le nombre de
Reynolds prend en compte la viscosité et le nombre de Mach la compressibilité.
Le nombre de Froude peut être indicatif de la vitesse du fluide normée par une
distance caractéristique. Ainsi pour les écoulements rapides on a un nombre de
Froude > 1, tandis que pour les rivières plus calmes on a Froude < 1.

Définition 1. Le nombre de Froude étant le rapport entre l’énergie cinétique
(mv2/2) et l’énergie potentielle gravitationnelle (mgLc), il se définit donc :

Fr = v√
gLc

(1.21)

avec :
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• v : vitesse (m.s−1) ;
• g : accélération de la pesanteur (9, 81m.s−2) ;
• Lc : longueur caractéristique.

Dans le cadre d’un écoulement à surface libre comme c’est le cas dans un
cours d’eau, le nombre de Froude correspond au rapport entre la vitesse de
l’écoulement v et la vitesse des ondes de surface C, soit

Fr = v

C
(1.22)

La célérité de ces ondes s’exprime par :

C =
√
gLc (1.23)

où Lc, longueur caractéristique, vaut le rapport entre la section d’écoulement
A et la largeur de la surface libre B soit :

Lc = A

B
. (1.24)

On a donc :

Fr = v√
g
A

B

(1.25)

Dans le cas particulier d’un canal rectangulaire, la longueur caractéristique Lc
vaut la profondeur h du cours d’eau. L’expression du nombre de Froude pour
une section rectangulaire est donc

Fr = v

C
= v√

gh
(1.26)

avec h étant la hauteur d’eau.
La connaissance du nombre de Froude permet de déterminer le type de

régime d’un cours d’eau. En effet :
• si Fr > 1, l’écoulement est dit torrentiel (ou super critique), les ondes

se déplacent moins vite que le fluide et se propagent toujours vers l’aval.
Pour résoudre les équations, une condition à la limite amont est suffisante.
• si Fr < 1, l’écoulement est dit fluvial (ou sous critique), les ondes se

déplacent plus vite que le fluide. Elles peuvent se propager vers l’amont ou
vers l’aval. Il faut donc, pour résoudre les équations, poser des conditions
aux limites amont et aval.
• Si Fr = 1, l’écoulement est dit critique. Cet état est instable et n’apparaît
normalement que de manière transitoire.
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1.1.1.4 Propriétés des équations de Saint-Venant

• Les équations de Saint-Venant, bien qu’ayant été établies à l’aide de
simplifications sont souvent extrêmement compliquées à résoudre.
• Les équations de Saint-Venant ne possèdent pas de solution analytique.
Il faut donc les résoudre numériquement.
• Les équations de Saint-Venant constituent un système de deux équations

aux dérivées partielles de type hyperbolique en x et t, introduisant deux
fonctions inconnues, h et v ou h et Q. Il faut choisir des conditions aux
limites et initiales pour bien encadrer le problème.

Nous donnons ici des équations de Saint-Venant pour le canal et pour le réseau
que les chercheurs utilisent le plus souvent en se référant à des articles utilisés
dans ce mémoire.

1.1.2 Cas d’un canal simple

Figure 1.3 – Vue latérale d’un bassin d’un canal ouvert à fond constant en
pente et section rectangulaire.

Dans le cas simple d’un canal à pente constante (Figure 1.3), avec une
section rectangulaire et une largeur unitaire, le modèle de Saint-Venant est un
système de deux lois d’équilibre non linéaires de la forme [4] :

∂h

∂t
+ ∂(hv)

∂x
= 0

∂v

∂t
+ ∂

∂x

(
v2

2 + gh

)
+ g (Sf (h, v)− Sb) = 0

(1.27)

où h(t, x) et v(t, x) sont respectivement la profondeur de l’eau et la vitesse
horizontale sur une colonne d’eau. La variable Sb est la pente inférieure, g
désigne l’intensité de la pesanteur et Sf est la friction.
La première équation est un bilan massique qui découle de la conservation de
la masse tandis que la deuxième est un équilibre dynamique provenant de la
conservation de la quantité de mouvement.
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La vitesse moyenne de l’écoulement à travers une section droite dans un canal
vaut :

v = q

A
, (1.28)

où la variable q désigne le débit d’eau et A = A(t, x) est l’aire de la section
droite occupée par l’eau en x au temps t.
La largeur étant supposée unitaire on trouve :

v = q

A
= q

h
. (1.29)

Une version plus générale des équations de Saint-Venant valable pour les canaux
à pentes et sections transversales non constantes s’écrit comme suit [4] :

∂A

∂t
+ ∂q

∂x
= 0

∂q

∂t
+ ∂

∂x

(
q2

A

)
+ gA

(
∂h

∂x
− Sb + Sf

)
= 0

(1.30)

avec l’ état initial

h(0, x) = h0(x), q(0, x) = q0(x). (1.31)

Remarque 1. Lorsque l’écoulement est sous-critique nous obtenons deux va-
leurs propres de signes opposés comme nous le verrons au Chapitre 2. Le
système est alors hyperbolique et les ondes se déplacent avec des sens opposés.
De ce fait deux conditions aux limites aux deux extrémités de l’intervalle [0, L]
sont nécessaires pour compléter les équations de Saint-Venant. Ces conditions
sont imposées par des dispositifs situés aux extrémités du canal, comme par
exemple les deux déversoirs du canal dans la Figure 1.3. Une situation très
simple est lorsque le canal est fermé mais doté de pompes qui imposent les
débits en x = 0 et en x = L. Dans ce cas, en considérant (1.27) les conditions
aux limites sont :

h(t, 0)v(t, 0) = q0(t), et h(t, L)v(t, L) = qL(t) (1.32)

et en considérant la version plus générale (1.30) on a :

q(t, 0) = q0(t), q(t, L) = qL(t). (1.33)

1.1.3 Cas d’un réseau
Différents types de réseaux existent. Certains sont en forme de cascade

(Figure 1.4) et d’autres en forme d’étoile (Figure 1.5). Les premiers peuvent
êtres trouvés dans [5, 13] et les seconds dans [17, 26, 24].
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Figure 1.4 – Réseau de deux canaux en cascade

Figure 1.5 – Réseau de canaux en étoile
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Pour les réseaux en cascade formés de n canaux, en se référant à [5], nous avons
le modèle de Saint Venant suivant :

(a) ∂Hi

∂t
+ ∂(HiVi)

∂x
= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li i = 1, ..., N

(b) ∂Vi
∂t

+ ∂

∂x

(1
2V

2
i + gHi

)
+ g

(
Sfi(Hi, Vi)− Sbi

)
= 0,

(1.34)

où dans chaque canal i :
• Hi(t, x) représente la hauteur d’eau ;
• Vi(t, x) la vitesse de l’écoulement ;
• Sbi(x) est la pente du fond ;
• Sfi est le terme de friction ;
• g est l’accélération de pesanteur.

Un modèle simplifié de (1.34) est :
(a) ∂Hi

∂t
+ ∂(HiVi)

∂x
= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li i = 1, ..., N

(b) ∂Vi
∂t

+ 1
2
∂V 2

i

∂x
+ g

∂Hi

∂x
= 0,

(1.35)

qu’on trouve dans [13].
Dans [13], le cas du réseau en cascade constitué de deux canaux (Figure 1.4)
est étudié. La condition de jonction (conservation du flux en M) est

H1(t, L1)V1(t, L1) = H2(t, 0)V2(t, 0), (1.36)

les conditions initiales sont

Hi(0, x) = H0,i(x), Vi(0, x) = V0,i(x) (1.37)

et les conditions aux bords

V1(t, 0) = V1,0(t), V1(t, L1) = V1,L1(t), V2(t, L2) = V2,L2(t). (1.38)

De même ce type de réseau constitué de deux canaux est étudié dans [8]. Les
actions de contrôle sont assurées par trois ouvertures de portes notées u1 pour
la porte gauche, u2 pour la porte intermédiaire et u3 pour la porte de droite
(Figure 1.4). En plus de la condition de conservation du flux en M (1.36), des
relations de décharge pour les trois portes s’écrivent comme suit :

V1,0|V1,0|H2
1,0 = u1(Hup −H1,0),

V1,L|V1,L|H2
1,L = u2(H1,L −H2,0),

V2,L|V2,L|H2
2,L = u3(H2,L −Hdo) (1.39)
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où Hup et Hdo sont les niveaux d’eau à gauche et à droite (Hdo < Hup). Pour
les réseaux en forme d’étoile constitués de N canaux ouverts avec une jonction
O et N extrémités libres Ei (i = 1, ..., N) (Figure 1.5), la valeur x = 0 est
considérée comme la coordonnée du nœud O et le ième canal est paramétré par
x ∈ [0, Li]. Des écoulements sur ce type de réseau sont décrits dans [26, 24] par
le système de Saint-Venant suivant :

(a) ∂Ai
∂t

+ ∂(AiVi)
∂x

= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li i = 1, ..., N

(b) ∂Vi
∂t

+ ∂Si
∂x

= 0, avec Si = 1
2V

2
i + ghi(Ai) + gYib,

(1.40)

où g est la constante de gravité. La constante Yib désigne l’altitude du fond
du canal et hi et Ai = Ai(t, x) désignent respectivement la hauteur d’eau et
l’aire de la section droite occupée par l’eau en x au temps t. Aussi Vi = Vi(t, x)
désigne la vitesse moyenne à travers la section droite.
La condition initiale est donnée comme suit :

t = 0 : (Ai, Vi) = (Ai0(x), Vi0(x)), 0 ≤ x ≤ Li i = 1, ..., N. (1.41)

À toute extrémité libre donnée, la condition aux limites du flux est :

x = Li : AiVi = qi(t) i = 1, ..., N, (1.42)

tandis que en O nous avons

N∑
i=1

AiVi = q0(t), (1.43)

et

Si = S1 ; i = 2, ..., N. (1.44)

Dans ce mémoire nous allons travailler avec un réseau en forme d’étoile constitué
de trois canaux se joignant à un nœud M avec ces deux derniers types de
conditions de jonctions. Dans [17] d’autres formes d’équations (Équations
d’Euler isothermes) sont considérées avec la condition de continuité de la
densité à la jonction couplée à celle du flux.
Les équations de Saint Venant sont non linéaires. Après leurs linéarisations
nous écrivons les modèles linéaires sous formes d’équations indépendantes qui
sont des équations de transport. La connaissance des solutions de ces équations
indépendantes permettra de déterminer les solutions des modèles linéaires.
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1.2 Équation de transport

1.2.1 Problème physique : convection dans un fluide
On considère le transport par un fluide d’une quantité scalaire définie par

unité de volume w(x, t). On suppose que le champ de vitesse λ est unidimen-
sionnel, que le scalaire w(x, t) ne diffuse pas et est uniquement transporté par
le fluide. La quantité w(x, t) se conserve donc le long des trajectoires, c’est à
dire :

D

Dt
w(t, x) = 0 (1.45)

où D
Dt

représente la dérivée lagrangienne, i.e. la dérivée suivant la trajectoire
des particules fluides qui s’écrit en fonction des dérivées partielles en temps et
en espace :

D()
Dt

= ∂()
∂t

+ λ
∂()
∂x

(1.46)

L’équation (1.45) est donc l’équation de convection pure suivante :

∂w

∂t
+ λ

∂w

∂x
= 0 (1.47)

qui traduit la conservation de w(x, t) le long des trajectoires. Si on connait les
trajectoires, il suffit de connaitre la solution en un point d’une trajectoire pour
connaitre la solution sur toute la trajectoire.
L’équation de transport linéaire est une équation hyperbolique simple. Ici le
scalaire λ est donné : c’est par définition la vitesse de propagation associée à
l’équation, au point x à l’instant t.
On rencontre cette équation dans un grand nombre d’applications comme la
circulation automobile, les équations cinétiques, le modèle démographie, le
renouvellement cellulaire, etc.

1.2.2 Étude de la solution analytique
Définition 2. On appelle courbes caractéristiques de (1.47) les droites de
vecteur directeur (1, λ) le long desquelles (1.47) se transforme en une EDO.
Elles sont de la forme

x− λt = c où c ∈ R. (1.48)

Proposition 1. Les solutions w(t, x) : R+×R→ R de (1.47) sont de la forme

w(t, x) = f(x− λt) (1.49)

où f ∈ C1(R,R).
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Preuve
D’une part :

∂tw(t, x) = −λf ′(x− λt)

et d’autre part :

∂xw(t, x) = f
′(x− λt).

Donc :

∂tw(t, x) + λ∂xw(t, x) = −λf ′(x− λt) + λf
′(x− λt) = 0.

Ce qui achève la preuve. q

Proposition 2. Soit w une solution de (1.47). Alors w est constante sur les
droites caractéristiques

Dc : x− λt = c. (1.50)

Preuve
On a :

dw(t, x(t))
dt

= dt

dt

∂w(t, x(t))
∂t

+ dx(t)
dt

∂w(t, x(t))
∂x

= ∂w(t, x(t))
∂t

+ λ
∂w(t, x(t))

∂x
= 0

Ce qui achève la preuve. q

Proposition 3. Soit f la fonction qui à tout c associe la valeur de w sur Dc.

f :R→ R
c 7→ f(c) valeur de w sur Dc

Soit (t0, x0) ∈ R+ × R. Il existe une et une seule droite caractéristique passant
par (t0, x0) d’équation

x− λt = c0 avec c0 = x0 − λt0. (1.51)

Remarque 2. Lorsque (t, x) ∈ R+ × R toute droite caractéristique de (1.47)
passe par un point de l’axe des x. Ainsi la donnée d’une condition initiale de
l’EDP (1.47) permettra de déterminer toutes ses solutions.
En effet en imposant la condition initiale w(0, x) = w0(x) à (1.47) on obtient :

f(x) = w0(x). (1.52)

Donc :

w(t, x) = w0(x− λt) (1.53)

pour tout (t, x) ∈ R+ × R.

Contrôle rétroactif 22



Figure 1.6 – Droites caractéristiques pour λ > 0 (gauche) et λ < 0 (droite).

Remarque 3.
Lorsque (t, x) ∈ [0, τ ] ∗ [0, L] le domaine est borné. Pour déterminer la solution
en un point (t, x) de ce domaine on détermine tout d’abord la trajectoire passant
par ce point.
• Si cette trajectoire a une intersection avec l’axe des x (cas du point 1 ou

du point 4 sur la Figure 1.6), la solution en (t, x) est égale à la valeur de
w au point 1 pour λ > 0 et au point 4 pour λ < 0. Dans ce cas la solution
est déterminée par la condition initiale w0(x) à t = 0.
• Si la trajectoire a une intersection avec les axes x = 0 et x = L (cas des
points 2 et 3 sur la Figure 1.6) la solution en (t, x) est égale à la valeur
de w au point 2 pour λ > 0 et celle de w au point 3 pour λ < 0. C’est à
dire que la solution est déterminée par les condition aux limites w0(t) en
x = 0 ou wL(t) en x = L selon le signe de λ.
La solution générale de l’équation de convection pure dans un domaine
bornée est donc déterminée soit par les conditions initiales soit par les
conditions aux frontières physiques du domaine.

Ainsi pour λ > 0 le problème :
∂w

∂t
+ λ

∂w

∂x
= 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0

w(0, x) = w0(x)
w(t, 0) = w0(t)

(1.54)

avec w : (t, x) ∈ R+ × [0, L]→ R, w0 et w0 des fonctions de classe C1, a pour
solution [25] :

w(t, x) =


w (0, x− λt) = w0 (x− λt) si t ≤ L

λ

w
(
t− x

λ
, 0
)

= w0

(
t− x

λ

)
si t ≥ L

λ
.

(1.55)
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Preuve
Supposons 0 ≤ x ≤ L. Avec la caractéristique x − λt = 0 on en déduit que
t ≤ L

λ
. Ainsi dans ce cas la condition initiale intervient dans la détermination

de la solution. Dans ce cas :

f(x) = w0(x) et w(t, x) = w0(x− λt).

Par contre si t ≥ L
λ
la condition aux bords intervient. L’égalité w(t, x) =

f(x− λt) donne alors :

w(t, 0) = f(−λt) = w0(t).

En posant z = −λt on obtient par la suite :

f(z) = w0
( z

−λ
)

et f(x− λt) = w0
(x− λt
−λ

)
.

Par conséquent :

w(t, x) = w0
(
t− x

λ

)
.

q

De même si λ < 0 le problème
∂w

∂t
+ λ

∂w

∂x
= 0 x ∈ [0, L], t ≥ 0,

w(0, x) = w0(x)
w(t, L) = wL(t)

(1.56)

où w0 et wL des fonctions de classe C1 et w ∈ C1((0;∞) × [0, L]) a pour
solution :

w(t, x) =


w (0, |λ|t) = w0 (|λ|t) si t ≤ L

|λ|

w

(
t− x

|λ|
, L

)
= wL

(
t− x

|λ|

)
si t ≥ L

|λ|
.

(1.57)

Jusque la nous n’avons présenté que les équations de Saint Venant et donné par la
suite les solutions d’équations de transport par la méthode des caractéristiques.
Puisque l’objectif de ce mémoire c’est de construire des contrôles rétroactifs il
serait intéressant de présenter des notions relatives à la théorie du contrôle et
c’est l’objet de la section qui suit.
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1.3 Observabilité, contrôlabilité et stabilisation

L’observabilité, la contrôlabilité et la stabilisation font parties des notions
fondamentales et essentielles dans la théorie de contrôle. La théorie du contrôle
étudie les propriétés des systèmes commandés (ou contrôlés), c’est à dire, des
systèmes dynamiques dépendant d’une variable qui représente le plus souvent
le temps, sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande ou contrôle.
Le but est alors d’amener le système d’un état initial donné à un certain état
final, en respectant éventuellement certaines critères. Les applications sont
très nombreuses et dans des domaines très diverses, comme la mécanique,
l’électricité, la biologie, la chimie, économie, etc.

1.3.1 Contrôlabilité
L’objectif de la contrôlabilité est d’atteindre en un temps T donné une

cible donnée ou de s’en approcher autant qu’on le désire en agissant à l’aide
d’un contrôle. On parle de contrôlabilité exacte dans le premier cas et de
contrôlabilité approchée dans le second.

1.3.1.1 Définitions de quelques notions de contrôle

Nous rappelons ici des définitions de quelques notions de contrôle et une
classification des algorithmes de contrôle des canaux en se référant à [31].
Définition 3. Un système de contrôle est un système élémentaire en charge de
l’exploitation des structures transversales des canaux, sur la base d’informations
provenant du réseau de canaux. Ces informations peuvent inclure des variables
mesurées et des objectifs. Les frontières du système de contrôle sur le système
de canalisation sont des sorties où sont placés des capteurs, et des entrées où
sont placés des actionneurs contrôlant les structures transversales.
Définition 4. Les variables contrôlées sont des variables cibles contrôlées par
l’algorithme de contrôle. Des exemples sont le niveau d’eau à l’extrémité amont
ou aval d’un canal, le niveau d’eau à un point intermédiaire d’un canal, le débit
à une structure.
Les variables mesurées sur les canaux d’irrigation sont généralement les niveaux
d’eau. Dans certains cas, les variables mesurés peuvent être des débits qui
peuvent être mesurés avec des débitmètres.
Définition 5. Les variables d’action de contrôle, également appelées sorties de
l’algorithme de contrôle, sont des variables issues de l’algorithme de contrôle et
fournissent des structures croisées aux actionneurs. Ce sont soit des ouvertures
de porte soit des débits. Dans ce dernier cas, un autre algorithme transforme le
débit en une ouverture de porte.
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1.3.1.2 Type de contrôles

L’algorithme de contrôle utilise soit un contrôle rétroactif FB également
appelé contrôle en boucle fermée soit un contrôle à action directe FF, également
appelé contrôle en boucle ouverte. Une combinaison des deux est aussi possible.
Contrôle rétroactif
Dans un algorithme de contrôle rétroactif, les variables contrôlées Y sont
mesurées ou obtenues directement à partir des mesures. Tout écart Yc par
rapport à la cible est réinjecté dans l’algorithme de contrôle afin de produire
une action corrective U (Figure 1.7).

Figure 1.7 – Commande de rétroaction.

Les perturbations P, même inconnues, sont prises en compte indirectement par
leurs effets sur la sortie Y du système. Dans la théorie du contrôle, ce concept
est essentiel car il relie une variable d’action de contrôle U à une variable Y.
Le contrôle rétroactif peut être appliqué à toutes les variables contrôlées : débit,
niveau d’eau et volume.
Contrôle à action directe
Dans un algorithme de contrôle à action directe les variables d’action de contrôle
U sont calculées à partir des variables ciblées Yc et un processus de simulation
des estimations de perturbations P̂ (Figure 1.8).

Figure 1.8 – Contrôle à action directe
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Le contrôle à action directe améliore généralement les performances du contrôle
lorsque peu de perturbations inconnues se produisent dans le système de
canalisation. Ce type de contrôle peut compenser les retards inhérent du
système en anticipant les besoins des utilisateurs qui doivent être estimés le plus
précisément possible en tenant compte des données climatiques, agronomiques
et sociologiques, ainsi que des relevés de la consommation d’eau des semaines
ou saisons précédentes. Il peut être appliqué à toutes les variables contrôlées :
débit, niveau d’eau et volume. Certains des exemples sont cités à la fois pour
le contrôle de débits et des niveaux d’eau. Par exemple, le modèle d’onde
dynamique calcule simultanément ces deux types de variables. Ce contrôle
est généralement insuffisant en soi, en raison d’erreurs de modèle, d’erreurs
d’estimation de perturbation et de perturbations inconnues, et doit être combiné
avec un contrôle rétroactif pour compenser ces erreurs.

1.3.2 Observabilité
Considérons le système dynamique suivant :

dx

dt
= f(x, u),

y = g(x).
(1.58)

où l’état x(t) évolue dans une variété analytique, l’entrée u ∈ U = Rp et la
sortie y ∈ Rq sont de dimension finie. Ce genre de systèmes constitue dans
beaucoup de cas la représentation du comportement dynamique des modèles
physiques ou chimiques. Étant donné une entrée u, l’évolution des trajectoires
des variables d’états dépend des conditions initiales.
L’observabilité est résumée par Xiao-Dong LI [27] en une propriété à partir de
laquelle on peut déterminer de façon exacte ou approchée l’état du système
considéré, tout en connaissant quelques mesures (sorties) et contrôles (entrées).

Définition 6. Un système est dit observable si l’observation de ses entrées et
sorties pendant un intervalle de temps fini [ti, tf ] permet de déterminer l’état
initial x(ti), et donc, par intégration de l’équation d’état, de connaître x(t) à
tout instant appartenant à l’intervalle [ti, tf ].

1.3.3 Stabilisation
La stabilisation consiste à rendre un système robuste aux perturbations

et aux erreurs de modèle. Étant donné donc un état instable d’un système
dynamique, on le rend stable en appliquant un contrôle adéquat. La solution
converge ainsi vers l’état d’équilibre. Le problème de la stabilisation d’un
système consiste donc :

. à trouver un contrôle dépendant de l’état du système tel que le système
soit stable.
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. ou à chercher un contrôle qui ne dépend que de la sortie [36]. Dans ce cas
on parle de la stabilisation à travers la sortie ou par retour d’état estimé.

Observons par exemple les figures 1.9 et 1.10.

Figure 1.9 – Exemple de contrôles pour stabiliser

Figure 1.10 – Exemple de contrôles pour stabiliser

Ces deux figures sont deux exemples de contrôles pour stabiliser. La première
figure montre un acrobate sur une corde qui contrôle son corps pour ne pas
tomber en avançant. Dans la deuxième figure des machines sont installées en
amont comme en aval pour réguler le débit et le niveau de l’eau. C’est ce
dernier cas qui nous intéresse. Nous allons voir comment faire cette régulation
mathématiquement en construisant des contrôles.

1.4 Quelques espaces utilisés dans ce mémoire
Nous donnons dans cette partie quelques espaces utilisés dans ce document.

1.4.1 Les espaces Lp

Définition 7. Soit Ω ⊂ RN , N ∈ N∗.
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1. On note Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, l’espace vectoriel des classes d’équivalence
des fonctions f , mesurables presque partout, définies par :∫

Ω
|f(x)|p dx <∞.

Une norme dans Lp est définie par :

‖f‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

pour f ∈ Lp(Ω).

2. Lorsque p =∞, on définit l’espace L∞ par :

L∞(Ω) =
{
f mesurable : |f(x)| <∞

}
et la norme dans L∞ est :

‖f‖L∞(Ω) = inf{C ≥ 0 : |f(x)| ≤ C presque partout }.

Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) muni de la norme correspondante est un
espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Définition 8. Soit E un espace de Banach de dual E ′.
• On dit qu’une suite (un)n d’éléments de E converge fortement vers u ∈ E et
on note un → u si :

‖un − u‖ −→ 0 lorsque n −→ +∞.

• On dit qu’une suite (un)n d’éléments de E converge faiblement vers u ∈ E et
on note un ⇀ u si :

∀f ∈ E ′, f(un) = 〈f, un〉E′,E −→ 〈f, u〉E′,E = f(u).

• On dit qu’une suite (fn)n d’éléments de E ′ converge faiblement ∗ vers f ∈ E ′
et on note fn ⇀∗ f si :

∀u ∈ E, fn(u) = 〈fn, u〉E′,E −→ 〈f, u〉E′,E = f(u).

Remarque 4. Si la suite (un)n d’éléments de E converge faiblement vers
u ∈ E alors u est appelée la limite faible de (un).

Dans ce mémoire, nous supposerons dans un premier temps que la condition
initiale est continue avant d’étudier le cas où elle est dans L2 pour formuler
des théorèmes qui sont des résultats de régularité.
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1.4.2 Les espaces de Sobolev
En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonc-

tionnels particulièrement adaptés à la résolution des problèmes d’équation
aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au mathématicien russe Sergueï
Lvovitch Sobolev. Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vec-
toriel de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de la norme
Lp de la fonction elle-même et de ses dérivées jusqu’à un certain ordre. Les
dérivées sont comprises dans un sens faible, au sens des distributions afin que
l’espace soit complet. Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach.
Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions
pouvant être dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple à
une équation aux dérivées partielles et muni d’une norme qui mesure à la
fois la taille et la régularité de la fonction. Les espaces de Sobolev sont des
outils essentiels pour l’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, les
solutions de ces équations appartiennent plus naturellement à un espace de
Sobolev qu’à un espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens
classique. 1

Soient Ω un ouvert non vide de RN , x = (x1, · · · , xN ) ∈ RN et α = (α1, · · · , αN ) ∈
NN un multi-indice. On note ∂i = ∂

∂xi
, i ∈ {1, · · · , N} et ∂α = ∂α1

1 · · · ∂
αN
N =

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαNN

avec |α| =
N∑
i=1

αi.

Définition 9. Soient Ω un ouvert de RN et f une fonction définie par :

f : Ω −→ R
x 7−→ f(x).

Le support de f noté suppf est défini par :

suppf = {∈ Ω | f(x) 6= 0}.

Définition 10. On note D(Ω), le C− espace des fonctions définies de Ω dans
C indéfiniment différentiables à support compact inclus dans Ω.

Définition 11. Soit v ∈ L2(Ω). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L2 s’il existe des fonctions wi ∈ L2(Ω) pour i ∈ {1, · · · , N} telles que :∫

Ω
v(x) ∂ϕ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω
wi(x)ϕ(x) dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Chaque wi est appelée la ième dérivée partielle faible de v et notée ∂v

∂xi
.

1. reférence : wikipedia
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Définition 12. On dit que v ∈ L2(Ω) est m fois dérivables au sens faible si
toutes ses dérivées partielles d’ordre m− 1 sont dérivables au sens faible.

Définition 13. Soit Ω un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini
par :

H1(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) / ∀ i ∈ {1, · · · , N}, ∂v

∂xi
∈ L2(Ω)

}

où ∂v

∂xi
est la ième dérivée partielle faible de v.

On munit H1(Ω) du produit scalaire

〈u, v〉 =
∫

Ω

(
u(x)v(x) +∇u(x)∇v(x)

)
dx

et de la norme
‖u‖H1(Ω) =

(
〈u, u〉

) 1
2 .

L’espace H1(Ω) muni de la norme correspondante est un espace de Hilbert.

Définition 14. L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est défini comme l’adhérence de

D(Ω) dans H1(Ω) et est caractérisé par :

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) / v = 0 sur ∂Ω

}
.

Muni du produit scalaire de H1(Ω), l’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert.

Définition 15. Soit m ≥ 0. L’espace de Sobolev Hm(Ω) est défini par :

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) / ∀ α : |α| ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)

}
où la dérivée ∂αv est à prendre au sens faible.

Muni du produit scalaire

〈u, v〉 =
∫

Ω

∑
|α|≤m

∂αu(x)∂αv(x) dx

et de la norme
‖u‖Hm(Ω) =

(
〈u, u〉

) 1
2 ,

l’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Définition 16. Pour tout entier m ≥ 0, l’espace de Sobolev Wm,p est défini
par :

Wm,p(Ω) =
{
v ∈ Lp(Ω) / ∀ α : |α| ≤ m, ∂αv ∈ Lp(Ω)

}
où la dérivée ∂αv est à prendre au sens faible.
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Muni de la norme

‖u‖Wm,p =
 ∑
|α|≤m

‖∂αu‖pLp(Ω)

 1
p

,

l’espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach.
Les théorèmes qui suivent sont tirés de [10].

Théorème 1. [Trace]
Soit Ω un ouvert régulier borné de classe C1 et de frontière ∂Ω.
On définit l’application γ0 :

γ0 : H1(Ω) ∩ C(Ω)→ L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)
v → γ0(v) = v|∂Ω (1.59)

Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H1(Ω) dans L2(∂Ω) notée encore γ0. Il existe donc une constante réelle
c > 0 telle que :

‖v‖L2(∂Ω)≤ c‖v‖H1(Ω) (1.60)

Théorème 2. [Inégalité de Poincaré]
Soient Ω un ouvert borné de RN et Γ0 une partie de la frontière de Ω telle que
mes(Γ0) 6= 0
Soit :
V ⊂ H1(Ω) défini par :

V =
{
u ∈ H1(Ω) | u|Γ0

≡ 0
}

Alors il existe une constante c > 0 telle que :

∀u ∈ V ‖u‖L2(Ω)≤ c ‖∇u‖L2(Ω) (1.61)

Théorème 3. [Formule de Green]
Soit Ω un ouvert de RN lipschitzien de bord ∂Ω. Soient v et w deux éléments
de H1(Ω). On désigne par n(s) le vecteur unitaire normal sortant (c’est à dire
dirigé vers l’extérieur de Ω) au point s ∈ ∂Ω.
On a : ∫

Ω
v
∂w

∂xi
dx = −

∫
Ω
w
∂v

∂xi
dx+

∫
∂Ω
v(s).w(s).ni(s)ds (1.62)

Les formules de Green sont des outils fondamentaux de résolution des
problèmes d’EDP.
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Théorème 4. [Compacité]
Soit Ω un ouvert régulier, H et K des espaces de Hilbert. On dit que (xn) ⊂ H
converge faiblement vers x ∈ H et on note xn ⇀ x si et seulement si

< xn, y >H−→< x, y >H quand n→∞,∀y ∈ H

On dit que H est inclus dans K avec injection compact si (xn) ⊂ H est telle
que xn converge faiblement dans H vers x alors xn converge fortement dans K
vers x.
Théorème 5. [Théorème de Rellich]
Soit Ω un ouvert borné de classe C1.
L ’injection canonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte (c’est-à-dire de toute
suite bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous suite convergente dans L2(Ω)).

1.4.3 Espaces de Sobolev dépendant du temps
Soit X un espace de Banach et (a, b) ⊂ R un intervalle. Pour 1 ≤ p <∞

on définit les espaces Lp des fonctions u : (a, b) −→ X par :

Lp(a, b;X) =

 u : u mesurable et

b∫
a

‖u(t)‖
X
dt <∞


avec :

‖u‖
Lp(a,b;X) =

 b∫
a

‖u(t)‖p
X
dt


1
p

. (1.63)

Pour p =∞,
L∞(a, b;X) = { u : u mesurable et ∃M > 0 | ‖u(t)‖

X
< M p.p} avec :

‖u‖
L∞(a,b;X) = sup

t∈(a,b)
‖u(t)‖

X
. (1.64)

L’espace de Sobolev W 1,p(a, b;X) est défini par :

W 1,p(a, b;X) = {u ∈ Lp(a, b;X) | ∂tu ∈ Lp(a, b;X)}

où la dérivée est à prendre au sens faible.
Cet espace a pour norme :

‖u‖
W1,p(a,b;X)

=
 b∫
a

[
‖u(t)‖p

X
+ ‖∂tu(t)‖p

X

]
dt


1
p

. (1.65)

On note que : W 1,2(a, b;X) = H1(a, b;X).
Donc :

‖u‖
H1(a,b;X)

=
 b∫
a

[
‖u(t)‖2

X
+‖∂tu(t)‖2

X

]
dt


1
2

. (1.66)
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Remarque 5. Les variables t et x sont indépendantes et jouent des rôles
différents. La fonction u(t, x) est une fonction du temps à valeurs dans un
espace de fonctions : u(t, x) ≡ u(t)(x).

1.5 Formulation variationnelle
L’intérêt de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de

propriétés de l’analyse fonctionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et
de Sobolev. À l’aide du théorème de Lax-Milgram, de la méthode de Galerkin...,
elle permet de discuter de l’existence et de l’unicité de solutions. Étant donné un
opérateur différentiel R et une fonction f définie sur un ouvert Ω, la formulation
forte du problème est :
trouver u définie sur Ω tel que :

R(u) = f (1.67)
La formulation faible du problème (1.67) est :
trouver u définie sur Ω vérifiant pour toute fonction v définie sur Ω :∫

Ω
R(u)v =

∫
Ω
fv (1.68)

La solution du problème (1.67) est appelée solution forte tandis que celle du
problème (1.68) est la solution faible.
En comparaison avec la formulation forte, la formulation faible est une autre
manière d’énoncer un problème physique régi par des équations différentielles ou
aux dérivées partielles. Une solution forte du problème d’origine est également
solution de la formulation faible.

1.6 Formule de Taylor pour les fonctions de
plusieurs variables

La formule de Taylor proposée ici nous permettra de linéariser certaines
fonctions rencontrées dans ce mémoire.

Soient f une fonction définie par f : D ⊂ Rn −→ Rm et a ∈ D

avec f de classe Cp au voisinage de a et b ∈ Rn tel que a+ b ∈ D. On a :

f(a+ b) = f(a) +
p∑

k=1

(
b1

∂

∂x1
+ ...+ bn

∂

∂xn

)k
(f)(a) +O(‖h‖p). (1.69)

En particulier pour n = 2 et p = 1 on a :

f(a+ b) = f(a1 + b1, a2 + b2) = f(a) + b1
∂f

∂x1
(a) + b2

∂f

∂x2
(a) +O(‖h‖).

(1.70)
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1.7 Méthode des volumes finis
La méthode des volumes finis consiste à intégrer, sur des volumes élémen-

taires, les équations écrites sous forme intégrale [12, 25]. C’est une méthode
particulièrement bien adaptée à la discrétisation spatiale des lois de conserva-
tion très utilisée en mécanique des fluides. Sa mise en œuvre est simple si les
volumes élémentaires ou "volumes de contrôle" sont des rectangles en 2D ou
des parallélépipèdes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes Finis permet
d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries
complexes, contrairement aux Différences Finies. De nombreux codes de simu-
lation numérique en mécanique des fluides reposent sur cette méthode : Fluent,
StarCD, CFX, FineTurbo, elsA... Nous l’utiliserons au dernier chapitre de ce
mémoire pour faire des simulations numériques.
En guise de rappel d’autres méthodes de discrétisation existent [12]. Nous pou-
vons citer la méthode des différences finies qui consiste à remplacer les dérivées
partielles par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles
de la fonction en un nombre fini de points discrets ou nœuds du maillage et la
méthode des éléments finis qui consiste à approcher, dans un sous-espace de
dimension finie, un problème écrit sous forme variationnelle dans un espace de
dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée
par un nombre fini de paramètres comme, par exemple, ses valeurs en certains
points ou nœuds du maillage.
Une méthode est dite instable si elle est sujette à une propagation importante
des erreurs numériques de discrétisation et d’arrondi [12].
Un problème peut être bien conditionné alors que la méthode numérique choisie
pour le résoudre est instable. Dans ce cas, il est impératif de changer de méthode
numérique. Par contre, si le problème de départ est mal conditionné, aucune
méthode numérique ne pourra y remédier. Il faudra alors essayer de trouver
une formulation mathématique différente du même problème, si on sait que
le problème physique sous-jacent est stable. Un certain nombre de notion est
nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées partielles (EDP) au
moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont la convergence,
la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la solution
exacte des équations continues à la solution exacte des équations discrétisées et
à la solution numérique obtenue. Ces différents liens, résumés sur la figure 1.11,
sont :
• la stabilité, c’est la propriété qui assure que la différence entre la solution
numérique obtenue et la solution exacte des équations discrétisées est
bornée.
• la consistance, c’est la propriété qui assure que la solution exacte des

équations discrétisées tende vers la solution exacte des équations continues
lorsque les pas de discrétisation ∆t et ∆x tendent vers zéro.
• la convergence, c’est la propriété qui assure que la solution numérique
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tende vers la (ou une) solution exacte des équations continues. C’est
évidemment la propriété la plus recherchée !

Figure 1.11 – Solutions exacte, numérique et discrète

Ces propriétés sont liées les unes aux autres par des théorèmes [12] :

1.7.1 Théorème de Lax
Dans un problème bien posé, et avec un schéma numérique consistant, la

stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

1.7.2 Théorème de Lax-Wendroff
Si un schéma numérique consistant converge lorsqu’on raffine les pas de

temps et d’espace, c’est-à-dire lorsque ∆t → 0 et ∆x → 0, alors il converge
vers une solution faible des équations.

1.7.3 Condition de stabilité CFL
Pour des problèmes d’évolution temporelle, certains schémas sont stables

à condition que le pas de temps soit inférieur à une certaine valeur critique
fonction du pas d’espace. Cette inégalité constitue la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy ou condition CFL. Elle est nécessaire et suffisante pour assurer
la stabilité. La condition CFL varie d’une équation à une autre.
Après ce petit rappel nous allons construire des contrôles rétroactifs pour un
canal simple dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Construction de contrôles
rétroactifs pour un canal

Dans ce chapitre nous partons des équations de Saint Venant unidimension-
nelles pour un canal pour construire des contrôles afin d’y réguler les niveaux
et les débits de l’eau. Nos contrôles sont dérivés d’un système linéaire qui est
obtenu à partir de la linéarisation du modèle non linéaire, en utilisant quelques
hypothèses. Le modèle linéaire sera d’abord écrit sous forme de deux équa-
tions indépendantes en utilisant des variables caractéristiques. Ces variables
caractéristiques sont ensuite utilisées pour construire les contrôles.

2.1 Équations de Saint-Venant
Le canal est supposé rectangulaire, horizontale sur fond plat de longueur L

(m) et sans friction avec une largeur constante l en (m) (voir Figure 2.1). Ainsi,
les termes Sb et Sf du système (1.30) du Chapitre 1 sont nuls et on obtient le
système suivant : 

∂A

∂t
+ ∂q

∂x
= 0,

∂q

∂t
+ ∂

∂x

(
q2

A

)
+ gA

(
∂h

∂x

)
= 0.

(2.1)

L’aire de la section droite de l’écoulement est

A(t, x) = lh(t, x)
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Figure 2.1 – Canal rectangulaire

avec h la hauteur d’eau dans le canal.
Les variables sont alors la hauteur h de la colonne de fluide (m) et le débit q
(m3.s−1). A partir de (2.1) on obtient par substitution :

(a) ∂(lh)
∂t

+ ∂q

∂x
= 0, et t ≥ 0

(b) ∂q

∂t
+ ∂

∂x

(
q2

lh

)
+ glh

∂h

∂x
= 0.

(2.2)

En multipliant (2.2.a) par l’inverse de l et en simplifiant on obtient, pour un
canal rectangulaire de largeur constante, le modèle non linéaire suivant (proposé
dans [14] que nous exploitons dans ce mémoire) :

∂h

∂t
+ 1
l

∂q

∂x
= 0, x ∈ [0, L] et t ≥ 0

∂q

∂t
+ glh

∂h

∂x
+ 1
l

∂

∂x

(
q2

h

)
= 0 ; x ∈ [0, L] et t ≥ 0

(2.3)

Pour ce modèle qui est non linéaire, on considère l’ état initial

h(0, x) = h0(x), q(0, x) = q0(x) (2.4)

et les conditions aux limites

q(t, 0) = q0(t), q(t, L) = qL(t). (2.5)

L’ écoulement est dit sous critique si le nombre de Froude

Fr = v√
gh

< 1 avec v = q

A
= q

lh
. (2.6)

Dans le cas d’un écoulement sous-critique le régime d’écoulement est fluvial.
Les ondes se déplacent plus vite que le fluide. Elles peuvent se propager vers
l’amont ou vers l’aval. Il est donc possible, pour résoudre les équations, de
poser des conditions aux limites amont et aval.
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2.2 Linéarisation du modèle non linéaire

2.2.1 État stable
Il y a stabilité si le débit et la hauteur dans le canal ne varient pas en fonction

du temps. C’est-à-dire que si (h̄, q̄) désigne la solution à l’ état d’équilibre alors

∂h̄

∂t
= 0 et

∂q̄

∂t
= 0. (2.7)

En remplaçant h par h̄ et q par q̄ dans (2.3) on a :
∂h̄

∂t
+ 1
l

∂q̄

∂x
= 0, x ∈ [0, L]

∂q̄

∂t
+ glh̄

∂h̄

∂x
+ 1
l

∂

∂x

(
q̄2

h̄

)
= 0, x ∈ [0, L].

En utilisant (2.7) on trouve

∂q̄

∂x
= 0 et

∂h̄

∂x
= 0 (2.8)

à l’état d’équilibre.
Le débit est constant. La hauteur ainsi que les vitesses (moyenne et ponctuelle)
restent invariables dans le temps en grandeur et en direction. Par conséquent
le mouvement est permanent.

2.2.2 Modèle linéarisé

Nous introduisons l’état résiduel (ĥ, q̂) comme différence entre l’état actuel
(h, q) et l’état d’équilibre (h̄, q̄) : ĥ(t, x) = h(t, x)− h̄(x)

q̂(t, x) = q(t, x)− q̄(x).
(2.9)

Donc grâce à (2.8) on a

∂h

∂x
= ∂ĥ

∂x
et

∂q

∂x
= ∂q̂

∂x
. (2.10)

Les différences entre l’état du modèle non linéaire et un état stable souhaité
sont considérées comme des perturbations.
Nous utilisons ensuite les hypothèses |ĥ| � h̄ et |q̂| � |q̄| pour linéariser
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(2.3).

En remplaçant ∂h
∂x

par ∂ĥ
∂x

et ∂q
∂x

par ∂q̂
∂x

dans l’équation (2.3.a) on obtient

∂ĥ

∂t
+ 1
l

∂q̂

∂x
= 0, x ∈ [0, L] (2.11)

De même l’équation (2.3.b) entraine :

∂q̂

∂t
+ glh

∂ĥ

∂x
+ 1
l

∂

∂x

(
q2

h

)
= 0, x ∈ [0, L]. (2.12)

Posons

f(h, q) = q2

h

On linéarise la fonction f :

f(h, q) = f(h̄+ ĥ, q̄ + q̂) = f(h̄, q̄) + ĥ
∂f

∂h
(h̄, q̄) + q̂

∂f

∂q
(h̄, q̄).

On a

∂f

∂h
(h, q) = − q

2

h2 et
∂f

∂q
(h, q) = 2q

h
.

Donc

∂f

∂h
(h̄, q̄) = − q̄

2

h̄2
et

∂f

∂q
(h̄, q̄) = 2q̄

h̄
.

Ainsi :

q2

h
= q̄2

h̄
− q̄2

h̄2
ĥ+ 2q̄

h̄
q̂

et on en déduit que

∂

∂x

(
q2

h

)
= − q̄

2

h̄2
∂ĥ

∂x
+ 2q̄

h̄

∂q̂

∂x
.

De ce fait (2.12) donne

∂q̂

∂t
+ gl(h̄+ ĥ)∂ĥ

∂x
− q̄2

lh̄2
∂ĥ

∂x
+ 2q̄
lh̄

∂q̂

∂x
= 0, x ∈ [0, L]. (2.13)
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Puisque par hypothèse |ĥ| � h̄, le produit ĥ∂ĥ
∂x

est alors très petit. On jette
cette partie de (2.13) pour obtenir l’équation :

∂q̂

∂t
+ 2q̄
lh̄

∂q̂

∂x
+
(
glh̄− q̄2

lh̄2

)
∂ĥ

∂x
= 0. (2.14)

Par conséquent avec (2.11) et (2.14), la solution (ĥ, q̂) satisfait le système
(a) ∂ĥ

∂t
+ 1
l

∂q̂

∂x
= 0,

(b) ∂q̂

∂t
+ 2 q̄

lh̄

∂q̂

∂x
+
(
glh̄− q̄2

lh̄2

)
∂ĥ

∂x
= 0

(2.15)

soit :


(a) ∂ĥ

∂t
+ 1
l

∂q̂

∂x
= 0,

(b) ∂q̂

∂t
+ σ

∂q̂

∂x
+ ρ

∂ĥ

∂x
= 0,

(2.16)

avec :

σ = 2 q̄
lh̄

et ρ = glh̄− q̄2

lh̄2
. (2.17)

La condition initiale est

ĥ(0, x) = ĥ0(x) et q̂(0, x) = q̂0(x) (2.18)

et la condition aux limites

q̂(t, 0) = q̂0(t), et q̂(t, L) = q̂L(t). (2.19)

Nous réécrivons par la suite le système (2.16) sous une autre forme en utilisant
des variables à définir qu’on nommera variables caractéristiques.

2.3 Variables caractéristiques
Le système (2.16) peut aussi s’écrire sous la forme compacte suivante :

∂U

∂t
+ ∂F (U)

∂x
= 0

où

U =
 ĥ

q̂

 et F (U) =

 1
l
q̂

σq̂ + ρĥ


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sont respectivement le vecteur écoulement et le vecteur flux.
Puisque F est une fonction de U on obtient de ce fait

∂U

∂t
+ ∂F (U)

∂U

∂U

∂x
= 0

avec :

∂F (U)
∂U

=

 0 1
l

ρ σ

 .
Posons

A = ∂F (U)
∂U

.

Le système (2.16) s’écrit finalement sous la forme

∂U

∂t
+ A

∂U

∂x
= 0. (2.20)

En résolvant l’équation det(A − λI) = 0, avec I la matrice carrée identité
d’ordre 2, on obtient

λ2 − σλ− ρ

l
= 0.

Les valeurs propres de la matrice A sont alors

λ1 = q̄

lh̄
−
√
gh̄ et λ2 = q̄

lh̄
+
√
gh̄. (2.21)

En considérant l’écoulement sous-critique et en tenant compte de la direction
d’écoulement, nous avons alors :

λ1 < 0 < λ2 et λ1 + λ2 ≥ 0. (2.22)

De plus σ = λ1 + λ2 = λ2 − |λ1| et ρ = l|λ1|λ2.
Les valeurs propres λ1 et λ2 de A sont distinctes donc A est diagonalisable. Il
existe alors une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A = PDP−1. (2.23)

On peut prendre

D =
 λ1 0

0 λ2

 et P =
 λ2

l(λ2−λ1)
λ1

l(λ1−λ2)
λ1λ2
λ2−λ1

λ1λ2
λ1−λ2

 . (2.24)
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Donc :

P−1 =
 l −1

λ2

l −1
λ1

 . (2.25)

En remplaçant la matrice A par PDP−1 alors (2.20) donne

∂U

∂t
+ PDP−1∂U

∂x
= 0. (2.26)

En multipliant ensuite (2.26) par P−1 nous obtenons

P−1∂U

∂t
+DP−1∂U

∂x
= 0. (2.27)

Ainsi,

∂(P−1U)
∂t

+D
∂(P−1U)

∂x
= 0. (2.28)

Posons maintenant

w =
(
w1
w2

)
= P−1U. (2.29)

Nous obtenons alors :

w1(t, x) = lĥ(t, x)− 1
λ2
q̂(t, x) et w2(t, x) = lĥ(t, x)− 1

λ1
q̂(t, x). (2.30)

Ainsi, nous avons les conditions initiales suivantes :

w1(0, x) = lĥ(0, x)− 1
λ2
q̂(0, x), (2.31)

w2(0, x) = lĥ(0, x)− 1
λ1
q̂(0, x), (2.32)

et les conditions aux limites ci-dessous :

w1(t, L) = lĥ(t, L)− 1
λ2
q̂(t, L), (2.33)

w2(t, 0) = lĥ(t, 0)− 1
λ1
q̂(t, 0). (2.34)

Le système (2.20) s’écrit donc comme suit :

∂w

∂t
+D

∂w

∂x
= 0 (2.35)
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ou sous formes de deux équations indépendantes :

dwj
dt

= ∂wj
∂t

+ λj
∂wj
∂x

= 0, j = 1, 2. (2.36)

L’une des équations indépendantes est

∂w1

∂t
+ λ1

∂w1

∂x
= ∂w1

∂t
− |λ1|

∂w1

∂x
= 0,

et la seconde
∂w2

∂t
+ λ2

∂w2

∂x
= 0.

Puisque λ1 est un réel strictement négatif la fonction w1 est constante sur les

Figure 2.2 – Courbes caractéristiques de w1.

Figure 2.3 – Courbes caractéristiques de w2.

droites caractéristiques x+ |λ1|t = c avec c ∈ R. La valeur de w1(t, x) est fixée
soit sur la partie (t, x) telle que t ≤ L

|λ1| (voir Figure 2.2.a) ou sur la partie
(t, x) telle que t ≥ L

|λ1| (voir Figure 2.2.b).
Si t ≤ L

|λ1| alors la solution est déterminée par la condition initiale w1(0, x) à
t = 0. Si t ≥ L

|λ1| alors la solution est déterminée par la condition aux limites
w1(t, L) en x = L.
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Comme λ2 est un réel strictement positif la fonction w2 est constante aussi
sur les droites caractéristiques x − λ2t = c avec c ∈ R. La valeur de w2(t, x)
est fixée soit sur la partie (t, x) telle que t ≤ L

λ2
(voir Figure 2.3.a) ou sur la

partie (t, x) telle que t ≥ L
λ2

(voir Figure 2.3.b). Si t ≤ L
λ2

alors la solution est
déterminée par la condition initiale w2(0, x) à t = 0. Si t ≥ L

λ2
alors la solution

est déterminée par la condition aux limites w2(t, 0) en x = 0.
Après cet exposé sur les variables caractéristiques nous passons maintenant à une
définition d’une énergie qui nous sera d’une grande utilité pour la construction
de nos contrôles.

2.4 Estimation à priori de l’énergie
Nous considérons une condition d’écoulement sous-critique stable et une

estimation d’énergie, pour construire des conditions aux limites rétroactives.
Ces conditions aux limites dépendent des données antérieures et assurent la
décroissance exponentielle de la solution du modèle linéarisé en norme L2.
Pour f ∈ L2 on note :

∥∥∥f∥∥∥
2,Ω

= ‖f‖L2(Ω) =
(∫

Ω
|f(x)|2dx

) 1
2
. (2.37)

Nous définissons ainsi l’énergie de (2.16) comme suit :

E(t) =
∥∥∥√lρĥ(t)

∥∥∥2

2,Ω
+
∥∥∥q̂(t)∥∥∥2

2,Ω
=
∫ L

0

(
lρĥ2(t, x) + q̂2(t, x)

)
dx (2.38)

où ρ est défini dans (2.17).

Remarque 6. Cette énergie est une fonction des perturbations ĥ et q̂. Telle
que définie lorsque cette énergie tend vers zéro alors les perturbations ĥ et q̂
tendent aussi vers zéro. Il suffit donc de prouver une décroissance de cette
énergie pour affirmer que les perturbations diminuent et convergent vers zéro
au cours du temps. Cela garantit ainsi une convergence de l’état actuel (h, q)
vers l’état d’équilibre (h̄, q̄).

La dérivation de cette énergie par rapport au temps donnera la variation
temporelle de l’énergie. Cette variation temporelle de l’énergie sera exprimée
comme un polynôme de second ordre en termes de débits aux frontières. Ce
polynôme du second ordre est traité de manière à obtenir une diminution
exponentielle de l’énergie. Ce traitement du polynôme nous aidera à définir les
contrôles du canal.
Mais avant cette dérivation nous donnons d’abord une formulation faible du
système (2.16) qui nous sera d’une grande utilité pour la suite.
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Soit (ψ, φ) ∈ H1(]0, L[). En multipliant (2.16.a) par ψ et (2.16.b) par φ on a
(a) ψ

∂ĥ

∂t
+ ψ

1
l

∂q̂

∂x
= 0,

(b) φ
∂q̂

∂t
+ φσ

∂q̂

∂x
+ φρ

∂ĥ

∂x
= 0.

(2.39)

Multiplions ensuite (2.39.a) par lρ puis intégrons les deux équations de 0 à L.
On obtient

(a)
∫ L

0
lρψ

∂ĥ

∂t
dx+

∫ L

0
ρψ

∂q̂

∂x
dx = 0,

(b)
∫ L

0
φ
∂q̂

∂t
dx+

∫ L

0
φσ

∂q̂

∂x
dx+

∫ L

0
φρ
∂ĥ

∂x
dx = 0.

(2.40)

En appliquant les formules de Green (intégration par parties) aux deuxièmes
termes des membres de gauche des équations du système (2.40) on aboutit à

(a)
∫ L

0
lρψ

∂ĥ

∂t
dx−

∫ L

0
q̂
∂(ρψ)
∂x

dx+ ρψ(L)q̂L(t)− ρψ(0)q̂0(t) = 0,

(b)
∫ L

0
φ
∂q̂

∂t
dx−

∫ L

0
q̂
∂(σφ)
∂x

dx+
∫ L

0
φ
∂(ρĥ)
∂x

dx

+σφ(L)q̂L(t)− σφ(0)q̂0(t) = 0

(2.41)

ainsi que les conditions limites et initiales.
Ce système est une formulation faible du système (2.16). Il sera utilisé pour
prouver l’existence de la solution faible pour le canal (Théorème 8).
Estimons la variation de l’énergie E dans le canal afin de définir les contrôles
q̂L(t) à x = L et q̂0(t) à x = 0.
Dérivons (2.38) par rapport au temps. Cela donne la variation temporelle de
l’énergie suivante :

dE(t)
dt

= d

dt

∫ L

0

(
lρĥ2(t, x) + q̂2(t, x)

)
dx. (2.42)

En appliquant la règle de Leibnitz à (2.42) on a :

dE(t)
dt

=
∫ L

0
lρ
∂ĥ2(t, x)

∂t
dx+

∫ L

0

∂q̂2(t, x)
∂t

dx.

Par conséquent :

1
2
dE(t)
dt

=
∫ L

0
lρĥ(t, x)∂ĥ(t, x)

∂t
dx+

∫ L

0
q̂(t, x)∂q̂(t, x)

∂t
dx. (2.43)
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En considérant (ψ, φ) = (ĥ, q̂) dans (2.41) on obtient
(a)

∫ L

0
lρĥ

∂ĥ

∂t
dx−

∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx+ ρĥ(t, L)q̂L(t)− ρĥ(t, 0)q̂0(t) = 0,

(b)
∫ L

0
q̂
∂q̂

∂t
dx−

∫ L

0
q̂
∂(σq̂)
∂x

dx+
∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx

+σq̂(t, L)q̂L(t)− σq̂(t, 0)q̂0(t) = 0.

(2.44)

Donc :
(a)

∫ L

0
lρĥ

∂ĥ

∂t
dx−

∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx = −ρĥ(t, L)q̂L(t) + ρĥ(t, 0)q̂0(t),

(b)
∫ L

0
q̂
∂q̂

∂t
dx+

∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx =
∫ L

0
q̂
∂(σq̂)
∂x

dx− σq̂2
L(t) + σq̂2

0(t)

et alors :
(a)

∫ L

0
lρĥ

∂ĥ

∂t
dx =

∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx− ρĥ(t, L)q̂L(t) + ρĥ(t, 0)q̂0(t),

(b)
∫ L

0
q̂
∂q̂

∂t
dx = −

∫ L

0
q̂
∂(ρĥ)
∂x

dx− 1
2σq̂

2
L(t) + 1

2σq̂
2
0(t).

(2.45)

La combinaison de (2.45-a) et (2.45-b) donne ainsi

∫ L

0
lρĥ

∂ĥ

∂t
dx+

∫ L

0
q̂
∂q̂

∂t
dx = −1

2σq̂
2
L(t)− ρĥ(t, L)q̂L(t)

+1
2σq̂

2
0(t) + ρĥ(t, 0)q̂0(t). (2.46)

Donc :

1
2
d

dt
E(t) = −1

2σq̂
2
L(t)− ρĥL(t)q̂L(t) + 1

2σq̂
2
0(t) + ρĥ0(t)q̂0(t). (2.47)

Une différence entre notre méthode de contrôle et beaucoup d’autres, est la
façon dont l’énergie est définie et la façon dont la variation temporelle de
l’énergie est traitée dans ([8], [5], [9]). Dans ([5], [9]), l’énergie est définie par la
fonction de Lyapounov pondérée et une analyse de stabilité est utilisée pour la
variation temporelle de l’énergie.
Dans notre cas, une relation entre ĥ et q̂ est utilisée pour exprimer la variation
temporelle de l’énergie comme un polynôme de second ordre en termes de q̂
au coté droit de (2.19). Ce polynôme du second ordre est traité de manière à
obtenir une diminution exponentielle de l’énergie.
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2.5 Conception de contrôles rétroactifs pour
un seul canal et le processus de stabilisa-
tion

Dans cette section, les données initiales et les conditions aux limites sont
supposées lisses. Les résultats pour les données dans L2 sont présentés dans la
prochaine section.
Pour construire le contrôle, nous exprimons alors la hauteur à la frontière en
termes de débit et de variables caractéristiques sortantes.
Les caractéristiques sortantes aux extrémités du canal et leurs points de départ
sont représentées ci-dessous (Figure 2.4). Sur la Figure (2.4 a), on observe que

Figure 2.4 – Variables caractéristiques sortantes

les points de départ x0 et y0 des caractéristiques sont localisés à l’intérieur du
canal. Cela a lieu quand τ2 ≤ L

|λ1| et τ1 ≤ L
λ2
. Ainsi, la condition initiale est

concernée, et ces points correspondent au temps t = 0.
Sur la Figure (2.4 b), on observe que les points de départ x0 et y0 des carac-
téristiques sont localisés aux extrémités du canal. Cela a lieu quand τ2 ≥ L

|λ1|
et τ1 ≥ L

λ2
. Ainsi, les conditions aux limites du canal aux temps τ2 − L

|λ1| et
τ1 − L

λ2
sont concernées.

En traçant donc les lignes caractéristiques, comme indiqué sur les figures
ci-dessus, nous exprimons les variables caractéristiques sortantes comme suit :(

w1(τ2, 0)
w2(τ1, L)

)
=
(
c1(τ2)
c2(τ1)

)
(2.48)

où

c1(τ2) =

 w1(0, x0) ; x0 = |λ1|τ2, τ2 ∈]0, L/|λ1|],
w1(τ2 − L/|λ1|, L), τ2 ≥ L/|λ1|,

(2.49)
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c2(τ1) =

 w2(0, y0) ; y0 = L− λ2τ1, τ1 ∈]0, L/λ2],
w2(τ1 − L/λ2, 0), τ1 ≥ L/λ2.

(2.50)

A partir de (2.30), on a :

ĥ(τ1, L) = 1
lλ1

q̂L(τ1) + 1
l
w2(τ1, L), (2.51)

ĥ(τ2, 0) = 1
lλ2

q̂0(τ2) + 1
l
w1(τ2, 0). (2.52)

En considérant (2.47), (2.51), (2.52) et (2.48) on a :

1
2
dE

dt
(t) = aq̂2

0(t) + ρ

l
c1(t)q̂0(t) + aq̂2

L(t)− ρ

l
c2(t)q̂L(t) (2.53)

où a = 1
2(λ2 + |λ1|), ρ est défini dans (2.17) et c1(t) et c2(t) sont respectivement

donnés par (2.49) et (2.50).
En effet (2.51), (2.52) et (2.48) entraine :

ĥ(t, L) = 1
lλ1

q̂L(t) + 1
l
c2(t),

ĥ(t, 0) = 1
lλ2

q̂0(t) + 1
l
c1(t).

Par substitution de ĥ(t, L) et ĥ(t, 0) dans (2.47) on obtient :

1
2
d

dt
E(t) = −1

2σq̂
2
L(t)− ρ

(
1
lλ1

q̂L(t) + 1
l
c2(t)

)
q̂L(t)

+ 1
2σq̂

2
0(t) + ρ

(
1
lλ2

q̂0(t) + 1
l
c1(t)

)
q̂0(t)

= −1
2

(
σ + 2ρ

lλ1

)
q̂2
L(t)− ρ

l
c2(t)q̂L(t)

+ 1
2

(
σ + 2ρ

lλ2

)
q̂2

0(t) + ρ

l
c1(t)q̂0(t) (2.54)

Puisque σ = λ1 + λ2 = λ2 − |λ1| et ρ = l|λ1|λ2 = −lλ1λ2 on a :

−1
2

(
σ + 2ρ

lλ1

)
= −1

2

(
λ1 + λ2 −

2lλ1λ2

lλ1

)
= −1

2

(
λ1 − λ2

)
= 1

2

(
λ2 + |λ1|

)
= a
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et

1
2

(
σ + 2ρ

lλ2

)
= 1

2

(
λ1 + λ2 −

2lλ1λ2

lλ2

)
= 1

2

(
λ2 − λ1

)
= 1

2

(
λ2 + |λ1|

)
= a

Ainsi en remplaçant les expressions −1
2

(
σ+ 2ρ

lλ1

)
et 1

2

(
σ+ 2ρ

lλ2

)
de (2.54) par

a on obtient l’égalité (2.53).
L’idée est donc de prescrire le flux aux extrémités afin d’obtenir une décroissance
exponentielle de l’énergie. À cette fin, une observation pour les polynômes du
second ordre est formulée comme un lemme.

Lemme 1. Soit P un polynôme de second ordre tel que P (q) = aq2 + bq, où
a > 0. Pour tout θ ∈]0, 1],

P

(
b

2a(
√

1− θ − 1)
)

= − b
2

4aθ. (2.55)

Preuve du lemme 1 :

P

(
b

2a(
√

1− θ − 1)
)

= a

(
b

2a(
√

1− θ − 1)
)2

+ b

(
b

2a(
√

1− θ − 1)
)

= b2

4a
(
1− θ − 2

√
1− θ + 1)

)
+ b2

2a
√

1− θ − b2

2a

= − b
2

4aθ + b2

2a −
b2

2a
√

1− θ + b2

2a
√

1− θ − b2

2a

= − b
2

4aθ.

q

Définition 17. Dans notre méthode les débits aux extrémités du canal sont
prescrites comme suit :

q̂0(t) = ρc1(t)
2al

(√
1− θ1(t)− 1

)
et q̂L(t) = −ρc2(t)

2al

(√
1− θ2(t)− 1

)
(2.56)

où θ1, θ2 : R+ −→]0, 1].

Remarque 7. Les contrôles définis en (2.56) sont des contrôles frontières
rétroactifs. En fait, les expressions de c1(t) et c2(t) définies en (2.49) et (2.50),
et utilisées en (2.56) impliquent un délai. Les contrôles à l’instant t dépendent
de la condition initiale ou de la solution à un instant antérieur t − δt où
δt = L/|λ1| pour le contrôle en amont et δt = L/λ2 pour le contrôle en aval.
D’un point de vue pratique, il y a toujours un délai entre les mesures en ligne
des données et leur utilisation pour construire des contrôles. Ce n’est pas le cas
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en [5], [8], [24] et [33].
D’un autre côté, les seules mesures en ligne des niveaux d’eau aux extrémités
sont suffisantes pour déterminer les contrôles, comme dans [5], [8] et [33]. Cela
vaut également pour le réseau.

Remarque 8. L’approche consiste donc à exprimer le taux de variation d’éner-
gie du problème linéarisé, comme un polynôme de second ordre en termes
d’écoulement aux frontières. Le polynôme du second ordre est négatif pour
un ensemble de contrôles et le taux de stabilisation est borné. La bornitude
est en accord avec le fait que la vitesse à laquelle les solutions des systèmes
hyperboliques sont affectées par les conditions aux limites est bornée.

Avec les contrôles donnés par (2.56), il s’ensuit par le lemme 1, que (2.53)
devient :

1
2
dE

dt
(t) = −ρ

2c2
1(t)

4al2 θ1(t)− ρ2c2
2

4al2 θ2(t). (2.57)

Ainsi, nous obtenons ce qui suit :

Théorème 6. Soit tk = kL/|λ1|, k ∈ N. Supposons que (2.22) soit vrai, la
condition initiale (ĥ0, q̂0) est continue dans [0, L]. De plus, θ1 et θ2 sont continus
dans ]0, 1] et q̂0 et q̂L satisfont (2.56).
Alors (2.16) a une solution unique (ĥ, q̂) continue dans [tk, tk+1]× [0, L] telle
que l’énergie est décroissante dans [tk, tk+1] et satisfait

E(tk+1) ≤ (1−Θk)E(tk) (2.58)

où E est donné par (2.38) et Θk = |λ1|
λ2 + |λ1|

Ξk ∈]0, 1[

Ξk = min
(

inf
x∈]0,L[

θ2(tk + L− x
λ2

), inf
x∈]0,L[

θ1(tk + x

|λ1|
)
)
.

Preuve du Théorème 6 :
D’une part l’existence et l’unicité de la solution découlent de (2.30) et des
constructions (2.49 - 2.50).
En effet avec (2.30) on forme le système suivant d’équations à deux inconnues
(ĥ, q̂) : 

lĥ− 1
λ2
q̂ = w1

lĥ− 1
λ1
q̂ = w2.

Ce système donne la forme matricielle suivante :

BU = w
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avec

U =
(
ĥ
q̂

)
, w =

(
wl
w2

)
et B =

 l − 1
λ2

l − 1
λ1


Par calcul on a :

detB = l

(
1
λ2

+ 1
|λ1|

)
6= 0

La matrice B est ainsi inversible d’où l’existence et l’unicité de la solution.
D’autre part en intégrant (2.57) de 0 à t1, nous avons

E(L/|λ1|) = E(0)− ρ2

l2

L/|λ1|∫
0

(
c2(t)

)2

2a θ2(t)dt− ρ2

l2

L/|λ1|∫
0

(
c1(t)

)2

2a θ1(t)dt,

≤ E(0)− ρ2

l2

L/λ2∫
0

(
c2(t)

)2

2a θ2(t)dt− ρ2

l2

L/|λ1|∫
0

(
c1(t)

)2

2a θ1(t)dt.

En utilisant (2.49) et (2.50) nous obtenons :

E(L/|λ1|) ≤ E(0)− ρ2

l2

L/λ2∫
0

w2
2(0, L− λ2t)θ2(t)

2a dt− ρ2

l2

L/|λ1|∫
0

w2
1(0, |λ1|t)θ1(t)

2a dt

≤ E(0)− ρ2

l2

L∫
0

w2
2(0, x)θ2(L−x

λ2
)

2aλ2
dx− ρ2

l2

L∫
0

w2
1(0, x)θ1( x

|λ1|)
2a|λ1|

dx

≤ E(0)− ρ2

l2

L∫
0

w2
2(0, x)θ2(L−x

λ2
)

2aλ2
dx− ρ2

l2

L∫
0

w2
1(0, x)θ1( x

|λ1|)
2aλ2

dx

≤ E(0)− ρ2

2l2aλ2

L∫
0

[
w2

2(0, x) + w2
1(0, x)

]
Ψdx (2.59)

où :

Ψ = min
(
θ2(L− x

λ2
), θ1( x

|λ1|
)
)
.
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De plus, on a l’estimation suivante :

w2
2(0, x) + w2

1(0, x) = 2(lĥ0)2 +
(

1
λ2

1
+ 1
λ2

2

)
(q̂0)2 − 2

( 1
λ1

+ 1
λ2

)
lĥ0q̂0

≥ 2(lĥ0)2 +
(

1
λ2

1
+ 1
λ2

2

)
(q̂0)2 − (lĥ0)2 −

( 1
λ1

+ 1
λ2

)2
(q̂0)2

≥ (lĥ0)2 − 2 1
λ1λ2

(q̂0(x))2

≥ (lĥ0)2 + 2 l
2

lρ
(q̂0)2

≥ l

ρ

(
lρ(ĥ0)2 + (q̂0)2

)
. (2.60)

avec ici : ĥ0 ≡ ĥ0(x) et q̂0 ≡ q̂0(x) pour simplifier.
On déduit donc de (2.59- 2.60) que

E(L/|λ1|) ≤ E(0)−Θ0
L∫

0

(
lρ(ĥ0)2 + (q̂0)2

)
dx

≤ (1−Θ0)E(0). (2.61)

où

Θ0 = |λ1|
λ2 + |λ1|

min
(

inf
x∈]0,L[

θ(L− x
λ2

), inf
x∈]0,L[

θ( x

|λ1|
)
)
.

Pour généraliser (2.61) par rapport au temps, nous considérons la condition
initiale à l’instant tk = kL/|λ1|. On pose ([25]) :

c1(t) = w1(tk, |λ1|(t− tk)), si t ∈]tk, tk + L/|λ1|[,
c2(t) = w2(tk, L− λ2(t− tk)), si t ∈]tk, tk + L/λ2[

et

Θk = |λ1|
λ2 − λ1

Ξk

où

Ξk = min
(

inf
x∈]0,L[

θ(tk + L− x
λ2

), inf
x∈]0,L[

θ(tk + x

|λ1|
)
)
.

Par conséquent, en intégrant de tk à tk+1 et en utilisant les mêmes arguments
que pour l’intervalle [0, t1], Ce qui achève la preuve du théorème 6. q
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Théorème 7. Possibilité de contrôler avec un point final libre uni-
quement
Soient :

q̂0(t) = 0 et q̂L(t) = b(t)
2a

(√
1− θ(t)− 1

)
(2.62)

où

b(t) = −ρ
l


w2(0, L− λ2t), si t ∈]0, L/λ2[,
w1 (0, |λ1|(t− L/λ2)) , si t ∈]L/λ2, LT [,
w1 (t− LT,L) , si t ≥ LT

avec θ ∈ [0, 1] et T = 1
λ2

+ 1
|λ1|

. Alors les perturbations ĥ et q̂ tendent vers
zéro de façon exponentielle dans le temps.

Preuve du Théorème 7
Pour prouver que les perturbations ĥ et q̂ tendent vers zéro de façon exponen-
tielle dans le temps on va montrer la décroissance de l’énergie avec les données
du Théorème.
En considérant q0(t) = 0, l’égalité (2.53) donne

1
2
dE

dt
(t) = aq̂2

L(t)− ρ

l
c2(t)q̂L(t) (2.63)

où a = 1
2(λ2 + |λ1|), ρ est défini dans (2.17) et c2(t) est donné par (2.50).

Cette égalité nous permet ainsi d’écrire

1
2
dE

dt
(t) = aq̂2

L(t) + b(t)q̂L(t) (2.64)

avec b(t) une donnée du théorème.
Ainsi en appliquant le lemme 1 on obtient :

1
2
dE

dt
(t) = −b

2(t)
4a θ(t) (2.65)

Posons tk = kL/|λ1|, k ∈ N et intégrons l’égalité 2.65 de 0 à t1. On a alors :

E(t1) = E(0)−
t1∫

0

b2(t)
2a θ(t)dt,

≤ E(0)−
L/λ2∫
0

b2(t)
2a θ(t)dt.
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En remplaçant b(t) (voir les données du Théorème) on a alors :

E(t1) ≤ E(0)− ρ2

l2

L/λ2∫
0

w2
2(0, L− λ2t)θ(t)

2a dt

≤ E(0)− ρ2

l2

L∫
0

w2
2(0, x)θ(L−x

λ2
)

2aλ2
dx

≤ E(0)− ρ2

l2

L∫
0

w2
2(0, x)θ(L−x

λ2
)

2aλ2
dx

≤ E(0)− ρ2

2l2aλ2

∫ L

0
w2

2(0, x)Ψdx (2.66)

où :

Ψ = θ
(
L− x
λ2

)
De plus, on a l’estimation suivante :

w2
2(0, x) =

(
lĥ0(x) + 1

|λ1|
q̂0(x)

)2

≥ [lĥ0(x)]2 + 1
λ2

1
[q̂0(x)]2

≥ [lĥ0(x)]2 + 1
|λ1|λ2

[q̂0(x)]2

≥ [lĥ0(x)]2 + l2

lρ
[q̂0(x)]2

≥ l

ρ

(
lρ[ĥ0(x)]2 + [q̂0(x)]2

)
. (2.67)

On déduit donc de (2.66) et (2.67) que

E(t1) ≤ E(0)−Θ0
∫ L

0

(
lρ(ĥ0)2 + (q̂0)2

)
dx

≤ (1−Θ0)E(0). (2.68)

où

Θ0 = |λ1|
λ2 + |λ1|

inf
x∈]0,L[

θ
(
L− x
λ2

)
Pour généraliser (2.68) par rapport au temps, nous considérons la condition
initiale à l’instant tk. On pose :

b(t) = −ρ
l
w2(tk, L− λ2(t− tk)) si t ∈]tk, tk+1[
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et

Θk = |λ1|
λ2 − λ1

Ξk

où

Ξk = inf
x∈]0,L[

θ
(
tk + L− x

λ2

)
Par conséquent, en intégrant de tk à tk+1 et en utilisant les mêmes arguments
que pour l’intervalle [0, t1].Ce qui achève la preuve du Théorème 7. q

2.6 Un résultat de régularité
Dans cette section, nous considérons les données initiales dans l’espace L2

au lieu des données initiales lisses comme dans le Théorème 6. Nous avons alors
ce Théorème qui est un résultat de régularité.

Théorème 8. Soit tk = kL/|λ1|, k ∈ N. Supposons que (2.22) soit valide,
(ĥ0, q̂0) ∈ (L2[0, L])2 et q̂L(t) , q̂0(t) satisfont (2.56). Le système linéaire (2.16)
admet alors une solution (ĥ, q̂) satisfaisant la régularité suivante :(

lĥ
q̂

)
,

(
q̂

σq̂ + ρĥ

)
∈ H(div,Q). (2.69)

Avec

H(div,Q) = {V ∈ L2(Qi)2 ; divV ∈ L2(Qi)},
Q = [tk, tk+1]× [0, L],

div ≡ ( ∂
∂t

,
∂

∂x
).

De plus, l’énergie est décroissante dans [tk, tk+1] et satisfait

E(tk+1) ≤ (1−Θk)E(tk) (2.70)

où Θk est donné dans le Théorème 6.
Preuve du Théorème 8 :
Puisque (ĥ0, q̂0) ∈ (L2([0, L]))2 et sachant que C0(]0, L[), ensemble des fonctions
continues par morceaux dans ]0, L[, est dense dans L2([0, L]) il existe alors des
suites (ĥn)n≥0 ⊂ C0([0, L]) et (q̂n)n≥0 ⊂ C0([0, L]) telles que :

ĥ0
n −→ ĥ0 et q̂0

n → q̂0 dans L2([0, L]) quand n→ +∞.
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Avec le couple (ĥ0
n, q̂

0
n) pour tout n ≥ 0, nous considérons le système linéaire :

(a) ∂ĥn
∂t

+ 1
l

∂q̂n
∂x

= 0,

(b) ∂q̂n
∂t

+ σ
∂q̂n
∂x

+ ρ
∂ĥn
∂x

= 0,
(2.71)

de condition initiale

ĥn(0, x) = ĥ0
n(x) et q̂n(0, x) = q̂0

n(x) (2.72)

avec les condition aux limites

q̂n(t, 0) = q̂0,n(t), et q̂n(t, L) = q̂L,n(t). (2.73)

où σ et ρ sont définies en (2.17).
Le couple (ĥn, q̂n) satisfait alors la formulation faible (2.41).
Nous définissons encore q̂0,n(t) et q̂L,n(t) comme dans (2.56) où ĥ0 et q̂L sont
remplacés par ĥ0,n et q̂L,n respectivement.
Grâce au Théorème 6, on obtient l’estimation d’énergie (en remplaçant (ĥ, q̂)
par (ĥn, q̂n) dans (2.58) ) :

En(tk+1) ≤ (1−Θk)En(tk).

Donc

En(t1) ≤ (1−Θ0)En(t0),
En(t2) ≤ (1−Θ1)En(t1),
En(t3) ≤ (1−Θ2)En(t2),

.

.

.

En(tk−1) ≤ (1−Θk−2)En(tk−2),
En(tk) ≤ (1−Θk−1)En(tk−1),

En(tk+1) ≤ (1−Θk)En(tk).

En multipliant les termes à gauche à part puis ceux à droite on obtient après
simplification

En(tk+1) ≤ (1−Θ0) ∗ (1−Θ1) ∗ ... ∗ (1−Θk−1) ∗ (1−Θk)En(0)

qui peut s’écrire comme suit :

En(tk+1) ≤
k∏
i=0

(1−Θk)En(0) (2.74)
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où Θk et tk sont définis dans le théorème 6 et

En(t) =
∥∥∥√lρĥn(t)

∥∥∥2

2,Ω
+
∥∥∥q̂n(t)

∥∥∥2

2,Ω
=
∫ L

0

(
lρĥ2

n(t) + q̂2
n(t)

)
dx. (2.75)

Le système (2.71) peut être présenté sous la forme :

∂

∂t

(
lĥn
q̂n

)
+ ∂

∂x

(
q̂n

σq̂n + ρĥn

)
= 0 (2.76)

Par conséquent de (2.74) et (2.76) on a(
lĥn
q̂n

)
,

(
q̂n

σq̂n + ρĥn

)
∈ H(div,Q) (2.77)

et sont bornées dans H(div,Q).
L’espace L2(0, T ;L2(Ω)2) étant un espace de Banach réflexif, pour tout T > 0,
il existe des sous-suites (ĥα(n), q̂β(n)) de (ĥn, q̂n) convergeant faiblement vers
(ĥ, q̂) dans L2(0, T ;L2(Ω)2) (voir [11]).
De plus, par passage aux limites (ĥ, q̂) satisfait le système linéaire (2.16) ainsi
que la condition initiale (2.18) et les conditions aux limites (2.19) d’où l’existence
et l’unicité de la solution pour (2.16).
Ainsi, (

lĥn
q̂n

)
⇀

(
lĥ
q̂

)
et

(
q̂n

σq̂n + ρĥn

)
⇀

(
q̂

σq̂ + ρĥ

)
(2.78)

d’où (
lĥ
q̂

)
,

(
q̂

σq̂ + ρĥ

)
∈ H(div,Q). (2.79)

Ce qui prouve la régularité satisfaite par la solution du système linéaire (2.16).
Puisque E(t) ≤ lim inf

n→∞
En(t), (2.70) est obtenu à partir de (2.74). Ce qui prouve

la décroissance énergétique.
Ainsi la preuve du théorème est complète. q

Remarque 9. En notant νk = − ln
(
(1−Θk)1�t1

)
, on a

E(tk+1) ≤ E(tk) exp(−νkt1).

Par conséquent, en définissant µk = 1
k

k−1∑
j=0

νj, nous obtenons

E(tk) ≤ E(0) exp
(
−µk tk

)
. (2.80)

Ainsi, les fonctions θ peuvent être considérées comme des taux de stabilisation
pour la décroissance exponentielle. Plus ils sont proches de 1, plus la décroissance
exponentielle est rapide.
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Remarque 10. Le fait que le débit soit stabilisé pour les contrôles dans un
intervalle donne robustesse et flexibilité. Ceci est essentiel pour deux raisons.
Pour commencer, le contrôle peut être appliqué au problème réel, qui n’est pas
linéaire. Deuxièmement, les niveau d’eau aux limites influencent le contrôle.
Ceux-ci (niveaux d’eau) seront connus par des mesures qui ne seront que
approximativement correctes.

Avec ces résultats obtenus pour le cas d’un canal simple nous étudions au
chapitre suivant le cas d’un réseau.
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Chapitre 3

Construction de contrôles pour
le réseau en étoile

Tirant parti du chapitre précédent concernant la construction des contrôles,
nous allons maintenant montrer comment construire des contrôles rétroactifs
qui stabilisent le réseau à trois canaux.

3.1 Présentation du réseau
Considérons le réseau en étoile donné par la Figure 3.1.

Figure 3.1 – réseau en étoile
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Le réseau comporte trois canaux rectangulaires avec une jonction (notée M) où
tous les canaux se rejoignent.

3.2 Équations de Saint Venant unidimension-
nelles pour un réseau de canaux rectangu-
laires

Le modèle du réseau est donné par les équations de Saint-venant 1D dans
chaque canal, avec des conditions à la jonction M.
Les variables dans un canal particulier sont indexés par le numéro du canal.
Par exemple, pour le ieme canal (i = 1, 2, 3) : hi est la hauteur de la colonne de
fluide (m), qi est le débit (m3.s−1), Li et li sont respectivement la longueur et
la largeur du canal (m).
Chaque canal est rectangulaire, horizontale sur fond plat (Yib = 0) et supposé
sans friction avec des largeurs constantes.
Donc avec la variable Si définie en (1.40b) du chapitre 1 on obtient par substi-
tution l’expression :

Si = 1
2V

2
i + ghi. (3.1)

L’aire de la section droite de l’écoulement de chaque canal est

Ai(t, xi) = lihi(t, xi),

et la vitesse moyenne de l’écoulement vaut :

Vi = qi
Ai

= qi
lihi

. (3.2)

Les variables sont alors la hauteur hi de la colonne de fluide en (m), le débit qi
en (m3.s−1). Par substitution de Vi par

qi
lihi

dans (3.1) on obtient

Si = 1
2
q2
i

l2i h
2
i

+ ghi. (3.3)

Par substitution aussi dans (1.40) on a
∂(lihi)
∂t

+ ∂qi
∂x

= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li (i = 1, 2, 3)
∂

∂t

(
qi
lihi

)
+ ∂

∂x

(
1
2
q2
i

l2i h
2
i

+ ghi

)
= 0.

(3.4)
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On multiplie la première équation du système par 1
li

et la deuxième par lihi on
obtient alors

(a) ∂hi
∂t

+ 1
li

∂qi
∂x

= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li (i = 1, 2, 3)

(b) hi
∂

∂t

(
qi
hi

)
+ lihi

∂

∂x

(
1
2
q2
i

l2i h
2
i

+ ghi

)
= 0.

(3.5)

L’équation (3.5.a) entraine :
∂hi
∂t

= −1
li

∂qi
∂x

. (3.6)

Le premier terme de l’équation (3.5.b) donne d’une part :

hi
∂

∂t

(
qi
hi

)
= hi

(
1
h2
i

(
hi
∂qi
∂t
− qi

∂hi
∂t

))

= ∂qi
∂t
− qi
hi

∂hi
∂t

= ∂qi
∂t
− qi
hi

(
−1
li

∂qi
∂x

)

= ∂qi
∂t

+ qi
lihi

∂qi
∂x

(3.7)

et son second terme donne d’autre part

lihi
∂

∂x

(
1
2
q2
i

l2i h
2
i

+ ghi

)
= glihi

∂hi
∂x

+ hi
2li

∂

∂x

(
q2
i

h2
i

)

= glihi
∂hi
∂x

+ 1
2lih3

i

(
2qih2

i

∂qi
∂x
− 2hiq2

i

∂hi
∂x

)

= glihi
∂hi
∂x

+ qi
lihi

∂qi
∂x
− q2

i

lih2
i

∂hi
∂x

. (3.8)

Ainsi de (3.7) et (3.8) on obtient

hi
∂

∂t

(
qi
hi

)
+ lihi

∂

∂x

(
1
2
q2
i

l2i h
2
i

+ ghi

)

=∂qi
∂t

+ qi
lihi

∂qi
∂x

+ glihi
∂hi
∂x

+ qi
lihi

∂qi
∂x
− q2

i

lih2
i

∂hi
∂x

=∂qi
∂t

+ glihi
∂hi
∂x

+ 1
li

(
2qi
hi

∂qi
∂x
− q2

i

h2
i

∂hi
∂x

)

=∂qi
∂t

+ glihi
∂hi
∂x

+ 1
li

(
1
h2
i

(
2hiqi

∂qi
∂x
− q2

i

∂hi
∂x

))

=∂qi
∂t

+ glihi
∂hi
∂x

+ 1
li

∂

∂x

(
q2
i

hi

)
.
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On forme ainsi le système suivant d’équations de Saint Venant proposé dans
[14] pour un réseau de trois canaux :

(a) ∂hi
∂t

+ 1
li

∂qi
∂x

= 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ Li (i = 1, 2, 3)

(b) ∂qi
∂t

+ glihi
∂hi
∂x

+ 1
li

∂

∂x

(
q2
i

hi

)
= 0

(3.9)

avec l’ état initial

hi(0, x) = h0
i (x), qi(0, x) = q0

i (x) (3.10)

et les conditions aux limites aux points d’extrémités libres du réseau

q1(t, 0) = q1,0(t), q2(t, L2) = q2,L2(t), q3(t, L3) = q3,L3(t). (3.11)

Le réseau est modélisé par (3.9), (3.10) et (3.11) avec les conditions à la jonction
M.
Le flux est supposé être sous-critique dans chaque canal, avec la direction
donnée par la Figure 3.1.
Pour i ∈ 1, 2, 3 nous notons xi l’extrémité d’un canal qui rencontre les autres
canaux au nœud M (c’est à dire x1 = L1 , x2 = 0, x3 = 0).
Nous fixons également εi = 1 si xi = Li et εi = −1 si xi = 0 ( c’est à
dire que ε1 = 1 , ε2 = −1 et ε3 = −1).
A la jonction M, nous avons le flux total et les conditions de continuité d’énergie
(cf. [24],[26]). Ces conditions sont respectivement

3∑
i=1

εiqi(t, xi) = 0 (3.12)

pour le flux total et

S1 = Sj, j = 2, 3 (3.13)

pour la continuité d’énergie (énergie mécanique) avec

Si = ghi(t, xi) + 1
2
q2
i (t, xi)

l2i h
2
i (t, xi)

. (3.14)

La condition sous critique pour chaque canal est

qi(t, xi)
lhi(t, xi)

<
√
ghi. (3.15)

Donc :
qi
lhi
−
√
ghi < 0. (3.16)
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En tenant compte de la direction d’écoulement, nous avons aussi :
qi
lhi

+
√
ghi > 0. (3.17)

Les contrôles seront appliqués au modèle non linéaire ci-dessus. Ces contrôles
sont dérivés d’un système linéaire qui est obtenu à partir de la linéarisation
du modèle non linéaire, en utilisant quelques hypothèses sur des perturbations.
Ces perturbations sont les différences entre l’état du modèle non linéaire (hi, qi)
et un état stable souhaité (hi, qi).
Le modèle non linéaire est linéarisé et c’est l’objet de la section qui suit.

3.3 Linéarisation du modèle non linéaire

3.3.1 État stable
Nous visons à atteindre un état stable prescrit lorsque le temps est suffisam-

ment grand. La solution à l’état d’équilibre (hi, qi) est dérivée de (3.9), (3.12)
et (3.13). Le système suivant est donc satisfait :

∂q̄i
∂x

= 0, ∂h̄i
∂x

= 0 ; x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3∑3
i=1 εiq̄i(t, xi) = 0 en M

S̄1 = S̄j, j = 2, 3 ; S̄i = gh̄i(t, xi) + 1
2
q̄2
i (t, xi)

l2i h̄
2
i (t, xi)

(3.18)

Le sens de l’écoulement (3.1) et la condition d’écoulement sous-critique en-
trainent

q̄i > 0 et
√
gh̄i >

q̄i

lih̄i
; i = 1, 2, 3. (3.19)

3.3.2 Modèle linéarisé

Nous introduisons l’état résiduel (ĥi, q̂i) comme différence entre l’état actuel
(hi, qi) et l’état d’équilibre (h̄i, q̄i).

ĥi(t, x) = hi(t, x)− h̄i(x) et q̂i(t, x) = qi(t, x)− q̄i(x). (3.20)

Nous utilisons les hypothèses |ĥi| � h̄i et |q̂i| � |q̄i| pour linéariser (3.9),
(3.12) et (3.13).
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Par analogie à la sous section 2.2.2 du chapitre 2, la linéarisation de (3.9)
donne : 

(a) ∂ĥi
∂t

+ 1
li

∂q̂i
∂x

= 0,

(b) ∂q̂i
∂t

+ 2 q̄i

lih̄i

∂q̂i
∂x

+
(
glih̄i −

q̄2
i

lih̄2
i

)
∂ĥi
∂x

= 0.
(3.21)

En posant :

σi = 2 q̄i

lihi
et ρi = glih̄i −

q̄2
i

lih̄2
i

, (3.22)

la solution (ĥi, q̂i) satisfait donc :
(a) ∂ĥi

∂t
+ 1
li

∂q̂i
∂x

= 0, x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3

(b) ∂q̂i
∂t

+ σi
∂q̂i
∂x

+ ρi
∂ĥi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3.
(3.23)

Reprenons l’équation (3.21.b)

∂q̂i
∂t

+ 2 q̄i

lih̄i

∂q̂i
∂x

+
(
glih̄i −

q̄2
i

lih̄2
i

)
∂ĥi
∂x

= 0. (3.24)

On cherche à remplacer ∂q̂i
∂t

par une expression équivalente pour trouver Ŝi.
Posons :

f(hi, qi) = qi
hi

et linéarisons la fonction f .
On a (par la formule de Taylor) :

f(hi, qi) = f(h̄i + ĥi, q̄i + q̂i) = f(h̄i, q̄i) + ĥi
∂f

∂hi
(h̄i, q̄i) + q̂i

∂f

∂qi
(h̄i, q̄i).

Or :

∂f

∂hi
(hi, qi) = − qi

h2
i

et
∂f

∂qi
(hi, qi) = 1

hi
.

Donc

f(h̄i, q̄i) = q̄i

h̄i
,

∂f

∂hi
(h̄i, q̄i) = − q̄i

h̄2
i

et
∂f

∂qi
(h̄i, q̄i) = 1

h̄i
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et

f(hi, qi) = qi
hi

= q̄i

h̄i
− q̄i

h̄2
i

ĥi + 1
h̄i
q̂i.

Ainsi,

f(ĥi, q̂i) = q̂i

ĥi
= q̄i

h̄i
− q̄i

h̄2
i

ĥi + 1
h̄i
q̂i

et par conséquent on a

∂q̂i
∂t

= h̄i
∂

∂t

(
q̂i

ĥi

)
+ q̄i

h̄i

∂ĥi
∂t
. (3.25)

En remplaçant ∂q̂i
∂t

par h̄i
∂

∂t

(
q̂i

ĥi

)
+ q̄i

h̄i

∂ĥi
∂t

dans (3.24) on obtient :

h̄i
∂

∂t

(
q̂i

ĥi

)
+ q̄i

h̄i

∂ĥi
∂t

+ 2 q̄i

lih̄i

∂q̂i
∂x

+
(
glih̄i −

q̄2
i

lih̄2
i

)
∂ĥi
∂x

= 0. (3.26)

Or

∂ĥi
∂t

= −1
li

∂q̂i
∂x

. (3.27)

En substituant ∂ĥi
∂t

par −1
li

∂q̂i
∂x

dans (3.26) on obtient ;

h̄i
∂

∂t

(
q̂i

ĥi

)
− q̄i

lih̄i

∂q̂i
∂x

+ 2 q̄i

lih̄i

∂q̂i
∂x

+
(
glih̄i −

q̄2
i

lih̄2
i

)
∂ĥi
∂x

= 0. (3.28)

Puis en divisant l’équation (3.28) par lih̄i, on obtient alors après simplification
l’équation

∂

∂t

(
q̂i

liĥi

)
+ q̄i

l2i h̄
2
i

∂q̂i
∂x

+
(
g − q̄2

i

l2i h̄
3
i

)
∂ĥi
∂x

= 0. (3.29)

Cette équation s’écrit :

∂

∂t

(
q̂i

liĥi

)
+ ∂

∂x

(
q̄i

l2i h̄
2
i

q̂i +
(
g − q̄2

i

l2i h̄
3
i

)
ĥi

)
= 0 (3.30)

où encore sous la forme plus compacte :

∂V̂i
∂t

+ ∂Ŝi
∂x

= 0 (3.31)
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où :

V̂i = q̂i

liĥi
et Ŝi = q̄i

l2i h̄
2
i

q̂i +
(
g − q̄2

i

l2i h̄
3
i

)
ĥi. (3.32)

désignent respectivement la vitesse moyenne et l’énergie mécanique.
Ainsi, en se référent à (1.40) et (1.44) du chapitre 1 on peut écrire la continuité
de l’énergie dans le réseau qui donne :

Ŝ1 = Ŝj, j = 2, 3 où Ŝi = γiĥi(t, xi) + βiq̂i(t, xi), i = 1, 2, 3 (3.33)

avec :

βi = q̄i

l2i h̄
2
i

= 1
2δiσi, γi = g − q̄2

i

l2i h̄
3
i

= δiρi, et δi = 1
lih̄i

. (3.34)

On a par ailleurs (pour le flux total) :

3∑
i=1

εiqi(t, xi) =
3∑
i=1

εi (q̄i(t, xi) + q̂i(t, xi))

=
3∑
i=1

εiq̄i(t, xi) +
3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) = 0 en M.

Puisque
3∑
i=1

εiq̄i(t, xi) = 0 en M,

on a alors
3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) = 0 en M. (3.35)

Avec (3.23),(3.33) et (3.35) la solution (ĥi, q̂i) satisfait finalement le système
suivant :

(a) ∂ĥi
∂t

+ 1
li

∂q̂i
∂x

= 0, x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3

(b) ∂q̂i
∂t

+ σi
∂q̂i
∂x

+ ρi
∂ĥi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3
(c) ∑3

i=1 εiq̂i(t, xi) = 0 en M

(d) Ŝ1 = Ŝj, j = 2, 3 ; Ŝi = γiĥi(t, xi) + βiq̂i(t, xi)

(3.36)

avec la condition initiale :

ĥi(0, x) = ĥ0
i (x), q̂i(0, x) = q̂0

i (x) (3.37)
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avec les conditions aux limites :

q̂1(t, 0) = q̂1,0(t), q̂2(t, L2) = q̂2,L2(t), q̂3(t, L3) = q̂3,L3(t), (3.38)

En utilisant (3.19), nous avons σi ≥ 0, ρi > 0, βi ≥ 0 et γi > 0.
Les fonctions q̂1,0(t), q̂2,L2(t) et q̂3,L3(t) sont les contrôles rétroactifs à prescrire
de telle manière qu’ils donnent une convergence exponentielle de (ĥi, q̂i) vers
zéro.

3.4 Variables caractéristiques
Le système (3.36.a–b) peut s’écrire :

∂Ui
∂t

+ Ai
∂Ui
∂x

= 0 (3.39)

où

Ui =
(
ĥi
q̂i

)
Ai =

(
0 1

li

ρi σi

)

Le système (3.36.a–b) s’écrit en deux équations indépendantes comme suit :

dwij
dt

= ∂wij
∂t

+ λij
∂wij
∂x

= 0, j = 1, 2. (3.40)

De plus (3.19) et la direction de l’écoulement entrainent :

λi1 < 0 < λi2 et λi1 + λi2 ≥ 0 (3.41)

respectivement.
On peut remarquer une relation entre (σi, ρi) définis dans (3.22) et (λi1, λi2) :

σi = λi1 + λi2 = λi2 − |λi1| et ρi = li|λi1|λi2. (3.42)

Par analogie au chapitre précédent la résolution des équations indépendantes
donne

wi1 = liĥi −
1
λi2

q̂i et wi2 = liĥi −
1
λi1

q̂i. (3.43)

Ici, λi1 et λi2 sont les valeurs propres de Ai définies par

λi1 = q̄i

lih̄i
− ci et λi2 = q̄i

lih̄i
+ ci (3.44)

avec

ci =
√
gh̄i. (3.45)
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On réécrit (3.36.c–e) en exprimant les variables caractéristiques entrantes en M
(i.e w11(t, L1), w22(t, 0) et w32(t, 0)) en fonctions de variables caractéristiques
sortantes à M (i.e w12(t, L1), w21(t, 0) et w31(t, 0)). On a alors :

(a) q̂1(t, x1)− q̂2(t, x2)− q̂3(t, x3) = 0

(b) γ1ĥ1(t, x1) + β1q̂1(t, x1) = γ2ĥ2(t, x2) + β2q̂2(t, x2)

(c) γ1ĥ1(t, x1) + β1q̂1(t, x1) = γ3ĥ3(t, x3) + β3q̂3(t, x3)

(3.46)

De (3.43) on obtient

liĥi = wi1 + 1
λi2

q̂i et liĥi = wi2 + 1
λi1

q̂i.

On en déduit que :

q̂i = λi1λi2
λi2 − λi1

(wi1 − wi2).

En d’autres termes on a

q̂i = λi1λi2
λi2 − λi1

wi1 −
λi1λi2
λi2 − λi1

wi2 (3.47)

et de ce fait

ĥi = wi1
li

+ 1
λi2li

λi1λi2
λi2 − λi1

(wi1 − wi2).

Ce qui donne après simplification le résultat

ĥi = λi2
λi2 − λi1

wi1
li
− λi1
λi2 − λi1

wi2
li
. (3.48)

Ainsi, (3.46.a) entraine :
λ11λ12

λ12 − λ11
w11(t, L1)− λ11λ12

λ12 − λ11
w12(t, L1)

−
(

λ21λ22

λ22 − λ21
w21(t, 0)− λ21λ22

λ22 − λ21
w22(t, 0)

)

−
(

λ31λ32

λ32 − λ31
w31(t, 0)− λ31λ32

λ32 − λ31
w32(t, 0)

)
= 0.

Donc :
λ11λ12

λ12 − λ11
w11(t, L1) + λ21λ22

λ22 − λ21
w22(t, 0) + λ31λ32

λ32 − λ31
w32(t, 0)

= λ11λ12

λ12 − λ11
w12(t, L1) + λ21λ22

λ22 − λ21
w21(t, 0) + λ31λ32

λ32 − λ31
w31(t, 0).

(3.49)
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De même (3.46.b) entraine

γ1

(
λ12

λ12 − λ11

w11(t, L1)
l1

− λ11

λ12 − λ11

w12(t, L1)
l1

)

+ β1

(
λ11λ12

λ12 − λ11
w11(t, L1)− λ11λ12

λ12 − λ11
w12(t, L1)

)

= γ2

(
λ22

λ22 − λ21

w21(t, 0)
l2

− λ21

λ22 − λ21

w22(t, 0)
l2

)

+ β2

(
λ21λ22

λ22 − λ21
w21(t, 0)− λ21λ22

λ22 − λ21
w22(t, 0)

)

qui donne ensuite par réarrangement l’expression :
λ12

λ12 − λ11

(
γ1

l1
+ β1λ11

)
w11(t, L1)

+ λ21

λ22 − λ21

(
γ2

l2
+ β2λ22

)
w22(t, 0)

= λ11

λ12 − λ11

(
γ1

l1
+ β1λ12

)
w12(t, L1)

+ λ22

λ22 − λ21

(
γ2

l2
+ β2λ21

)
w21(t, 0).

En posant :

χ1 = γ1

l1
+ β1λ11, χ2 = γ2

l2
+ β2λ21,

κ1 = γ1

l1
+ β1λ12 et κ2 = γ2

l2
+ β2λ22 (3.50)

on obtient finalement de (3.46.b) que :

λ12

λ12 − λ11
χ1w11(t, L1) + λ21

λ22 − λ21
κ2w22(t, 0)

= λ11

λ12 − λ11
κ1w12(t, L1) + λ22

λ22 − λ21
χ2w21(t, 0) (3.51)

A partir de (3.46.c) en raisonnant de la même manière que (3.46.b) on trouve

λ12

λ12 − λ11
χ1w11(t, L1) + λ31

λ32 − λ31
κ3w32(t, 0)

= λ11

λ12 − λ11
κ1w13(t, L1) + λ32

λ32 − λ31
χ3w31(t, 0) (3.52)
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avec

χ3 = γ1

l3
+ β3λ31 et κ3 = γ3

l3
+ β3λ32 (3.53)

On obtient de (3.49), (3.51) et (3.52) le système, sous forme matricielle :

B

 w11(t, L1)
w22(t, 0)
w32(t, 0)

 = C

 w12(t, L1)
w21(t, 0)
w31(t, 0)

 (3.54)

où

B =


λ11λ12
λ12−λ11

λ21λ22
λ22−λ21

λ31λ32
λ32−λ31

λ12
λ12−λ11

χ1
λ21

λ22−λ21
κ2 0

λ12
λ12−λ11

χ1 0 λ31
λ32−λ31

κ3

 (3.55)

et

C =


λ11λ12
λ12−λ11

λ21λ22
λ22−λ21

λ31λ32
λ32−λ31

λ11
λ12−λ11

κ1
λ22

λ22−λ21
χ2 0

λ12
λ12−λ11

κ1 0 λ32
λ32−λ31

χ3

 . (3.56)

Ici :
χi = γi

li
+ λi1βi et κi = γi

li
+ λi2βi.

En considérant les déterminants des matrices B et C, il s’ensuit directement
que les matrices B et C sont inversibles si la condition (3.41) est satisfaite.
En effet :

detB = λ21λ22

λ22 − λ21

∣∣∣∣∣∣
λ12

λ12−λ11
χ1 0

λ12
λ12−λ11

χ1
λ31

λ32−λ31
κ3

∣∣∣∣∣∣
− λ21

λ22 − λ21
κ2

∣∣∣∣∣∣
λ11λ12
λ12−λ11

λ31λ32
λ32−λ31

λ12
λ12−λ11

χ1
λ31

λ32−λ31
κ3

∣∣∣∣∣∣
=⇒ detB = λ21λ22

λ22 − λ21

(
λ12

λ12 − λ11
χ1 ∗

λ31

λ32 − λ31
κ3

)

− λ21

λ22 − λ21
κ2

(
λ11λ12

λ12 − λ11
∗ λ31

λ32 − λ31
κ3 −

λ31λ32

λ32 − λ31
∗ λ12

λ12 − λ11
χ1

)

=⇒ detB = λ21λ12λ31

(λ22 − λ21)(λ12 − λ11)(λ32 − λ31)

∗ (λ22χ1κ3 − λ11κ2κ3 + λ32χ1κ2)
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En supposant que la condition (3.41) est vérifiée on a alors les inégalités
suivantes :

λ11 < 0 < λ12 ; λ11 + λ12 ≥ 0 =⇒ λ12 − λ11 > 0,
λ21 < 0 < λ22 ; λ21 + λ22 ≥ 0 =⇒ λ22 − λ21 > 0,
λ31 < 0 < λ32 ; λ31 + λ32 ≥ 0 =⇒ λ32 − λ31 > 0.

Ainsi,
λ21λ12λ31

(λ22 − λ21)(λ12 − λ11)(λ32 − λ31) > 0

et (λ22χ1κ3 − λ11κ2κ3 + λ32χ1κ2) 6= 0.

D’où detB 6= 0 c’est-à-dire B est inversible.
De même on a

detC = λ21λ22

λ22 − λ21

∣∣∣∣∣∣
λ11

λ12−λ11
κ1 0

λ12
λ12−λ11

κ1
λ32

λ32−λ31
χ3

∣∣∣∣∣∣
− λ22

λ22 − λ21
χ2

∣∣∣∣∣∣
λ11λ12
λ12−λ11

λ31λ32
λ32−λ31

λ12
λ12−λ11

κ1
λ32

λ32−λ31
χ3

∣∣∣∣∣∣
=⇒ detC = λ21λ22

λ22 − λ21
∗ λ11

λ12 − λ11
κ1 ∗

λ32

λ32 − λ31
χ3

− λ22

λ22 − λ21
χ2

(
λ11λ12

λ12 − λ11
∗ λ32

λ32 − λ31
χ3 −

λ31λ32

λ32 − λ31
∗ λ12

λ12 − λ11
κ1

)

=⇒ detC = λ22λ32

(λ22 − λ21)(λ12 − λ11)(λ32 − λ31)

∗ (λ21λ11χ3κ1 − λ11λ12χ2χ3 + λ12λ31χ2κ1) .

En supposant que la condition (3.41) est vérifié on a alors les inégalités sui-
vantes :

λ11 < 0 < λ12 ; λ11 + λ12 ≥ 0 =⇒ λ12 − λ11 > 0,
λ21 < 0 < λ22 ; λ21 + λ22 ≥ 0 =⇒ λ22 − λ21 > 0,
λ31 < 0 < λ32 ; λ31 + λ32 ≥ 0 =⇒ λ32 − λ31 > 0.

Ainsi,
λ22λ32

(λ22 − λ21)(λ12 − λ11)(λ32 − λ31) > 0

et (λ21λ11χ3κ1 − λ11λ12χ2χ3 + λ12λ31χ2κ1) 6= 0.
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D’où detC 6= 0 c’est-à-dire C est inversible.
Le contrôle rétroactif pour le cas du réseau repose sur le fait qu’il est possible
d’exprimer des variables caractéristiques sortantes aux extrémité libres du
réseau (w11(t, 0), w22(t, L2), w32(t, L3)) en termes de données initiales et de la
solution aux extrémités libres à des moments antérieurs.
Ainsi, nous formulons ce qui suit :

Lemme 2. Les variables caractéristiques sortantes aux extrémités libres du
réseau satisfont :  w11(t, 0)

w22(t, L2)
w32(t, L3)

 =

 b1(t)
b2(t)
b3(t)

 (3.57)

où bi, (i = 1, 2, 3, ) ne dépendent que de la condition initiale et de la solution aux
extrémités à des moments antérieurs τ = t− δt avec δt ≥ min

(
L1
|λ11| ,

L2
λ22
, L3
λ32

)
.

La preuve du lemme 2 :
On distingue deux cas :

Figure 3.2 – Les caractéristiques aux extrémités du réseau et leurs points
de départ. Pour un temps t tel que t ≤ L1

|λ11| pour le canal 1, t ≤ L2
λ22

pour le
canal 2 et t ≤ L3

λ32
pour le canal 3, les points de départ sont dans les canaux

correspondants. Sinon, les points de départ sont à la jonction M
.

• Cas A : Lorsque la caractéristique sortante à l’extrémité libre, commence
à partir d’un point à l’intérieur du domaine (lignes en pointillés sur la
figure 3.2). Ce cas se produit lorsque t ≤ L1

|λ11| pour le canal 1, t ≤ L2
λ22

pour le canal 2 et t ≤ L3
λ32

pour le canal 3.
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En utilisant (3.40), les relations suivantes sont vérifiées :

w11(t, 0) = w11(0, y1), y1 = |λ11|t, (3.58)
w22(t, L2) = w22(0, y2), y2 = L2 − λ22t, (3.59)
w32(t, L3) = w32(0, y3), y3 = L3 − λ32t. (3.60)

• Cas B : Lorsque la caractéristique sortante à l’extrémité libre, commence à
partir de M (lignes fortes sur la figure 3.2). Ce cas implique les conditions
de jonction et se produit lorsque t ≥ L1

|λ11| pour le canal 1, t ≥ L2
λ22

pour le
canal 2 et t ≥ L3

λ32
pour le canal 3.

En utilisant (3.40), les relations suivantes sont vérifiées :

w11(t, 0) = w11(t− L1

|λ11|
, L1), (3.61)

w22(t, L2) = w22(t− L2

λ22
, 0), (3.62)

w32(t, L3) = w32(t− L3

λ32
, 0). (3.63)

En utilisant (3.54) on a w11(t, L1)
w22(t, 0)
w32(t, 0)

 = D

 w12(t, L1)
w21(t, 0)
w31(t, 0)

 (3.64)

où : D = (dij)1≤i,j≤3 = B−1C. Par conséquent, de (3.61) et (3.63), nous
obtenons :  w11(t+ L1/|λ11|, 0)

w22(t+ L2/λ22, L2)
w32(t+ L3/λ32, L3)

 = D

 w12(t, L1)
w21(t, 0)
w31(t, 0)

 . (3.65)

Notons que l’on peut dériver des relations similaires à (3.58 - 3.60) et (3.61 -
3.63) pour w12, w21 et w31 à la jonction M.
En effet (voir Figure 3.3) : .

w12(t, L1) =

 w12(0, L1 − λ12t), t ∈ [0, L1
λ12

],
w12(t− L1

λ12
, 0), t ≥ L1

λ12
,

(3.66)

w21(t, 0) =

 w21(0, |λ21|t), t ∈ [0, L2
|λ21| ],

w21(t− L2
|λ21| , L2), t ≥ L2

|λ21| ,
(3.67)

w31(t, 0) =

 w31(0, |λ31|t), t ∈ [0, L3
|λ31| ],

w31(t− L3
|λ31| , L3), t ≥ L3

|λ31| .
(3.68)
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Figure 3.3 – Courbes caractéristiques pour w12, w21 et w31
.

Nous dénotons

b1(t) =


w11(0, |λ11|t), t ≤ L1

|λ11| ;
d11w12(t− L1

|λ11| , L1) + d12w21(t− L1
|λ11| , 0)

+d13w31(t− L1
|λ11| , 0), t ≥ L1

|λ11| ;
(3.69)

b2(t) =


w22(0, L2 − λ22t), t ≤ L2

λ22
;

d21w12(t− L2
λ22
, L1) + d22w21(t− L2

λ22
, 0)

+d23w31(t− L2
λ22
, 0), t ≥ L2

λ22
;

(3.70)

b3(t) =


w32(0, L3 − λ32t), t ≤ L3

λ32
;

d31w12(t− L3
λ32
, L1) + d32w21(t− L3

λ32
, 0)

+d33w31(t− L3
λ32
, 0), t ≥ L3

λ32
.

(3.71)

Nous avons donc prouvé le lemme 2. q

3.4.1 Formulation faible pour le réseau
Les conditions de jonction seront prises en compte dans la formulation faible

du réseau.
Soit (ψi, φi) ∈ (H1(]0, Li[))2.
Multiplions (3.36.c) par γ1ψ(x1), γ2ψ(x2), γ3ψ(x3) respectivement. On obtient
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le système :
γ1ψ(x1)q̂1(t, x1)− γ1ψ(x1)q̂2(t, x2)− γ1ψ(x1)q̂3(t, x3) = 0
γ2ψ(x2)q̂1(t, x1)− γ2ψ(x2)q̂2(t, x2)− γ2ψ(x2)q̂3(t, x3) = 0
γ3ψ(x3)q̂1(t, x1)− γ3ψ(x3)q̂2(t, x2)− γ3ψ(x3)q̂3(t, x3) = 0.

La combinaison de ces équations donne l’équation :

γ1ψ(x1)q̂1(t, x1)− γ2ψ(x2)q̂2(t, x2)− γ3ψ(x3)q̂3(t, x3)
= γ1ψ(x1)q̂2(t, x2) + γ1ψ(x1)q̂3(t, x3)− γ2ψ(x2)q̂1(t, x1)
+ γ2ψ(x2)q̂3(t, x3)− γ3ψ(x3)q̂1(t, x1) + γ3ψ(x3)q̂2(t, x2)

qui s’écrit :

3∑
i=1

εiγiψ(xi)q̂i(t, xi) =γ1ψ(x1)q̂2(t, x2) + γ1ψ(x1)q̂3(t, x3)

− γ2ψ(x2)q̂1(t, x1) + γ2ψ(x2)q̂3(t, x3)

− γ3ψ(x3)q̂1(t, x1) + γ3ψ(x3)q̂2(t, x2). (3.72)

De (3.36.c) on a :

q̂3(t, x3) = q̂1(t, x1)− q̂2(t, x2).

Ainsi (3.72) donne :

3∑
i=1

εiγiψ(xi)q̂i(t, xi)

= γ1ψ(x1)q̂2(t, x2) + γ1ψ(x1) (q̂1(t, x1)− q̂2(t, x2))

− γ2ψ(x2)q̂1(t, x1) + γ2ψ(x2) (q̂1(t, x1)− q̂2(t, x2))

− γ3ψ(x3)q̂1(t, x1) + γ3ψ(x3)q̂2(t, x2)

et on trouve :
3∑
i=1

εiγiψ(xi)q̂i(t, xi) = (γ1ψ(x1)− γ3ψ(x3)) q̂1(t, x1)

− (γ2ψ(x2)− γ3ψ(x3)) q̂2(t, x2). (3.73)

Posons :

Υi = γiψ(xi)− γ3ψ(x3).
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Alors (3.73) s’écrit :
3∑
i=1

εiγiψ(xi)q̂i(t, xi) =
2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi). (3.74)

De même en multipliant Ŝi définie en (3.36.d) par φ(xi) alors

φ(xi)Ŝi = γiφ(xi)ĥi(t, xi) + βiφ(xi)q̂i(t, xi).

De ce fait

βiφ(xi)q̂i(t, xi) = φ(xi)Ŝi − γiφ(xi)ĥi(t, xi). (3.75)

Pour i allant de 1 à 3 (3.75) entraine :
β1φ(x1)q̂1(t, x1) = φ(x1)Ŝ1 − γ1φ(x1)ĥi(t, x1)

β2φ(xi)q̂2(t, x2) = φ(x2)Ŝ2 − γ2φ(x2)ĥ2(t, x2)

β3φ(x3)q̂3(t, x3) = φ(x3)Ŝ3 − γ3φ(x3)ĥ3(t, x3)

Puisque Ŝ1 = Ŝ2 et Ŝ1 = Ŝ3 on obtient a :
β1φ(x1)q̂1(t, x1) = φ(x1)Ŝ1 − γ1φ(x1)ĥi(t, x1)

−β2φ(xi)q̂2(t, x2) = −φ(x2)Ŝ1 + γ2φ(x2)ĥ2(t, x2)

−β3φ(x3)q̂3(t, x3) = −φ(x3)Ŝ1 + γ3φ(x3)ĥ3(t, x3)

On en déduit que :
3∑
i=1

εiβiφ(xi)q̂i(t, xi) = Ŝ1

3∑
i=1

εiφ(xi)−
3∑
i=1

εiφ(xi)γiĥi(t, xi). (3.76)

(3.74) et (3.76) sont des égalités liées aux conditions de jonction.

3.4.1.1 Pour la loi de conservation de masse :

Quelque soit ψi ∈ H1(]0, Li[), nous multiplions (3.36.a) par liγiψi, puis
intégrons par parties et sommons enfin suivant les i.
La multiplication de (3.36a) par liγiψi donne :

liγiψi
∂ĥi
∂t

+ γiψi
∂q̂i
∂x

= 0, x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3 (3.77)

L’intégration de (3.77) conduit à :
Li∫

0i

liγiψi
∂ĥi
∂t
dx+

Li∫
0i

γiψi
∂q̂i
∂x

dx = 0, x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3 (3.78)
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puis en intégrant par parties le second terme de (3.78) on obtient :

Li∫
0i

liγiψi∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ψiγi)
∂x

 dx
+ γiψ(Li)q̂i(t, Li)− γiψ(0)q̂i(t, 0)) = 0 ; i = 1, 2, 3 (3.79)

Ainsi en sommant suivant i, (3.79) entraine :

3∑
i=1

Li∫
0i

[
liγiψi

∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ψiγi)
∂x

]
dx

+ [γ1ψ(L1)q̂1(t, L1)− γ2ψ(0)q̂2(t, 0)− γ3ψ(0)q̂3(t, 0)]

− γ1ψ(0)q̂1(t, 0) + γ2ψ(L2)q̂2(t, L2) + γ3ψ(L3)q̂3(t, L3) = 0

ou encore :

3∑
i=1

Li∫
0i

liγiψi∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ψiγi)
∂x

 dx
+ [γ1ψ(x1)q̂1(t, x1)− γ2ψ(x2)q̂(t, x2)− γ3ψ(x3)q̂(t, x3)]

− γ1ψ(0)q̂1(t, 0) + γ2ψ(L2)q̂2(t, L2) + γ3ψ(L3)q̂3(t, L3) = 0

Donc :

3∑
i=1

Li∫
0i

liγiψi∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ψiγi)
∂x

 dx
+

3∑
i=1

εiγiψ(xi)q̂i(t, xi)− γ1ψ(0)q̂1,0(t)

+ γ2ψ(L2)q̂2,L2(t) + γ3ψ(L3)q̂3,L3(t) = 0.

Grâce à l’égalité (3.74) on obtient alors la formulation faible suivante de la loi
de conservation de la masse :

3∑
i=1

Li∫
0i

liγiψi∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ψiγi)
∂x

 dx+
2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi)

− γ1ψ(0)q̂1,0(t) + γ2ψ(L2)q̂2,L2(t) + γ3ψ(L3)q̂3,L3(t) = 0. (3.80)
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3.4.1.2 Pour la loi de conservation des moments :

Quelque soit φi élément de H1(]0, Li[), nous multiplions (3.36.b) par δiφi,
puis intégrons par parties et additionnons enfin suivant les i.
Le produit de (3.36.b) et δiφi donne :

δiφi
∂q̂i
∂t

+ δiφiσi
∂q̂i
∂x

+ δiφiρi
∂ĥi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3. (3.81)

On a : βi = 1
2δiσi, et γi = δiρi,.

Par conséquent dans (3.81) on remplace σi par
2βi
δi

et ρi par
γi
δi
. Cela entraine :

δiφi
∂q̂i
∂t

+ 2βiφi
∂q̂i
∂x

+ γiφi
∂ĥi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3. (3.82)

On intègre par la suite (3.82) de 0 à Li, cela donne :

Li∫
0

δiφi
∂q̂i
∂t
dx+

Li∫
0

2βiφi
∂q̂i
∂x

dx+
Li∫
0

γiφi
∂ĥi
∂x

dx = 0, i = 1, 2, 3. (3.83)

On intègre ensuite par parties le second et le troisième terme de (3.83). Cela
conduit à

Li∫
0

δiφi
∂q̂i
∂t
dx−

Li∫
0

2q̂i
∂(βiφi)
∂x

dx+ 2βiφ(Li)q̂i(t, Li)− 2βiφ(0)q̂i(t, 0)

−
Li∫
0

ĥi
∂(γiφi)
∂x

dx+ γiφ(Li)ĥi(t, Li)− γiφ(0)ĥi(t, 0) = 0, i = 1, 2, 3.

qui vaut :

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+ 2βiφ(Li)q̂i(t, Li)− 2βiφ(0)q̂i(t, 0)

+ γiφ(Li)ĥi(t, Li)− γiφ(0)ĥi(t, 0) = 0, i = 1, 2, 3.
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La sommation pour i allant de 1 à 3 implique alors :

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+ 2β1φ(L1)q̂1(t, L1)− 2β1φ(0)q̂1(t, 0)

+ 2β2φ(L2)q̂2(t, L2)− 2β2φ(0)q̂2(t, 0)

+ 2β3φ(L3)q̂3(t, L3)− 2β3φ(0)q̂3(t, 0)

+ γ1φ(L1)ĥ1(t, L1)− γ1φ(0)ĥ1(t, 0)

+ γ2φ(L2)ĥ2(t, L2)− γ2φ(0)ĥ2(t, 0)

+ γ3φ(L3)ĥ3(t, L3)− γ3φ(0)ĥ3(t, 0) = 0.

Un réarrangement des termes de l’équation donne :

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+ 2 (β1φ(L1)q̂1(t, L1)− β2φ(0)q̂2(t, 0)− β3φ(0)q̂3(t, 0))

+ γ1φ(L1)ĥ1(t, L1)− γ2φ(0)ĥ2(t, 0)− γ3φ(0)ĥ3(t, 0)

− 2β1φ(0)q̂1(t, 0) + 2β2φ(L2)q̂2(t, L2) + 2β3φ(L3)q̂3(t, L3)

− γ1φ(0)ĥ1(t, 0) + γ2φ(L2)ĥ2(t, L2) + γ3φ(L3)ĥ3(t, L3) = 0

donc :

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+ 2
3∑
i=1

εiβiφ(xi)q̂i(t, xi) +
3∑
i=1

εiφ(xi)γiĥi(t, xi)

− 2β1φ(0)q̂1(t, 0) + 2β2φ(L2)q̂2(t, L2) + 2β3φ(L3)q̂3(t, L3)

− γ1φ(0)ĥ1(t, 0) + γ2φ(L2)ĥ2(t, L2) + γ3φ(L3)ĥ3(t, L3) = 0.
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Ainsi, grâce à l’égalité (3.76) on a

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+ 2
(
Ŝ1

3∑
i=1

εiφ(xi)−
3∑
i=1

εiφ(xi)γiĥi(t, xi)
)

+
3∑
i=1

εiφ(xi)γiĥi(t, xi)

− 2β1φ(0)q̂1(t, 0) + 2β2φ(L2)q̂2(t, L2) + 2β3φ(L3)q̂3(t, L3)

− γ1φ(0)ĥ1(t, 0) + γ2φ(L2)ĥ2(t, L2) + γ3φ(L3)ĥ3(t, L3) = 0.

On obtient alors la formulation faible suivante pour la loi de conservation des
moments :

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiφi

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiφi)
∂x

− ĥi
∂(γiφi)
∂x

]
dx

+
3∑
i=1

εiφ(xi)
(
2Ŝ1 − γiĥi(t, xi)

)
− 2β1φ(0)q̂1,0(t) + 2β2φ(L2)q̂2,L2(t))

+ 2β3φ(L3)q̂3,L3(t)− γ1φ(0)ĥ1(t, 0)

+ γ2φ(L2)ĥ2(t, L2) + γ3φ(L3)ĥ3(t, L3) = 0. (3.84)

Les estimations (3.80) et (3.84) seront utilisées dans la suite.

3.5 Estimation d’énergie a priori
Des contrôles rétroactifs ont été dérivés dans ([19, 20]) pour stabiliser le

problème du réseau d’écoulement de gaz autour d’un état stationnaire donné.
L’approche utilisée dans [19] n’est pas la même que notre approche. La différence
réside dans la façon dont la fonction Lyapounov est définie et comment le taux
de changement de la fonction Lyapounov est traité pour dériver les contrôles.
Nous considérons un réseau similaire mais les conditions de jonction sont
différentes.
Une relation entre ĥi et q̂i est utilisée pour exprimer la variation temporelle
de l’énergie de (2.19) au coté droit comme un polynôme de second ordre en
termes de q̂i. Ce polynôme du second ordre est traité de manière à obtenir une
décroissance exponentielle de l’énergie. Nous définissons l’énergie du flux dans
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le réseau par :

E(t) =
3∑
i=1

(∥∥∥√liγiĥi(t)∥∥∥2

2,Ω
+
∥∥∥√δiq̂i(t)∥∥∥2

2,Ω

)
=

3∑
i=1

Li∫
0

(
liγiĥ

2
i + δiq̂

2
i

)
dx

(3.85)

où γi et δi sont définis dans (3.34).

3.5.1 Variation temporelle de l’énergie
La variation temporelle de l’énergie est obtenue en dérivant (3.85) par

rapport au temps.
La dérivation de (3.85) par rapport au temps donne :

dE(t)
dt

= d

dt

3∑
i=1

Li∫
0

(
liγiĥ

2
i + δiq̂

2
i

)
dx. (3.86)

En appliquant la règle de Leibnitz à (3.86) on obtient alors :

1
2
dE(t)
dt

=
3∑
i=1

Li∫
0

liγiĥi
∂ĥi
∂t
dx+

3∑
i=1

Li∫
0

δiq̂i
∂q̂i
∂t
dx. (3.87)

Considérons (ψi, φi) = (ĥi, q̂i) dans (3.80-3.84). Alors :
-De la formulation faible (3.80) pour la loi de conservation de la masse on
aboutit à :

3∑
i=1

Li∫
0i

[
liγiĥi

∂ĥi
∂t
− q̂i

∂(ĥiγi)
∂x

]
dx+

2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi)

− γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t) + γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t) + γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t) = 0.

Donc

3∑
i=1

Li∫
0i

liγiĥi
∂ĥi
∂t
dx =

3∑
i=1

Li∫
0i

q̂i
∂(ĥiγi)
∂x

dx−
2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi)

+ γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t)− γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t)− γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t). (3.88)
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De la formulation faible (3.84) pour la loi de conservation des moments on
obtient :

3∑
i=1

Li∫
0

[
δiq̂i

∂q̂i
∂t
− 2q̂i

∂(βiq̂i)
∂x

− ĥi
∂(γiq̂i)
∂x

]
dx)

+
3∑
i=1

εiq̂i(xi)
(
2Ŝ1 − γiĥi(t, xi)

)
− 2β1q̂1(t, 0)q̂1,0(t) + 2β2q̂2(t, L2)q̂2,L2(t)

+ 2β3q̂3(t, L3)q̂3,L3(t)− γ1q̂1(t, 0)ĥ1(t, 0)

+ γ2q̂2(t, L2)ĥ2(t, L2) + γ3q̂3(t, L3)ĥ3(t, L3) = 0.

Donc :

3∑
i=1

Li∫
0

δiq̂i
∂q̂i
∂t
dx =

3∑
i=1

Li∫
0i

2q̂i
∂(βiq̂i)
∂x

dx+
3∑
i=1

Li∫
0i

ĥi
∂(γiq̂i)
∂x

dx

−
3∑
i=1

εiq̂i(xi)
(
2Ŝ1 − γiĥi(t, xi)

)
+ 2β1q̂

2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)

− γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3) (3.89)

et puis par combinaison de (3.88) et (3.89) on a :

3∑
i=1

Li∫
0i

liγiĥi
∂ĥi
∂t
dx+

3∑
i=1

Li∫
0

δiq̂i
∂q̂i
∂t
dx

=
3∑
i=1

Li∫
0i

q̂i
∂(ĥiγi)
∂x

dx+
3∑
i=1

Li∫
0i

ĥi
∂(γiq̂i)
∂x

dx+
3∑
i=1

Li∫
0i

2q̂i
∂(βiq̂i)
∂x

dx

+ 2β1q̂
2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ 2γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− 2γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)− 2γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3)

− 2Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) +
3∑
i=1

εiγiq̂i(t, xi)ĥi(t, xi)−
2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi) (3.90)

Nous avons le lemme suivant :
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Lemme 3. Si (3.36c) et (3.36d) sont satisfaits, alors :

−2Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) +
3∑
i=1

εiγiq̂i(t, xi)ĥi(t, xi)−
2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi) = 0. (3.91)

Preuve : Supposons que (3.36 c) est satisfait c’est-à-dire

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) = 0.

en multipliant cette somme par 2Ŝ1 on obtient l’égalité :

2Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) = 0.

D’un autre côté, posons ψi = ĥi dans (3.74) nous obtenons :

2∑
i=1

Υiεiq̂i(t, xi) =
3∑
i=1

εiγiĥi(t, xi)q̂i(t, xi).

q

D’après le lemme 3, (3.90) donne :

1
2
d

dt
E(t) =

3∑
i=1

Li∫
0i

q̂i∂(ĥiγi)
∂x

+ ĥi
∂(γiq̂i)
∂x

 dx+
3∑
i=1

Li∫
0i

∂(βiq̂2
i )

∂x
dx

+ 2β1q̂
2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ 2γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− 2γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)

− 2γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3), (3.92)

donc :

1
2
d

dt
E(t) =

3∑
i=1

Li∫
0i

∂(γiĥiq̂i)
∂x

dx+
3∑
i=1

Li∫
0i

∂(βiq̂2
i )

∂x
dx

+ 2β1q̂
2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ 2γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− 2γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)

− 2γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3). (3.93)
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Cela entraine

1
2
d

dt
E(t) =

3∑
i=1

[
γiq̂iĥi

]Li
0

+
3∑
i=1

[
βiq̂

2
i

]Li
0

+ 2β1q̂
2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ 2γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− 2γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)

− 2γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3). (3.94)

Après une réécriture des sommes ∑3
i=1

[
γiq̂iĥi

]Li
0

et ∑3
i=1 [βiq̂2

i ]
Li
0 de (3.94) on

obtient alors

1
2
d

dt
E(t) = + γ1q̂1(t, L1)ĥ1(t, L1) + γ2q̂2(t, L2)ĥ2(t, L2) + γ3q̂3(t, L3)ĥ3(t, L3)

− γ1q̂1(t, 0)ĥ1(t, 0)− γ2q̂2(t, 0)ĥ2(t, 0)− γ3q̂3(t, 0)ĥ3(t, 0)

+ β1q̂
2
1(t, L1) + β2q̂

2
2(t, L2) + β3q̂

2
3(t, L3)

− β1q̂
2
1(t, 0)− β2q̂

2
2(t, 0)− β3q̂

2
3(t, 0)

+ 2β1q̂
2
1,0(t)− 2β2q̂

2
2,L2(t)− 2β3q̂

2
3,L3(t)

+ 2γ1q̂1(0)ĥ1(t, 0)− 2γ2q̂2,L2(t)ĥ2(t, L2)

− 2γ3q̂3,L3(t)ĥ3(t, L3), (3.95)

puis avec un réarrangement de certains termes cela donne

1
2
d

dt
E(t) =− β2q̂

2
2,L2(t)− γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t)− β3q̂

2
3,L3(t)

− γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t) + β1q̂
2
1,0(t) + γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t)

+
(
γ1q̂1(t, L1)ĥ1(t, L1)− γ2q̂2(t, 0)ĥ2(t, 0)− γ3q̂3(t, 0)ĥ3(t, 0)

)
+
(
β1q̂

2
1(t, L1)− β2q̂

2
2(t, 0)− β3q̂

2
3(t, 0)

)
, (3.96)

ou tout simplement l’expression :

1
2
d

dt
E(t) =− β2q̂

2
2,L2(t)− γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t)− β3q̂

2
3,L3(t)

− γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t) + β1q̂
2
1,0(t) + γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t)

+
3∑
i=1

εi qi(t, xi)γiĥi(t, xi) +
3∑
i=1

εiβiq̂
2
i (t, xi). (3.97)
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D’après (3.76) on a
3∑
i=1

εi qi(t, xi)γiĥi(t, xi) +
3∑
i=1

εiβiq̂
2
i (t, xi) = Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi). (3.98)

Donc (3.97) se réduit à
1
2
d

dt
E(t) =− β2q̂

2
2,L2(t)− γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t)

− β3q̂
2
3,L3(t)− γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t)

+ β1q̂
2
1,0(t) + γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t)

+ Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi). (3.99)

Or d’après ce qui précède

Ŝ1

3∑
i=1

εiq̂i(t, xi) = 0.

On aboutit finalement à l’égalité
1
2
d

dt
E(t) =− β2q̂

2
2,L2(t)− γ2ĥ2(t, L2)q̂2,L2(t)− β3q̂

2
3,L3(t)

− γ3ĥ3(t, L3)q̂3,L3(t) + β1q̂
2
1,0(t) + γ1ĥ1(t, 0)q̂1,0(t). (3.100)

Remarque 11. La variation de l’énergie ne dépend donc que des données aux
extrémités libres du réseau.

De (3.43), on déduit que :

ĥ1(t, 0) = 1
l1λ12

q̂1,0(t) + 1
l1
w11(t, 0), (3.101)

ĥ2(t, L2) = 1
l2λ21

q̂2,L2(t) + 1
l2
w22(t, L2), (3.102)

ĥ3(t, L3) = 1
l3λ31

q̂3,L3(t) + 1
l3
w32(t, L3). (3.103)

Par conséquent, nous déduisons de (3.100) et du lemme 2 que :
1
2
∂

∂t
E(t) = a1q̂

2
1,0(t) + γ1

l1
b1(t)q̂1,0(t) + a2q̂

2
2,L2(t)

− γ2

l2
b2(t)q̂2,L2(t) + a3q̂

2
3,L3(t)− γ3

l3
b3(t)q̂3,L3(t) (3.104)

où ai = δi
2 (λi2 + |λi1|) > 0 ne dépend que de l’état stationnaire et les γi sont

définis dans (3.34).
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3.6 Conception de contrôles rétroactifs pour
le réseau en étoile et processus de stabili-
sation

En analysant (3.104) et s’appuyant sur le lemme 1 nous donnons la définition
qui suit.

Définition 18. Considérons trois fonctions arbitraires θ1, θ2 et θ3 : R+ −→
]0, 1] .
Nous définissons q̂1,0, q̂2,L2 et q̂3,L3 comme suit :

q̂1,0(t) = γ1

2l1a1

(√
1− θ1(t)− 1

)
b1(t)

q̂2,L2(t) = − γ2

2l2a2

(√
1− θ2(t)− 1

)
b2(t),

q̂3,L3(t) = − γ3

2l3a3

(√
1− θ3(t)− 1

)
b3(t), (3.105)

où ai = δi
2 (λi2 − λi1) > 0, γi sont donnés par (3.34) et bi (i = 1, 2, 3) sont

mentionnés dans le lemme 2.

Avec ces contrôles dans (3.104) et en appliquant le lemme 1 nous obtenons
finalement :

1
2
d

dt
E(t) = −

(
γ1b1(t)

)2

4l21a1
θ1(t)−

(
γ2b2(t)

)2

4l22a2
θ2(t) −

(
γ3b3(t)

)2

4l23a3
θ3(t). (3.106)

Dans la suite, les notations suivantes sont utilisées :

T0 = max
(
L1

|λ11|
,
L2

λ22
,
L3

λ32

)
+ max

(
L1

λ12
,
L2

|λ21|
,
L3

|λ31|

)
tk = kT0 ; k ∈ N,
Qi = [tk, tk+1]× [0, Li],

div ≡ ( ∂
∂t

,
∂

∂x
), (3.107)

H(div,Qi) = {V ∈ L2(Qi)2 ; divV ∈ L2(Qi)}.

Théorème 9. Soit tk = kT0 où T0 est donné par (3.107). Supposons que (3.41)
soit vrai, la condition initiale (ĥ0

i , q̂
0
i ) est continue dans [0, Li], θi (i = 1, 2, 3)

sont continus dans ]0, 1] et (q̂1,0, q̂2,L2 , q̂3,L3) satisfait (3.105). Alors (3.36) a
une solution unique (ĥi, q̂i)i=1,2,3 continue dans [tk, tk+1]× [0, Li] de telle sorte
que l’énergie est décroissante dans [tk, tk+1] et satisfait :

E(tk+1) ≤ (1−Θk)E(tk). (3.108)
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Ici, Θk = min
(
∆k

1,∆k
2,∆k

3

)
∈]0, 1[ ,

∆k
1 = min

(
|λ11|

λ12 + |λ11|
inf

x∈[0,L1]
θ1

(
tk + x

|λ11|

)
,
γ1ε

l1

)

∆k
2 = min

(
|λ21|

λ22 + |λ21|
inf

x∈[0,L2]
θ2

(
tk + L2 − x

λ22

)
,
γ2ε

l2

)

∆k
3 = min

(
|λ31|

λ32 + |λ31|
inf

x∈[0,L3]
θ3

(
tk + L3 − x

λ32

)
,
γ3ε

l3

)

et ε > 0 est donné par équivalence de normes.

Preuve du théorème 9 : D’une part l’existence et l’unicité de la solution
découlent de (3.43) et des constructions (3.69 - 3.71).
En effet avec (3.43) on forme le système suivant d’équations à deux inconnues
(ĥi, q̂i) : 

liĥi − 1
λi2
q̂i = wi1

liĥi − 1
λi1
q̂i = wi2.

Ce système donne la forme matricielle suivante :

BiUi = wi

avec

Ui =
(
ĥi
q̂i

)
, wi =

(
wi1
wi2

)
et Bi =

 li − 1
λi2

li − 1
λi1

 .
Par calcul on a :

detBi = l

(
1i
λi2

+ 1i
|λi1|

)
6= 0.

La matrice Bi est ainsi inversible d’où l’existence et l’unicité de la solution.
En intégrant (3.106) de 0 à t1 on a :

E(t1) = E(0)−
t1∫

0

(
γ1b1(t)

)2

2l21a1
θ1(t)dt−

t1∫
0

(
γ2b2(t)

)2

2l22a2
θ2(t)dt

−
t1∫

0

(
γ3b3(t)

)2

2l23a3
θ3(t)dt.
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Ensuite, en utilisant (bi) défini dans le lemme 2 et en changeant les variables
d’intégration, on a :

E(t1) ≤ E(0)− γ2
1

2l21a1|λ11|

L1∫
0

w2
11(0, x)θ1

(
x

|λ11|

)
dx

− γ2
2

2l22a2λ22

L2∫
0

w2
22(0, x)θ2

(
L2 − x
λ22

)
dx

− γ2
3

2l23a3λ32

L3∫
0

w2
32(0, x)θ3

(
L3 − x
λ32

)
dx (3.109)

− γ2
1

2l21a1

τ1∫
0

[
d11w12(s, L1) + ξ1(s, 0)

]2

θ1

(
s+ L1

|λ11|

)
ds

− γ2
2

2l22a2

τ2∫
0

[
d21w12(s, L1) + ξ2(s, 0)

]2

θ2

(
s+ L2

λ22

)
ds

− γ2
3

2l23a3

τ3∫
0

[
d31w12(s, L1) + ξ3(s, 0)

]2

θ3

(
s+ L3

λ32

)
ds

où ξi(s, 0) = di2w21(s, 0)+di3w31(s, 0), τ1 = t1− L1
|λ11| , τ2 = t1− L2

λ22
et τ3 = t1− L3

λ32
.

Définissons Γ j
i (i = 1, . . . , 3 ; j = 0, 1) comme suit :

Γ 0
1 = γ2

1
2l21a1|λ11|

inf
x∈[0,L1]

θ1

(
x

|λ11|

)

Γ 0
2 = γ2

2
2l22a2λ22

inf
x∈[0,L2]

θ2

(
L2 − x
λ22

)

Γ 0
3 = γ2

3
2l23a3λ32

inf
x∈[0,L3]

θ3

(
L3 − x
λ32

)

Γ 1
1 = γ2

1
2l21a1

inf
s∈
[
0,t1− L1

|λ11|

] θ1

(
s+ L1

|λ11|

)

Γ 1
2 = γ2

2
2l22a2

inf
s∈
[
0,t1− L2

λ22

] θ2

(
s+ L2

λ22

)

Γ 1
3 = γ2

3
2l23a3

inf
s∈
[
0,t1− L3

λ32

] θ3

(
s+ L3

λ32

)
,
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l’inégalité (3.109) s’écrit alors :

E(t1) ≤ E(0)− Γ 0
1

L1∫
0

w2
11(0, x)dx

− Γ 0
2

L2∫
0

w2
22(0, x)dx− Γ 0

3

L3∫
0

w2
32(0, x)dx

− Γ 1
1

τ1∫
0

(
d11w12(s, L1) + ξ1(s, 0)

)2

ds

− Γ 1
2

τ2∫
0

(
d21w12(s, L1) + ξ2(s, 0)

)2

ds

− Γ 1
3

τ3∫
0

(
d31w12(s, L1) + ξ3(s, 0)

)2

ds. (3.110)

De min (τ1, τ2, τ3) ≥ τ0 = max
(
L1
λ12
, L2
|λ21| ,

L3
|λ31|

)
l’inégalité (3.110) implique :

E(t1) ≤ E(0)−
τ0∫

0

||ADX||2ds− Γ 0
1

L1∫
0

w2
11(0, x)dx

− Γ 0
2

L2∫
0

w2
22(0, x)dx− Γ 0

3

L3∫
0

w2
32(0, x)dx (3.111)

ici D est donné en (3.64) et

A =

 Γ1
1 0 0

0 Γ1
2 0

0 0 Γ1
3

 , X =

 w12(s, L1)
w21(s, 0)
w31(s, 0)

 .
La matrice AD étant inversible, il existe ε > 0 tel que : −||ADX||2 ≤ −ε||X||2.
Ensuite, en considérant les identités (3.66 - 3.68) et l’estimation (3.111), on
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obtient :

E(t1) ≤ E(0)− Γ 0
1

L1∫
0

w2
11(0, x)dx− Γ 0

2

L2∫
0

w2
22(0, x)dx

− Γ 0
3

L3∫
0

w2
32(0, x)dx− ε

L1
λ12∫
0

w2
12(0, L1 − λ12s)ds

− ε

L2
|λ21|∫
0

w2
21(0, |λ21|s)ds− ε

L3
|λ31|∫
0

w2
31(0, |λ31|s)ds

soit l’estimation

E(t1) ≤ E(0)−Π0
1

L1∫
0

[
w2

11(0, x) + w2
12(0, x)

]
dx

−Π0
2

L2∫
0

[
w2

22(0, x) + w2
21(0, x)

]
dxr

−Π0
3

L3∫
0

[
w2

32(0, x) + w2
31(0, x)

]
dx (3.112)

où Π0
1 = min

(
Γ 0

1 ,
ε
λ12

)
, Π0

2 = min
(
Γ 0

2 ,
ε
|λ21|

)
et Π0

3 = min
(
Γ 0

3 ,
ε
|λ31|

)
.

Rappelons que (2.60), donne l’estimation suivante :

w2
i2(0, x) + w2

i1(0, x) ≥ li
γi

(
liγi(ĥ0

i (x))2 + δi(q̂0
i (x))2

)
. (3.113)

Notons ∆0
i = liΠ

0
i

γi
, puis en combinant (3.112) et (3.113), on obtient :

E(t1) ≤ E(0)−
(
∆0

1E1(0) + ∆0
2E2(0) + ∆0

3E3(0)
)

≤ (1−Θ0)E(0), (3.114)
où :

Θ0 = min
(
∆0

1,∆0
2,∆0

3

)
.

D’autre part, nous avons

∆0
2 = min

(
|λ21|

λ22 + |λ21|
inf

x∈[0,L2]
θ2

(
L2 − x
λ22

)
,
γ2ε

l2λ22

)
< 1

Par conséquent Θ0 < 1 .
Pour généraliser par rapport au temps, nous considérons tk comme le temps
initial et discutons comme pour la preuve du Théorème 6. Ensuite, la preuve
du Théorème 9 est complète. q
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3.7 Résultat principal
Le résultat principal de notre étude est le théorème suivant :

Théorème 10. Supposons que (3.41) soit vrai, les conditions initiales appar-
tiennent à L2([0, Li]) et (q̂1,0(t), q̂2,L2(t), q̂3,L3(t)) satisfait (3.105).
Alors (3.36) admet une solution (ĥi, q̂i) satisfaisant la régularité suivante :(

ĥi
q̂i

)
,

(
q̂i

σiq̂i + ρiĥi

)
∈ H(div,Qi). (3.115)

De plus, l’énergie est décroissante dans [tk, tk+1] et satisfait :

E(tk+1) ≤ (1−Θk)E(tk). (3.116)

Ici, tk et H(div,Qi) sont donnés par (3.107), E est donnée par (3.85),
Θk = min

(
∆k

1,∆k
2,∆k

3

)
∈]0, 1[ ,

∆k
1 = min

(
|λ11|

λ12 + |λ11|
inf

x∈[0,L1]
θ1

(
tk + x

|λ11|

)
,
γ1ε

l1

)
,

∆k
2 = min

(
|λ21|

λ22 + |λ21|
inf

x∈[0,L2]
θ2

(
tk + L2 − x

λ22

)
,
γ2ε

l2

)
,

∆k
3 = min

(
|λ31|

λ32 + |λ31|
inf

x∈[0,L3]
θ3

(
tk + L3 − x

λ32

)
,
γ3ε

l3

)

et ε > 0 est donné par équivalence de normes.

Remarque 12. 1. Grâce au lemme 2, les contrôles (3.105) sont construits
sur la solution à des moments antérieurs. Puisque γi et ai sont constants,
alors en raison de (3.116), les contrôles tendent vers zéro lorsque le temps
évolue.

2. En notant νk = − ln
[
(1−Θk)1�t1

]
, on a :

E(tk+1) ≤ E(tk) exp(−νkt1).

Par conséquent, en définissant µk = 1
k

∑k−1
j=0 ν

j, nous obtenons

E(tk) ≤ E(0) exp
(
−µk tk

)
. (3.117)

Ainsi, les fonctions θ peuvent être considérées comme des taux de stabilisation
pour la diminution exponentielle. Plus ils sont proches de 1, plus la diminution
exponentielle est rapide.
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Preuve du théorème 10
Nous donnons la preuve du Théorème 10 en s’appuyant sur le Théorème 9.
Nous utilisons la même démarche que celle utilisée pour prouver le théorème 6
du chapitre 2.
Puisque (ĥ0

i , q̂
0
i ) ∈ (L2([0, Li]))2 et sachant que C0(]0, Li[) , ensemble des

fonctions continues par morceaux dans ]0, Li[, est dense dans L2([0, Li]) il existe
alors des suites (ĥi,n)n≥0 ⊂ C0([0, Li]) et (q̂i,n)n≥0 ⊂ C0([0, Li]) telles que :

ĥ0
i,n −→ ĥ0

i et q̂0
i,n −→ q̂0

i dans L2([0, Li]), quand n −→ +∞.

Avec le couple (ĥ0
i,n, q̂

0
i,n) pour tout n ≥ 0, nous considérons le système linéaire :

(a) ∂ĥi,n
∂t

+ 1
li

∂q̂i,n
∂x

= 0,

(b) ∂q̂i,n
∂t

+ σi
∂q̂i,n
∂x

+ ρi
∂ĥi,n
∂x

= 0,
(c) ∑3

i=1 εiq̂i,n(t, xi) = 0 en M

(d) Ŝ1,n = Ŝj,n, j = 2, 3 ; Ŝi,n = γiĥi,n(t, xi) + βiq̂i,n(t, xi)

(3.118)

de conditions initiales :

ĥi,n(0, x) = ĥ0
i,n(x), q̂i,n(0, x) = q̂0

i,n(x) (3.119)

avec les conditions aux limites :

q̂1,n(t, 0) = q̂1,0,n(t), q̂2,n(t, L2) = q̂2,L2,n(t), q̂3,n(t, L3) = q̂3,L3,n(t). (3.120)

Nous définissons q̂1,0,n, q̂2,L2,n et q̂3,L3,n comme dans (3.105) où q̂1,0, q̂2,L2 et q̂3,L3

sont remplacés respectivement par q̂1,0,n, q̂2,L2,n et q̂3,L3,n.
Pour tout n ≥ 0, (ĥi,n, q̂i,n) satisfait alors la formulation faible (3.80), (3.84).
On obtient l’estimation d’énergie en remplaçant (ĥi, q̂i) dans (3.108) du théorème
9 par (ĥi,n, q̂i,n)

En(tk+1) ≤ (1−Θk)En(tk),

donc :

En(tk+1) ≤
k∏
i=0

(1−Θk)En(0), (3.121)

où Θk sont définis dans (3.108) et tk sont définis dans (3.107) avec :

En(t) =
∥∥∥√lρiĥi,n(t)

∥∥∥2

2,Ω
+
∥∥∥q̂i,n(t)

∥∥∥2

2,Ω
=

Li∫
0

(
lρiĥ

2
i,n(t) + q̂2

i,n(t)
)
dx.

Nous pouvons écrire (3.118− a) et (3.118− b) sous la forme

∂

∂t

(
liĥi,n
q̂i,n

)
+ ∂

∂x

(
q̂i,n

σiq̂i,n + ρiĥi,n.

)
= 0. (3.122)
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Par conséquent de (3.121) et (3.122) on a :(
liĥi,n
q̂i,n

)
,

(
q̂i,n

σiq̂i,n + ρiĥi,n

)
∈ H(div,Qi), (3.123)

et sont bornées dans H(div,Qi).

L2(0, T ;L2(Ω)2) est un espace de Banach réflexif pour tous T > 0, il existe
des sous-suites (ĥi,α(n), q̂i,β(n)) de (ĥi,n, q̂i,n) convergeant faiblement vers (ĥi, q̂i)
dans L2(0, T ;L2(Ω)2) (voir [11]).
De plus, par passage à la limite, (ĥi, q̂i) satisfait le système linéaire (3.36), la
condition initiale (3.37) et les conditions aux limites (3.38).
Ainsi,(

liĥi,n
q̂i,n

)
⇀

(
liĥi
q̂i

)
et

(
q̂i,n

σiq̂i,n + ρiĥi,n

)
⇀

(
q̂

σiq̂i + ρiĥi

)
(3.124)

d’où (
liĥi
q̂i

)
,

(
q̂i

σq̂i + ρiĥi

)
∈ H(div,Qi). (3.125)

Puisque E(t) ≤ lim inf
n→∞

En(t), (3.116) est obtenu à partir de (3.121) et la preuve
du Théorème 10 est terminée. q
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques. Tout d’abord,
nous considérons le cas d’un canal unique et ensuite nous traitons le cas
du réseau. Dans les deux cas, une méthode de volume fini d’ordre élevé est
utilisée pour résoudre numériquement les modèles linéaires ou non linéaires. Les
équations hyperboliques sont discrétisées de manière usuelle par la méthode
des volumes finis.

4.1 Méthodes des volumes finis : Cas mono
dimensionnel

Considérons une loi de conservation 1D :

∂

∂t

∫
udx+

∫ ∂f(u)
∂x

dx = 0 (4.1)

Où u est une grandeur physique fonction de la variable d’espace x et du temps
t et f(u) est une fonction de u.
Le domaine de calcul est divisé en N mailles ou cellules de centre xi avec :

xi = xi−1/2 + xi+1/2

2 ; pour i = 1, ..., N. (4.2)

Chaque maille Ci a une taille ∆x = xi+1/2 − xi−1/2. Les indices demi-entier
désignent les interfaces de la maille avec les mailles voisines (voir Figure 4.1).

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant ∆t. La fonction u est
supposée constante dans chaque maille et égale à une valeur approchée de la
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Figure 4.1 – Maillage 1D

moyenne. Notons uni cette valeur moyenne dans la ième maille de centre xi, à
l’instant t = n∆t. Ainsi :

∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2] et t = n∆t, u(x, t) = uni . (4.3)

Souvent, cette valeur approchée de la moyenne est la valeur de la fonction u au
centre xi de la maille, on parle alors de Volumes Finis Cell-Centered (et dans
ce cas, uni = u(xi, t)).
Le discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste à intégrer maille par
maille la loi de conservation :

∂

∂t

∫
maille

udx+
∫
maille

∂f(u)
∂x

dx = 0. (4.4)

Soit pour la ième maille de centre xi, au temps t = n∆t :

∂

∂t

∫ xi+1/2

xi−1/2

udx+
∫ xi+1/2

xi−1/2

∂f(u)
∂x

dx = 0. (4.5)

Ce qui s’intègre comme suit :∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn+1)dx−
∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx (4.6)

+
∫ tn+1

tn
f(u(xi+1/2, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(u(xi−1/2, t))dt = 0.

Puisque [11] :

uni ≈
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx (4.7)

F n
i−1/2 ≈

1
∆t

∫ tn+1

tn
f(u(xi−1/2, t))dt. (4.8)
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on obtient de (4.6) l’égalité

∆x(un+1
i − un+1

i ) + ∆t(F n
i+1/2 − F n

i−1/2) = 0 (4.9)

La quantité F n
i−1/2 désigne une approximation du flux f(u) à l’interface xi−1/2

et au temps n∆t. C’est le flux numérique au point xi−1/2. Ce flux numérique
s’évalue en fonction des valeurs moyennes de u dans les mailles voisines, ce qui
détermine le schéma numérique.
Une méthode d’Euler explicite est utilisée pour évaluer la dérivée en temps
(d’autres schémas peuvent être utilisés, par exemple le schéma de Runge-Kutta).
La formulation discrétisée en Volumes Finis de la loi de conservation est ainsi :

∆xu
n+1
i − uni

∆t + F n
i+1/2 − F n

i−1/2 = 0 (4.10)

soit par réarrangement

un+1
i = uni −

∆t
∆x

(
F n
i+1/2 − F n

i−1/2

)
(4.11)

ou encore sous la forme

Un+1
i = Un

i −
∆t
∆x

(
F(Un

i , U
n
i+1)−F(Un

i−1, U
n
i )
)

; n = 1, ..., Tmax (4.12)

avec :

F n
i−1/2 = F(Un

i−1, U
n
i ) et F n

i+1/2 = F(Un
i , U

n
i+1); i = 1, .., N. (4.13)

Le schéma est explicite : on calcule les nouvelles valeurs Un+1
i en fonction des

anciennes valeurs Un
i .

Il faut trouver une approximation de F n
i−1/2.

4.1.1 Les conditions aux limites
Pour prendre en compte les conditions aux bords il faut ajouter des volumes

appelées volumes fantômes [23]. L’ajout de ces volumes fantômes permettra de
calculer les flux F1/2 et FN+1/2.

4.1.1.1 Les volumes fantômes

Prenons la convention suivante : le domaine de longueur L entre x = 0 et
x = L est découpée en N volumes de longueur ∆x = L/N . Les cellules sont
de longueur ∆x, elles sont centrées en xi, les faces sont en xi−1/2 et xi+1/2. Le

centre est en xi = xi−1/2 + xi+1/2

2 = i∆x− ∆x
2 .

La première cellule est en i = 1 ; sa face de gauche est en x = 0, c’est aussi
x1/2, elle est centrée en x1 = ∆x/2. Sa face de droite est en x3/2 = ∆x. La
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dernière en i = N . Elle est centrée en xN = L−∆x/2, sa face de droite est en
xN+1/2 = L.
Nous allons rajouter des "cellules fantômes", ou "cellules fictives" pour écrire les
conditions aux limites.
Nous en rajoutons une de part et d’autre du domaine, à gauche en i = 0, avant
la cellule 1 et centrée en x0 = 0− ∆x

2 , et à droite en i = N + 1 après la cellule

N et centrée en xN+1 = L+ ∆x
2 .

Figure 4.2 – Condition de Dirichlet nulle à gauche, en x = 0 et de Neumann
nulle à droite en x = L, ajout de deux cellules supplémentaires, les cellules
"fictives" ou "fantômes". A gauche on impose une valeur nulle en x = 0, donc
la cellule fantôme a pour valeur U0 = −U1. A droite on impose un flux nul
∂xU = 0 donc la cellule fantôme a pour valeur UN+1 = UN .

4.1.1.2 Conditions de Dirichlet/ Neumann

Supposons que l’on veuille imposer en x = 0 la valeur Uamont (condition de
Dirichlet) et en x = L une dérivée fN (condition de Neumann).
La position x = 0 est une face de gauche du premier volume, où la valeur est
U1. On rajoute un volume fantôme . Ce volume est centrée en x0 = x1 −∆x =
∆x
2 . La valeur y est U0 que nous cherchons à déterminer. On suppose une

extrapolation linéaire entre U1 et U0 de manière à ce que la face en x = 0 ait la
valeur Uamont :

Uamont = U0 + U1

2 ou U0 = 2Uamont − U1. (4.14)
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Par exemple si Uamont = 0, alors il faut donner U0 = −U1 comme valeur à la
cellule fantôme.
Si on veut donner une dérivée, par exemple en x = L, ∂xU = fN , alors

fN = UN+1 − UN
∆x ou UN+1 = UN + fN∆x. (4.15)

Par exemple si fN = 0 (cas d’une sortie libre), alors il faut donner UN+1 = UN
comme valeur à la cellule fantôme.
De même si on impose en x = L la valeur Uaval (condition de Dirichlet), alors

Uaval = UN+1 + UN
2 ou UN+1 = 2Uaval − UN . (4.16)

Par convention : x1/2 = x0 = 0 et xN+1/2 = xN+1 = L.

4.2 Résultats numériques pour un seul canal

4.2.1 Cas linéaire

4.2.1.1 Les données du canal

Pour les simulations, réalisées sous Python, nous illustrons la méthode de
conception de contrôle sur un canal de longueur L = 50m et de largeur l = 1m.

4.2.1.2 L’état d’équilibre

Nous prenons comme état d’équilibre q̄(x) = 1, 5m3.s−1 et h̄(x) = 1m.

4.2.1.3 Système linéaire à discrétiser

Dans cette section nous allons appliquer la méthode des volumes finis au
système linéaire 2.16 :

(a) ∂ĥ

∂t
+ 1
l

∂q̂

∂x
= 0,

(b) ∂q̂

∂t
+ σ

∂q̂

∂x
+ ρ

∂ĥ

∂x
= 0,

du chapitre 2.
Nous pouvons présenter ce système sous la forme :

∂U

∂t
+ ∂f(U)

∂x
= 0.
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où

U =
 ĥ

q̂

 et f(U) =

 q̂

l
σq̂ + ρĥ

 .
Ce qui nous permet d’écrire (4.11) :

Un+1
i = Un

i −
∆t
∆x

(
F n
i+1/2 − F n

i−1/2

)
pour i = 1, ..., N (4.17)

Nous considérons de ce fait le flux de Rusanov qui est un flux dépendants des
valeurs propres du système [22] :

F n
i−1/2 = F(Un

i−1, U
n
i ) = 1

2 (f(Ui−1) + f(Ui))−
c

2
(
Un
i − Un

i−1

)
(4.18)

ou tel qu’il sera codé

F(UG, UD) = 1
2 (f(UG) + f(UD))− c

2 (UD − UG) (4.19)
avec

c = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|). (4.20)

Pour le flux de Rusanov (Lax Friedrich) la condition de stabilité de type CFL
est :

CFL = max(|λj|)dt
dx

= c dt

dx
≤ 1 (4.21)

Les paramètres du système

On rappelle que (2.17)

σ = 2 q̄
lh̄

= λ1 + λ2 et ρ = glh̄− q̄2

lh̄2
= l|λ1|λ2

avec les valeurs propres λ1 et λ2 données en (2.21)

λ1 = q̄

lh̄
−
√
gh̄ et λ2 = q̄

lh̄
+
√
gh̄.

Condition initiale du système linéaire

La condition initiale (2.18) et (2.9) est :
ĥ(0, x) = ĥ0(x) = h0(x)− h̄(x) et q̂(0, x) = q̂0(x) = q0(x)− q̄(x).

avec comme données :
h(0, x) = 2m et q(0, x) = 1, 5m3.s−1. (4.22)

Par différence on obtient :

U0
i =

 1m
1m3.s−1

 ; i = 1, .., N (4.23)
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Condition aux bords du système linéaire ou contrôles

Les conditions aux limites (2.19) sont

q̂(t, 0) = q̂0(t), et q̂(t, L) = q̂L(t).

Les contrôles q̂0(t) et q̂L(t) sont définis par (voir (2.56))

controleaval = q̂L(t) = −ρc2(t)
2al

(√
1− θ2(t)− 1

)
et

controleamont = q̂0(t) = ρc1(t)
2al

(√
1− θ1(t)− 1

)
(4.24)

où :

c1(τ2) =

 w1(0, x0) ; x0 = |λ1|τ2, τ2 ∈]0, L/|λ1|],
w1(τ2 − L/|λ1|, L), τ2 ≥ L/|λ1|,

c2(τ1) =

 w2(0, y0) ; y0 = L− λ2τ1, τ1 ∈]0, L/λ2],
w2(τ1 − L/λ2, 0), τ1 ≥ L/λ2.

θ1, θ2 : R+ −→]0, 1]

et

a = 1
2(λ2 + |λ1|).

4.2.1.4 Résultats numériques

Nous avons les résultats suivant pour le modèle linéaire du canal :
• Pour la hauteur (Figure 4.3)

Figure 4.3 – Évolution de la hauteur du modèle linéaire
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? On constate la baisse du niveau d’eau dans le canal. Cela est due à l’action
des contrôles en amont et en aval qui font sortir l’eau simultanément.
Avec l’action des contrôles, des ondes se déplacent dans les deux sens et
modifient à chaque instant les débits dans le canal entrainant ainsi la
baisse du niveau d’eau.
• Pour l’énergie (Figure 4.4)

Figure 4.4 – Évolution de l’énergie du modèle linéaire

? L’énergie décroit et tend vers zéro quand le temps est suffisamment grand.

4.2.2 Cas non linéaire
Pour le cas non linéaire (2.3) est le système à discrétiser. Puisqu’il s’écrit

∂h

∂t
+ 1
l

∂q

∂x
= 0, x ∈ [0, L] et t ≥ 0

∂q

∂t
+ glh

∂h

∂x
+ 1
l

∂

∂x

(
q2

h

)
= 0 ; x ∈ [0, L] et t ≥ 0

nous posons :

U =
 h

q

 et f(U) =


q

l
glh2

2 + q2

lh

 .
Nous obtenons également par la méthode des volumes finis :

Un+1
i = Un

i −
∆t
∆x

(
F n
i+1/2 − F n

i−1/2

)
pour i = 1, ..., N

avec :

F n
i−1/2 = F(Un

i−1, U
n
i ) = 1

2 (f(Ui−1) + f(Ui))−
c

2
(
Un
i − Un

i−1

)
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Avec les mêmes données :

h(0, x) = 2m et q(0, x) = 1, 5m3.s−1 (4.25)

nous avons aussi les résultats numériques suivant :
• Pour la hauteur (Figure 4.5)

Figure 4.5 – Évolution de la hauteur du modèle non linéaire

? On constate aussi la baisse du niveau d’eau dans le canal vers l’état
stationnaire.
• Pour l’énergie (Figure 4.6)

Figure 4.6 – Évolution de l’énergie pour différentes valeurs de θ

? En se référant à l’article [14] nous avons la figure suivante pour différentes
valeurs de θ concernant le modèle non linéaire. Cette figure représente
l’évolution de l’énergie pour différentes valeurs de θ. Plus les θ sont élevés
plus la décroissance exponentielle de l’énergie est rapide.
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4.3 Résultats numériques pour le réseau

4.3.1 Les données du réseau
Pour un exemple de simulation, nous considérons un réseau où :

L1 = 30m ; L2 = 40m ; L3 = 50m et l1 = l2 = l3 = 1m. Le réseau est dans un
champ de pesanteur d’intensité g = 9.81 m2.s−1.

4.3.2 État d’équilibre du réseau
Pour l’état stationnaire, nous donnons q̄1,0 = 1, 5m3.s−1, q̄2,L2 = 1m3.s−1,

h̄3,L3 = 1m et dérivons (h̄1(x), q̄1(x)), (h̄2(x), q̄2(x)) et (h̄3(x), q̄3(x)) en résolvant
le système en régime permanent (3.18).

4.3.3 Système linéaire à discrétiser
Dans cette section nous allons appliquer la méthode des volumes finis au

système linéaire (3.36) du chapitre 3 :

(a) ∂ĥi
∂t

+ 1
li

∂q̂i
∂x

= 0, x ∈ [0, Li] ; i = 1, 2, 3

(b) ∂q̂i
∂t

+ σi
∂q̂i
∂x

+ ρi
∂ĥi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3
(c) ∑3

i=1 εiq̂i(t, xi) = 0 en M

(d) Ŝ1 = Ŝj, j = 2, 3 ; Ŝi = γiĥi(t, xi) + βiq̂i(t, xi)

où :
• σi = λi1 + λi2 = λi2 − |λi1| et ρi = li|λi1|λi2 (voir 3.42)
avec λi1 = q̄i

lih̄i
−
√
gh̄i et λi2 = q̄i

lih̄i
+
√
gh̄i (voir 3.44 et 3.45) ;

• βi = 1
2δiσi et γi = δiρi avec δi = 1

lih̄i
(voir 3.34).

Nous pouvons présenter (3.36.a–b) sous la forme :

∂Ui
∂t

+ ∂f(Ui)
∂x

= 0 (4.26)

où :

Ui =
(
ĥi
q̂i

)
et f(Ui) =

 q̂i
li

σiq̂i + ρiĥi

 .
En se référant à l’article exploité [14] nous avons la figure suivante pour

différentes valeurs de θ concernant le modèle non linéaire du réseau. Cette
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Figure 4.7 – Évolution de l’énergie pour différentes valeurs de θ

figure représente l’évolution de l’énergie pour différentes valeurs de θ.

De même plus les θ sont élevés plus la décroissance exponentielle de l’énergie
est rapide.
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Conclusion

Pour le canal unique et le réseau, de grandes perturbations ont été considé-
rées afin d’étudier la robustesse et la flexibilité de la méthode de contrôle. Des
perturbations plus petites ont été également testées avec les mêmes fonctions
thêta. Dans tous les cas, la même forme de décroissance de l’énergie est presque
remarquée. L’amplitude du contrôle dépend de l’ampleur des perturbations et
du choix des θ. Plus de calculs, avec différentes perturbations, ont été effectués
et dans tous les cas les contrôles ont permis d’obtenir l’état stationnaire. Un
choix différent de taille de pas spatial a également montré que la solution de la
méthode numérique converge.
Les expériences numériques montrent que ces contrôles conduisent à la stabilité
du modèle linéaire même lorsque de grandes perturbations sont considérées.
Nous avons appliqué aussi les contrôles au modèle réel non linéaire. Les ré-
sultats numériques montrent le comportement du niveau et du débit d’eau
pour différents choix de contrôles. Ils montrent également la robustesse de la
méthode puisque les contrôles marchent même avec de grandes perturbations.
Elle marche meme pour des réseaux plus complexes
Cependant nous n’avons pas tenté une comparaison avec d’autres méthodes. Il
serait donc très intéressant de faire cette comparaison.
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