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Introduction

Les systémes dynamiques qui sont décrits par une interaction entre une dyna-
mique continue et une dynamique discréte sont appelés des systémes hybrides. La
dynamique continue peut étre représentée par un systéme de commande en temps
continu, comme un systéme linéaire ' = A r+Bu, r € R" A Cc R"*", B ¢ R**™
et le controle u € R™; n, m € N. Comme exemple de dynamique discréte, on peut
citer un automate a état-fini, ot I’état ¢ prend ses valeurs dans un certain ensemble
fini @), et les transitions entre les différents états discrets sont déclenchées par les
valeurs appropriées d’une variable v. Quand la dynamique continue x est une fonc-
tion de la dynamique discréte ¢ et vice versa, on parle de systéme dynamique hybride
[11]. Les systémes hybrides ont de nombreuses applications et dans divers domaines.
Nous pouvons citer comme exemples d’applications le controle de systémes mécani-
ques, la commande de processus dans I'industrie automobile, le controle automatique
d’aéronef dans l'aviation, etc. Ainsi, les systémes hybrides ont été étudiés dans les
cinquante derniéres années, d’abord par des chercheurs en informatique et automa-
tique et plus récemment par des mathématiciens spécialiste de la théorie du controle.

Notre travail concerne une classe particuliére de systémes dynamiques hybrides
qui sont obtenus en négligeant les détails du comportement discret d'un systéme
hybride. La question de base dans ce contexte est I’analyse de la stabilité asymp-
totique d'un tel systéme. L’étude de la stabilité d’un systéme hybride permet
d’explorer plusieurs phénomeénes intéressants que l’'on ne rencontre pas dans les
cas de dynamiques purement continues ou purement discrétes. Par exemple, par-
tant de sous-systémes continus, tous asymptotiquement stables, on peut construire
une dynamique discréte conduisant & un sytéme hybride avec des trajectoires diver-
gentes. Un autre fait remarquable, est que 1’on peut soigneusement commuter entre
des sous-systeémes continus tous instables et aboutir & une trajectoire convergente.
La stabilité d'un systéme hybride dépend non seulement de la stabilité de chaque
sous-systéme continu, mais aussi des propriétés de la dynamique discréte. Ainsi
I’étude de la stabilité de systémes hybrides est en général divisée en deux types
de problémes :

e l'analyse de stabilité de systémes hybrides sous des signaux de commutation
donnés (peut-étre arbitraire, commutation lente, etc);

e la synthése des lois de commutations stabilisantes (correcteurs) pour une
collection donnée de systémes dynamiques.

Dans [4] Balde, Boscain et Masson ont étudié le probléme de stabilité des systémes
commutés linéaires dans le plan de la forme :

'(t) =u(t)Arz(t) + (1 —u(t)) Asz(t)
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ol les matrices réelles Ay, A, € R?*2 sont de valeurs propres a parties réelles négatives
et u: [0; +oo] — {0, 1} est une fonction mesurable. Ils ont donné des conditions
nécessaires et suffisantes, dépendant d’invariants des matrices A; et A,, sous les-
quelles le systéme est asymptotiquement stable pour des fonctions de commutation
arbitraires u. Ils ont simplifié, unifié ces conditions de stabilités en les reformulant
en termes de nouveaux parameétres et aussi réduit les cas a étudier de 20 4 4. La
plupart de ces cas sont analysés en termes de la fonction :

T(Ay, Ay) = %(Tr(Al)Tr(Az) _Tr(AAy)).

L’objectif de ce mémoire est de s’initier aux systémes dynamiques hybrides par
I'étude détaillée des conceptes et résultats de article [4] de M. Balde, U. Boscain
et P. Masson.

Le premier chapitre concentre des résultats classiques sur les équations différen-
tielles ordinaires (EDO) et sur certaines fonctions utiles pour I’étude de la stabilité
des points d’équilibre d’'une EDO. Nous y rappelons les définitions des notions de
stabilité d'un compact non vide de R" et de stabilité au sens de Lyapunov.

Le deuxiéme chapitre commence par une présentation des systémes commutés
ainsi que les problémes de stabilité correspondants. Ensuite nous y étudions la
stabilité de ces systémes quelle que soit la loi de commutation. Nous le terminons
par une étude des lois de commutations stabilisantes.

Le troisiéme chapitre est une étude détaillée des résultats de 1'article [4] abordant
les notions de stabilisé des systémes commutés dans le plan et leurs conditions de
stabilité.



Chapitre 1

Notions de stabilité pour une équation
différentielle ordinaire

1.1 Introduction

Ce chapitre concentre des résultats classiques sur les équations différentielles ordi-
naires (EDO) et sur certaines fonctions utiles pour ’étude de la stabilité des points
d’équilibre d’'une EDO. Nous y rappelons également les définitions des notions de
stabilité d’'un compact non vide de R" et de stabilité au sens de Lyapunov.

1.1.1 Quelques rappels sur les équations différentielles ordi-
naires

Une équation différentielle ordinaire est une équation de la forme
F(t,z,z',...,a®)=0

oll z est la fonction inconnue de la variable réelle ¢ & valeurs dans R”, z/,..., ®
désignent les dérivées successives de x, et F' est une fonction donnée, supposée
continue sur I x Q x Q1 x .... x ) ou [ est un intervalle ouvert de R et €2, €2;...,
Q) sont des ouverts connexes de R™. On ne s’intéressera dans ce mémoire qu’a des
équations différentielles résolues, pour lesquelles il existe une fonction G, réguliére
sur I x QxQq x ... x Q1 telle que :

F<t7l"‘r/7 ’:L'(k)) :0 — x(k) = G<t7l‘7‘r,7 ceey x(k_l))
On observe de plus que

W =Gt a0, et ) = X' =G(t, X)

(x/\ (01 0) ( 0 \

X = x etG(t,X):= O [ X+ 0 :
k=1 0 ... 00 G(t,z, ', ..., xF=b)

comme G est réguliére, donc la fonction G est aussi réguliére. On supposera donc
sans perte de généralité k=1.

avec
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Désormais on considére « une» équation dite d’ordre 1 de la forme

z'=f(t,x) (1.1)

ol z est une fonction inconnue de la variable réelle ¢ a valeurs R", et f une appli-
cation continue définie par :

i IxQ—RxR"

ou I x €2 est un ouvert connexe non vide de R x R™. Lorsque f ne dépend pas de
t, I’équation différentielle est dite autonome et on a :

7= f(z) (1.2)
Commencons par préciser la notion de solution :

—  On appelle solution de (1.1) une fonction = de classe C! sur un intervalle J C I
et a valeurs dans 2, dont la dérivée vérifie

Vte J,x'(t)= f(t,x(t)).

—  On appelle condition initiale une égalité de la forme z(ty) = zo avec (o,

33’0) el x .
—  On appelle probléme de Cauchy le systéme d’équations
x'(t)= f(t,x(t)),Vtel
’ ’ 1.3
{ fL’(to) =X ( )

—  Reésoudre le probléme de Cauchy (localement) revient a trouver un intervalle
J C I contenant ty et une fonction x dérivable sur J telle que :

{ ()= f(t,z(t)),VteJ

fL’(to) =Xy

—  Nous noterons (J, x(t, ty, o)) une solution locale du probléme de Cauchy de
données initiales (o, ) € I x © ou J est un sous-intervalle de I.

La proposition suivante introduit la forme intégrale du probléme de Cauchy.

Proposition 1.1. Un couple (J,z(t,to, xo)) est solution du probleme de Cauchy si
et seulement si, il satisfait [’équation intégrale suivante :

t
Vte J,x(t, to, xo) = xo—l—/ f(s,z(s))ds
to

Soit A C €2, € >0, on définit la boule centrée en x et de rayon € par :

Bz, e)={yeQlly—zll<e} et Be(A)=UscaB(,¢)

Définition 1.2. (Lipschitz locale) Soit f: I x Q — R™ On dit que f est
localement lipschitzienne en la deuxiéme variable, si pour tout (to, xg) € I x Q, il
existe un voisinage V de (to,xo) et une constante ¢ >0 tel que V((t, 1), (t,12)) €V,
1F (&, 20) = (1, 22) || Scllon — 2o

Théoréme 1.3. (Cauchy-Lipschitz) On suppose f € C(I x Q, R") localement
lipschitzienne par rapport a .
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Ezxistence : Quel que soit (to,xo) €I x ), il existe 7>0 et x €CY(J, Q) solution
du probléme de Cauchy avec J = [to—T,to+ T].

Unicité : Si y est une autre solution, elle coincide avec x sur un intervalle
d’intérieur non vide inclus dans [to— 7,10+ 7].

Régularité : Si f est de classe C", r >0, alors x est de classe C" 1.

Définition 1.4. (Prolongement de solution locale) Si (J,x(t,to,x¢)) et (j,a?(t,
to, :50)) sont des solutions locales du probléeme de Cauchy, on dit que (j,:f:(t,to,a?o))
prolonge (J,z(t,to, x0)) si J contient J et x(t;ty, xg) coincide avec T(t,to, To) sur J;
dans ce cas on dit aussi que (J,x(t,to, zo)) est la restriction de (j, Z(t, to, fo)).

Définition 1.5. (Solution maximale) Une solution locale (J, x(t, to, xo)) du
probléme de Cauchy est dite mazimale si elle n’a pas d’autre prolongement qu’elle
meéme.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz fournit des solutions locales. L’'unicité de ces
solutions permet de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.6. (Cauchy-Lipschitz) On suppose f €C(I x Q,R™) et localement
lipschitzienne par rapport a x. Alors il existe une unique solution mazimale (J,
x(t,to, x0)) au probléeme de Cauchy, qui est définie sur un intervalle J ouvert.

Définition 1.7. (Point d’équilibre) Soit xy € Q. On dit que o est un point
d’équilibre(solution stationnaire, point critique) de l’équation (1.2), sixq est solution
de léquation f(x)=0.

Cette définition s’explique par la simple observation que si f(z¢) = 0 alors la
fonction constante z(t) = xq est solution du probléme (1.2).

1.1.2 Fonctions de classe K, définies positives, illimitées,
decrescentes

Dans cette sous-section, nous rappelons les définitions et premiéres caractérisations
des fonctions de classe I, définies positives, radialement non bornées, decrescente.
Ces fonctions vont étre utilisées pour la caractérisation de la stabilité asymptotique
et uniforme des systémes. Les preuves des résultats de cette sous-section peuvent
étre consultées dans [6].

1.1.2.1 Fonctions de classe IC

Définition 1.8. Soit a € R} et ¢:[0,a] — RT une application continue, on dit que
@ appartient a la classe IC si :

o  est strictement croissante,
e ¢(0)=0.

Définition 1.9. Soit p: Rt — R une application continue, on dit que p appartient
a la classe K si :

o < estde classe IC,
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o lim, ., . p(r)=+00

Exemple 1.10.

e La fonction ¢ définie par p(r) = arctan(r) est strictement croissante car
o'(r) = leQ > 0 et ¢(0) = 0. Ainsi, ¢ appartient a la classe K, mais ¢
m

n’appartient pas & la classe K> car lim, —, op(1) = 3.

e Soient ¢ >0 et ¢ définie par ¢(r) =r° est strictement croissante car ¢'(r) =
cr™1>0et p(0)=0. De plus, lim, _, ;,©(r) =+00, donc ¢ appartient a la
classe K.

Définition 1.11. Soit a € R et

[0,a] x Rt — R*
B
(r,s)— B(r,s)
une application continue, on dit que [ appartient a la classe KL si :
e pour tout s € RT r—— [B(r,s) appartient a la classe K,
e pour tout r€[0,a],s— B(r,s) est décroissante,

e pour tout r€[0,al,lims_, o B(r, s) =0.

Exemple 1.12. Soit k>0, 8 définie par 5(r, s) :ﬁ est strictement croissante en
0B(r,s) 1 . . . oB _ —kr?
Tear = = e > ( et strictement décroissante en s car a(r, s)= Tar 112 <0

et pour tout s € R*, 5(0,s)=0. De plus lims_, . 3(r,s) =0. Ainsi § appartient a
la classe L.

1.1.2.2 Fonctions (semi)-définies positives

Définition 1.13. ((Semi)-définie positive) Une fonction v:I xQ2 — R est dite
semi-définie positive (respectivement semi-définie négative), s’il existe un voisinage
V de 0 tel que :

e Viel,v(t,0)=0;

o Vicl,VxeV, v(t,z)>0 (respectivement v(t,z)<0).
Une fonction v: I x Q@ — R est dite définie positive (respectivement négative), s’il
existe un voisinage V de 0 tel que :

e pourtouttel, v(t,0)=0;

o il existe vo: YV —> R définie positive telle que : Yt € [, Nx €V, v(t,x) > vo(x)
(respectivement v(t, x) < wvo(z))

Dans le cas ou v est continue, on a la caractérisation suivante qui utilise les
fonctions de classe K.

Proposition 1.14. Soit toe I,v: I x Q — R une fonction continue telle que pour
tout t € I,v(t,0)=0. v est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il
existe un voisinage Vi, et une fonction ¢ de classe K telle que: v(t, x) > o(||z||)
(respectivement v(t,z) < —p(||z]])) Y(t,z)€Vy,.
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1.1.2.3 Fonctions radialement non bornées ou illimitées

Définition 1.15. (Fonction radialement non bornée) Une fonction v: I X
R"™ — R est radialement non bornée si :

lim w(t,z) =400
[ ]| — o0

uniformément en t, c’est a dire: Ye > 0,30 > 0, Vo € R", (||z|| > 0) = (Vt € I,
v(t,x)>e).

Dans le cas ou v est continue, on a la caractérisation suivante qui utilise les
fonctions de classe K™ :

Proposition 1.16. Une fonction v: I x R" — R continue est radialement non
bornée s’il existe une fonction ¢ de classe K= telle que :

v(t,z) > o(||x]), Vt € I,Vx e R".

1.1.2.4 Fonctions décrescentes

Définition 1.17. (Fonction décrescente) Une fonction v: I x Q@ — R est
décrescente si :

lim v(t,z)=0

]| —0

uniformément en t c’est-a-dire: Ve > 0, 36 > 0; Vo € Q, (||z]] < §) = (Vt € I,
v(t,z) <e).

Dans le cas ou v est continue, on a la caractérisation suivante qui utilise les
fonctions de classe K :

Proposition 1.18. Une fonction v: I x Q@ — R est décrescente si et seulement s’il
existe un voisinage Vy, et une fonction 1 de classe K telle que : |v(t, z)| < ¢¥(||z||)

\V/(t7 fL’) S Vt()'

Exemple 1.19. La fonction v définie par v(t,z) = (1 +sin®(t))(2} + 23) est dominée
par la fonction a(z) = 2(xf+x3). Donc v est décrescente.

1.2 Notions de stabilité

1.2.1 Stabilité pratique

Définition 1.20. (Stabilité pratique d’un compact non vide K) Soit Dy C
D C QCR" non vides, (Ts, Tf) € R x R tels que Ts<Ty, K un compact non vide
de R”, on dit que K est (I,Ts, Ty, Do, D)-pratiquement stable pour le systéme, si
pour tout xo € Dy et to€l, on a :

o x(t,to, xo) est définie sur [to,to+ T;
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o Vtelty,to+Ty], x(t, to, xo) € D;
o Vic[to+Ts to+Ty], x(t, to,20) € K.

Figure 1.1.

Soit K C €2, on définit la boule centrée en x et de rayon (e, t) par :

B(z,6(e, o)) ={y €2 [ly — x| <d(e,t0) }
B&(a,to)(K) = UxEKB(x7 6(87 to))

Définition 1.21. (Stabilité d’un compact non vide K) Soit K un compact
non vide de R™, on dit que K est stable pour le systéme (1.1) si pour tout e >0, et
to€ 1, il existe 0(e,to) >0 tel que :

x(t, to, xo) est definie pour ¢t >t
(w0 € Bs(e,10)(K)) = { 2t o, 10) € B(K) Yt > by

)
J

Figure 1.2.

Exemple 1.22. On considére le systéme : z'= (6tsin(t) — 2t) z,t € R. Il admet des
solutions de la forme :

2t to,10) = xoexp< [ t (6sin(s)—23)ds)

0

= xoexp(6sin(t) — 6t cos(t) — 2 — 6sin(tg) + 6t cos(to) +15).
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Donc, le terme en exponentielle est borné pour tout ¢ >ty par une constante c(to)
qui dépend seulement de t;. Ainsi, on a :

Ifl](t7 to, l’o)l S |I0|C(t0) Vt Z t(]

Pour tout € > 0, si 'on choisit § = ﬁ, d’ou 0 est stable.

Définition 1.23. (Domaine de stabilité de K) Soit K un compact non vide de
R", stable pour le systéme (1.1). Pour tout € >0 et to € I, il existe un dmax(e,t9) >0
mazimum parmi les §(e,to). On définit alors :

e e domaine de stabilité de K par rapport a tq :
Ds(t(]) K) - U€>OD(0a 5ma.x(67 tO))
ot D(0, dmax(€,t0)) est disque de centre 0 et de rayon dmax(e, o).

o e domaine de stabilité de K :

DS(K) = UtEIDs<t07 K)

Définition 1.24. (Instabilité de K) Soit K un compact non vide de R". On
considere le systéme (1.1), si K n’est pas stable pour le systéme (1.1), on dit que K
est instable pour le systéme (1.1).

1.2.2 Stabilité asymptotique

Définition 1.25. (Attractivité de K') Soit K un compact non vide de R", on dit
que K est attractif pour le systéme (1.1) si pour tout to € I, il existe 6(to) >0 tel que :

x(t, to, xo) est définie pourt >t

(20 € Bs(1)(K)) = { lim e od (2 (. to. ). ) = 0

Définition 1.26. (Stabilité asymptotique de K) Soit K un compact non vide
de R™, on considére le systéeme(1.1). On dit que K est asymptotiquement stable pour
le systeme (1.1) si:

o K est stable pour le systéeme (1.1);
o K est attractif pour le systéme (1.1).
Définition 1.27. (Stabilité globale et asymptotique de K) Soit K un com-

pact non vide de R", on considére le systeme(1.1). On dit que K est globalement
asymptotiquement stable pour le systéeme(1.1) si :

e K est stable pour le systéme (1.1);

e pour tout to€ I et xg € R", x(t,to, x0) est définie pour tout t >ty et

lim d(z(t,to, x0), K)=0.

t——+00
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Exemple 1.28. On considére le systéeme :

x/:]_i—l—t’tzo

Il admet des solutions de la forme : x(t,t, 20) = o exp( J ti 1;15 ds) =10 11120. Donc,

0 est globalement asymptotiquement stable.

1.2.3 Stabilité uniforme

Définition 1.29. (Stabilité uniforme de K) Soit K un compact non vide de R",
on consideére le systéme (1.1). On dit que K est uniformément stable pour le systéme
(1.1) st pour tout € >0, il existe 6(¢) tel que pour tout to€ I,

x(t,ty, xg) est définie pourt >ty
(ZL‘O € BJ(E)(K)) I { {L‘Et, to, l’og € BE(I@) thz to
Remarque 1.30. La stabilité uniforme entraine la stabilité pratique mais la réci-
proque est fausse. On a vu dans I’Exemple 1.22 que 0 est un point d’équilibre stable
pour le systéme
x'=(6tsin(t) —2t)z, teRR.

Supposons que t prend les valeurs successives to=2mn,n € N et que x(t, o, o)

soit évalué en ty+ 7, alors

x(to+ 7, to, xo) = xoexpl(4n+1)(6 — m)7].

Donc si 29#0 on a:

lim l‘(to + 7, to, :L'o)

n—>—+o0 i

:+oo

Ainsi, pour € donné, il n’existe pas de ¢ indépendant de ¢ty qui permet de dire que 0 est
uniformément stable. Donc, la stabilité pratique n’entraine pas la stabilité uniforme.

J)
)

Figure 1.3.
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Caractérisons la stabilité uniforme & 1’aide des fonctions de classe K.

Théoréme 1.31. (Stabilité uniforme d’un point d’équilibre, [10]) Si 0 est
un équilibre du systéme (1.1), alors 0 est uniformément stable si et seulement si, il
existe une constante ¢ >0, et une fonction p de classe K telle que :

vto c [,l’o c B(O, c),Vt > 1o, ||Q}(t,t0, :CQ)H < p(Hl’oH)

Démonstration. Soit ¢y € I, supposons qu’il existe une fonction p de classe IC telle
que :

Vo € B(0, ¢), Yt = to, [|(t, to, o) || < p([|zol])-
Soit € >0,et § =min {c, p~!(¢)}, alors pour zg€ B(0,d), on a

(2, to, zo)[| < p(llzoll) < p(8) < p(p~'(e)) =€

d’ou la stabilité uniforme.
Réciproquement, soit to € I, on suppose que pour tout € >0, il existe d(¢) tel que:

(xo€ B(0,6(¢))) = (x(t, to, x0) € B(0,¢)) Vt > 1.
Considérons la borne supérieur 4(¢) de tous les d(e) donnés ci-dessus. Alors pour
tout t >ty
(z0€ B(0,6(2))) => (x(t, to, z0) € B(0,¢)).

Donc, si §, > d(e), il existe au moins un point initial %, vérifiant

To€ B(0,¢), sup ||x(t,to, z0)|| >e.
t>to

La fonction 0 () est définie positive. Elle n’est pas décroissante par définition et elle
tend vers 0 quand € — 0. Mais 0(¢) n’est pas nécessairement continue. On choisit
alors une fonction {(r) de classe IC, telle que:

¢(r) <ko(r)

avec 0 <k < 1. Cette fonction admet une inverse p qui est de clase K. Posons

c= lim ((r).

r—>+400

Soit xy € B(0, ¢), posons €= p(||zo||)-
Alors xo€ B(0,0(¢)) et :

|2 (L, to, z0) || < €= p(||wol]) ¥t > to u

Définition 1.32. (Domaine de stabilité uniforme de K.) Soit K un compact
non vide de R™, uniformément stable pour le systéme(1.1). Pour tout € >0, il existe
un dmax(€) > 0 mazimum parmi les §(€). On définit alors le domaine de stabilité
uniforme de K par:

Dsu(K) = U5> 0D<07 511’133((6))
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1.2.4 Stabilité asymptotiquement uniforme

Définition 1.33. (Stabilité asymptotique et uniforme de K) Soit K un
compact non vide de R"™, on dit que K est uniformément asymptotiquement stable
pour le systeme (1.1) si :

e K est uniformément stable pour le systeme (1.1);

e I0>0;Ve>0,3T(c)>0; (xo€ Bs(K))=(x(t,to,20) € B:(K)) Vt>to+T(e)
(a).

Remarque 1.34. On peut reformuler la condition (a) par :
E|R1 > 0; V0 < Ry < Rl, HT(Rl, Rz); Vt >ty + T(Rl, RQ)
(0 € B, (K)) = (x(t, to, z0) € Br,(K))

C’est a dire que la trajectoire x(t, to, zo) partant de Bg,(K) va converger dans
une boule plus petite Bg,(K). Donc, la stabilité asymptotique uniforme implique la
stabilité asymptotique mais pas l'inverse.

Théoréme 1.35. (Voir [6]) Si K = {0}, alors la deuziéme condition de la Défi-
nitton 1.33 d’un équilibre uniformément asymptotiquement stable pour le systéme
(1.1)est équivalente a l'existence d’une fonction o vérifiant :

e 0 est définie, continue et décroissante sur R} ;
o lim, , . o(r)=0;
e il existe 7> 0 tel que pour tout zo € B(0,n): ||z(t,to, zo)| <o (t —to) Yt > ty.

Caractérisons la stabilité asymptotique et uniforme a ’aide d’une fonction de classe

KL.

Théoréme 1.36. (Stabilité asymptotique et uniforme d’un point d’équi-
libre, voir[10]) Si 0 est un équilibre du systéeme (1.1), alors 0 est uniformément

asymptotiquement stable si et seulement si, il existe une constante ¢ > 0, et une
fonction f: [0, a] x Rt — Rtde classe KL telle que: Yo € B(0, ¢), Vtg € 1,
(¢, to, o) [| < B(l[xoll, t —to), VE = to.

Démonstration. Soit ¢ty € I, supposons qu’il existe une fonction 3 de classe KL
telle que:

\V/IL‘oe B(O, C), ||I(t,t0, l’o)” S 6(”1’0”, t— to)vt Zto
Alors,
(2, to, o)l < B([|ol], 0)

et ceci implique que 0 est uniformément stable en t, d’apres le Théoréme 1.31. De
plus,
pour zo € B(0,¢), on a

||Q}(t, to, l'())” < ﬁ(C,t — to)vt > 1.
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Ce qui montre que z(t, tg, 9) — 0 quand ¢t — 400 uniformément en t.

Réciproquement, supposons que 0 est uniformément asymptotiquement stable.
En raison de la stabilité uniforme et d’apreés le Théoréme 1.31, il existe une constante
¢ >0 et une fonction p de classe IC, telle que si ty€ I,

Vr €0, c],Vaxoe B(0,r), ||x(t, to, xo)|| < p(||zol]) < p(r)VE >ty (a1)

De plus, si >0 est donné, alors il existe T'=T(n,r) tel que

)
[ (L, to, zo) || <0Vt = to+T(n,7)
on considére, T'(n,7) la borne supérieur de tous les T'(n,r) définis ci-dessus tel que :

(¢, to, xo) || < ¥t > to+T(n,r)
Ainsi, on a:

sup  |@(t, to, wo)[| > .
to<t<to+T(n,r)

La fonction T'(n,r) est non négative non croissante en 7, non décroissante en r :

T(n,r)=0,Yn= p(r).
Posons:
2 ("~ r r
WT(T/):_ T(S,T)dS‘I——ZT(’I'/,T)‘I——.
nJz Ui Ui
La fonction W,(n) est positive et les propriétés suivantes:

e pour tout r fixé, n — W,.(n) est continue, strictement décroissante et
lim, 1 o Wr(n) = 0;

e pour tout 7 fixé, r—— W,(n) est strictement croissante.
Notons U, =W,_. Alors U, hérite des deux propriétés précédentes de W, et:
T(U(s),r) <Wn(Up(s)) =s
Par conséquent,

Vg€ B(O, 7“), ||Q}(t, to, :L'()) H < Ur(t — to) VYt >tg ((,1/2)

En regroupant (a;) et (as), on en déduit que:

Vo € B(0, c), ||z (t, to, 2o)[| < v/p([lz0 ) Ue(t —to) Yt > to.
On pose

D’ou le résultat. 0

Définition 1.37. (Stabilité globale, uniforme et asymptotiquement stable:
GUAS de K) Soit K un compact non vide de R", on dit que K est globalement
uniformément asymptotiquement stable pour le systéeme (1.1) si:

1. K est uniformément asymptotique stable pour le systéme (1.1);
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2.5 > 0;¥e > 0, 3T(5, £) > 0; Vo € I, (w0 € By(K)) —> (2(t, to, o) € B.(K))
Vt>t0+T(5,E).

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

1.3.1 Dérivée d’un systéme dynamique

On considérera toujours 1’équilibre en 0. Pour le cas général, il suffit de faire une
translation.

Définition 1.38. On considére le systéme (1.2) et V:QQ C R* — R™ ayant des
dérivées partielles sur Q. on définit la dérivée totale V' pour le systéme (1.2) par :

Z c%l

Définition 1.39. On considere le systeme (1.1), et V: I x Q@ — R" ayant des
dérivées partielles sur I xQ. On définit la dérivée totale V' pour le systeme (1.1) par :

V(t,x)=

1.3.2 Théoréme de stabilité de Lyapunov
1.3.2.1 Cas des systémes autonomes

Théoréme 1.40. (Stabilité de Lyapunov) Soit 0 un point d’équilibre de (1.2),
sl existe un voisinage V de 0 et une fonction V:V — RT continue, ayant des
dérivées partielles continues, telles que :

1.V soit définie positive;
ii. la dérivée totale V' pour (1.2) soit négative,

alors 0 est stable et V s’appelle une fonction de Lyapunov.
De plus si la dérivée totale V'pour (1.2) est définie négative, alors 0 est asymp-
totiquement stable et V s’appelle une fonction stricte de Lyapunov.

Exemple 1.41. On considére le systéeme:
ah = —a} — 13
Th= 1129 — T3
pour déterminer la stabilité de I’équilibre 0, posons :

V(l’l, :CQ) = —

2(33%4—33%)
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On a V(0)=0 et V est définie positive. La dérivée de V pour le systéme vaut
V(21 29) = 21 (=23 — 23) + 2o(2172 — 23) = — (2] + 13).

V'est clairement définie négative. D’aprés le théoréme précédent, on déduit que 0
est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.42. (Instabilité de Lyapunov) Soit 0 un point d’équilibre de (1.2),
sl existe un voisinage V de 0 et une fonction W:V — R continue, ayant des
dérivées partielles continues, telles que :

i) pour tout x € V\{0}, W(x)>W(0)

i) La dérivée totale W' pour (1.2) soit définie positive,

alors 0 est instable.

Remarque 1.43. Il existe un théoréme d’instabilité plus général (le théoréme de
Chetaev) que 'on peut trouver dans [10].

1.3.2.2 Cas des systémes non autonomes

Théoréme 1.44. (Stabilité voir[9]) Soit 0 un point de l’équilibre de (1.1), s’il
existe un voisinage Vi, et une fonction V:V,, — R" continue, ayant des dérivées
partielles continues, telles que :

1.V soit définie positive;

i. la dérivée totale V' pour (1.1) soit négative,
alors 0 est stable et V s’appelle une fonction de Lyapunov;

13. St 0 est stable et V une fonction de Lyapunov et décrescente,
alors 0 est uniformément stable;
et si V' est définie négative pour (1.1),
alors 0 est uniformément asymptotiquement stable;

. S1 Q=IR", V' négative et si V est une fonction de Lyapunov radialement non
borné,
alors 0 est globalement uniformément stable;
et si V' est définie négative,
alors 0 est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Exemple 1.45. On considére le systéeme

{ xr1=—x1 — exp(—2t)xzy
Th=1T1 — Tg
Pour déterminer la stabilité de 0, posons
V(t,z) =7+ (1 +exp(—2t))x3.
Cette fonction est définie positive, car elle est dominée par la fonction définie positive

V(r) =21+ 23
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indépendante de t. De plus, la dérivée de V pour le systéme vaut

V/<t7 Q?) = —2<33'% — T1T2+ x%(l + eXp<_2t)))7

ce qui montre que: V'(t,2) < —2(2? — m120 + 23) < — (21 — 29)? — 23 — 23
On en déduit alors que V'est définie négative, et que 0 est uniformément asymp-
totiquement stable.

Théoréme 1.46. (Instabilité de Chetaev [6]) Soit le systeme (1.1), admettant
lorigine pour équilibre. S’il existe un voisinage Vy, et une fonction V:V,, — R
continue ayant des dérivées partielles telles que :

o Ve>0,3xo€ B(0,¢e);Vt >to, V(t,x0) <O0;
oV est minorée sur U un sous-domaine de U ={x € Vy,; V(t,2) <0,Vt > to};
e La dérivée totale V' pour le systéme (1.1) est définie négative sur U,

alors ’origine est instable.

Exemple 1.47. Soit le systéme :

I’origine est un point d’équilibre instable. En effet, posons

Viz,y) =5 4?)

le domaine U est définie par
U={(z,y) eR: —y<z<youy<z<—y}
En déduisant ' =U N B(0,¢), V est minorée par —5—22 et V'=(2*— y*) <0 sur ce

domaine. Le théoréme précédent permet alors de conclure quant a l'instabilité de
’origine.



Chapitre 2
Stabilité des systémes & commutation

2.1 Introduction

Les systémes commutés représentent une classe particuliére de systémes hybrides. Ils
commutent entre plusieurs modes d’exploitation ot chaque mode est dirigé selon des
lois dynamiques continues appropriées. Un systéme hybride est composé de systeme
dynamique continue et discret. Il s’écrit comme suit :

a'(t) = f(x(t), q(t))
xe]R”?QGQ)tGRJmU’dG Qd
q/(t) - g(tv fL’(t), Q(t)a ud)
L’état continu se développe dans un espace continu, tandis que 'état discret et le
controdle discret se développent dans des espaces discrets Q et Qg [3].

Parmi les classes diverses de systémes hybrides, nous allons nous intéresser par-
ticuliérement aux systémes commutés.

2.1.1 Rappels

Définition 2.1. Un espace vectoriel sur R(respectivement C) est un ensemble E
muni de deux opérations.

D’abord d’une addition, c’est-a-dire qu’a tout couple v, w € E on peul associer
v+w € E tel que les reégles de calcul dans R"(respectivement C") ait lieu, a savoir

o (utv)tw=u+(v+w),Vu,v,wekE;
o utv=v+u,Vu,veFE;
o u+0Og=u,VueE;

e pour tout u € E, il existe un élement v € E tel que u+ v = 0g; De plus il
existe une application de R x E — E notée (A, v) — A telle que VA,
i € R(respectivement C) et v,w e E. On ait :

e JA\vu=u;
o (A pv=Av+ uv;
o A\(vtw)= v+ Iw.

Définition 2.2. Soit P un sous-espace d’un espace vectoriel linéaire de dimension
finie. Un systéeme commuté est constitué par une famille de sous-systémes:

2'(t) = fo(x(t),t),t Ry, pEP (2.1)

23
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développé dans R™. La fonction f,(z(t),t) est supposée suffisamment réguliére
(au moins localement Lipschitz). Cette condition est de s’assurer que la solution de
chaque sous-systéme existe. Dans le systéme (2.1), seulement un sous-systéme est
actif & un instant donné. Cette loi qui commande la commutation entre les sous-
systémes est appelée signal de commutation. Nous pouvons la définir comme suit:

[0, 400) — P

J'{ t—so(t)

Cependant, cette fonction peut étre parfois constante par morceaux parce que les
systémes ayant la commutation lente et ceux possédant la commutation rapide n’ont
pas le méme comportement. Une telle fonction a un nombre fini de discontinuités
que nous appelons les temps de commutation. Elle prend une valeur constante sur
chaque intervalle entre deux temps de commutations consécutifs. Nous notons par
U, 'ensemble des fonctions constantes par morceaux définies sur [0, +00) & valeurs
dans P. Formellement, nous représentons un systéme commuté par :

2'(t)= fo(x(t),t),0 €U (2.2)
Dans les systémes que nous étudions, les champs vectoriels sont autonomes. Donc

nous utiliserons la description :

v'=f,(v),0c€U (2.3)

2.1.2 Présentation et problémes de stabilités correspondantes

Le probléme de stabilité des systémes & commutation est complexe et intéréssant.
Ici on va faire I'investigation des systémes commutés de la forme :

r'= f(x)VoeU (2.4)
Pour le cas particulier linéaire, on a :
'=Ax,x e R" {A;}oey CR™*™ (2.5)

Considérons U={1, 2}, = € R? et étudions la commutation de deux sous-systémes
dans le plan.

e (Cas 1: Supposons que les deux sous-systémes individuels sont asymptotique-
ment stables.

oA A

Figure 2.1.
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Pour différentes options du signal, le systéme commuté devient instable ou stable.

Cas 2: Supposons maintenant, que les deux sous-systémes sont instables.

Figure 2.2.

Suivant le signal de commutation particuliére, le systéme commuté devient
asymptotiquement stable ou instable.

La commutation spontanée peut déstabiliser un systéme de commutation
constant si tous les sous-systémes individuels sont stables.

Il est possible de stabiliser un systéme de commutation si tous les sous-
systémes individuels sont instables. Donc, ces phénoménes montrent que
la stabilité asymptotique des sous-systémes ne suffit pas pour garantir la
stabilité des systémes a commutation. Mais qu’il faut prendre en compte les
propriétés de la loi de commutation.

Dans 'analyse de stabilité, nous allons étudier ces deux principaux problémes sui-

vants:

2.2

Trouver des conditions de la stabilité asymptotique d’un systéme de commu-
tation pour des signaux arbitrairement commutés.

Identifier des signaux de commutation arbitraires pour lesquels le systéme de
commutation non asymptotique stable au début devient asymptotiquement
stable.

Stabilité quelle que soit la loi de commutation

Pour un point initial xy, un signal de commutation o € U donné, nous pouvons suivre
I’évolution du systéme en tout point dans le temps. Cette évolution est appelée
trajectoire du systéme commuté et est notée par : 7y, »(t). Nous pouvons définir les
concepts de stabilité de systémes commutés de deux maniéres différentes selon les
propriétés qualitatives de ses solutions.

Définition 2.3. (Propriété uniforme) On dit que la stabilité des systémes com-
mutés est uniforme si elle dépend seulement de l’état continu x et indépendant du
signal de commutation(c’est -a -dire un signal de commutation arbitraire).

Définition 2.4. (Propriété conditionnelle) La stabilité des systémes commutés
est dite conditionnelle si elle dépend de x et cect pour un signal de commutation.
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Maintenant, nous allons définir et discuter des concepts de stabilité uniforme.
Supposons que  f,(0) =0, pour chaque o € U et soit B. (respectivement Bjs) la
boule d’unité de rayon e (respectivement §), centrée a l'origine.

2.2.1 Stabilité uniforme

Définition 2.5. (Stabilité uniforme) On dit que lorigine du systéme commuté
(2.4) est uniformément stable pour U si, pour tout € >0, il existe 6 >0 tel que:

20 € Bs = Yay,0 (t) € B-pour toutt >0eto € U.

Définition 2.6. (Stabilité attractive) On dit que l'origine du systéme commuté
(2.4) est uniformément attractive pour U, s’il existe § >0 tel que:

20€ Bs= lim ~,,,, (t)=0 pourtoutt >0, etc €U
t—>+o0

Définition 2.7. (uniformément asymptotiquement et/ou exponentielle-
ment stable) Le systéme (2.4) est uniforme, asymptotique et stable (ot uniforme,
attractif et stable)s’il existe une constante a>0 et une fonction 8 de classe KL tel
que pour tout signal de commutation o les solutions de (2.4) avec [z(0)]<« satisfont
[inégalité:

|z(8)] < B(|2(0),¢]), vt =0 (2.6)
St de plus YA, ¢>0 on a :

|z(t)| < c|z(0)|exp(—At)VE >0 (2.7)
Alors le systéme (2.4) sera uniforme, exponentiellement stable.

e Si les inégalités (2.6) et (2.7) sont valables pour tous les signaux de com-
mutations et toutes les conditions initiales, nous obtenons, respectivement
un systéme global, uniforme et asymptotiquement stable (GUAS ) et un
systéme global, uniforme et exponentiellement stable (GUES). Notons que
les définitions de GUES et GUAS données précédemment sont équivalentes
pour les systémes linéaires & commutations.

2.2.2 Fonction de Lyapunov Quadratique commune: CQLF

Pour identifier les classes des systémes commutés qui sont GUAS, il suffit de trouver
une fonction de Lyapunov commune partagée par les sous-systémes individuels. Pour
chaque fonction de Lyapunov inverse, on a besoin de la famille (2.1) pour satisfaire
la propriété uniforme des conditions de régularités.

Définition 2.8. (CQLF) V est une fonction de Lyapunov commune (FLC) pour la
famille des systemes (2.2) s’il existe une fonction continue définie positive W:R"+—
R telle que :

ov

o folx) <—W(x),VpeP (2.8)



2.2 STABILITE QUELLE QUE SOIT LA LOI DE COMMUTATION 27

V est dite radialement illimitée si V(z)—+o00 quand [z/—>+00

Définition 2.9. (matrice de Hurwitz) A est dite matrice de Hurwitz ou matrice
de stabilité si toutes ses valeurs propres vérifient MN(A,) <0.

2.2.2.1 Cas Non lineaire

Théoréme 2.10. [11/(FLC radialement illimité) Supposons que le systéme
commuté( 2.4) est GUAS, Uensemble { f,(z),p€ U} compact pour chaque x fixé et
de plus la fonction (z,p)— f,(x) est localement lipschitzienne en x uniformément
sur p, alors les systémes dans la famille (2.1) partagent une fonction de Lyapunov
commune radialement illimitée.

Théoréme 2.11. [11/(GUAS) Si tous les systémes dans la famille(2.1) par-
tagent une fonction de Lyapunov radialement illimitée, alors le systéme de commuta-

tion(2.4) est GUAS.

Il y a un résultat utile que nous trouvons commode d’exposer ici comme un
corollaire de Théoréme 2.11. 11 dit que si le systéme commuté (2.4) est GUAS, alors
toutes "les combinaisons convexes" des sous-systémes individuels de la famille (2.1)
sont GUAS. Ces combinaisons convexes sont définies par les champs vectoriels

Corollaire 2.12. (GUAS) Conformément aux suppositions du Théoreme 2.10
pour tout a € [0, 1] et pour tout p,q€P, le systeme '=Ff, 4o (x)=afp(x)+(1-a)fp ()
p,qeU,a €0,1] est GUAS.

Donc il existe une combinaison convexe qui n’est pas GUAS, alors le systéme
(2.4) ne serait pas GUAS.
2.2.2.2 Cas des systémes linéaires

Considérons maintenant, le systéme commuté linéaire défini précédemment:
r'=Asx,x e R" {A,}oer CR™*™ (2.9)

ou U est supposé compact et 0 mesurable parce que constante par morceaux. Comme
U est compact et

U— {AO'}O'EU
o— A,

continue, donc l’ensemble { A, },cp est compact. Dans ce cas toutes les notions de
stabilités sont automatiquement uniformes pour la commutation de fonction ([1]).

Définition 2.13. Un systeme est dit attractif local si toutes les trajectoires débutant
dans un certain voisinage de [’origine convergent a l’origine.

Définition 2.14. (Fonction de Lyapunov Commune) Une fonction de Lya-
punov commune V:R"™ — Ry du systéme commuté de la forme (2.9) est une
fonction continue telle que V(.) est définie positive et diminue strictement le long
des trajectoires mon constantes.
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Définition 2.15. (Fonction de Lyapunov Commune non strict) Une fonction
V:R" — Ry définie positive est une fonction de Lyapunov commune non strict si
V(.) n’augmente pas le long des solutions non constantes.

Définition 2.16. (Fonction de Lyapunov Quadratique Commune: CQLF)
Une fonction de Lyapunov quadratique commune est une fonction de la forme
V(z)=2TPx o P est la matrice symétrique définie positive et les matrices Ag(t)P%—
PA, ) sont négatives pour tout o(t) € U

Théoréme 2.17. Le systéme linéaire commuté (2.9) est GUES si et seulement si,
il est localement attractive pour tout signal de commutation.

Théoréme 2.18. [15] Soit le systéme linéaire commuté (SLC)(2.9). Si toutes
les matrices A,, p € U sont Hurwitz et s’il existe une matrice carrée TeM,(R)
inversible telles que toutes les matrices A,=T 1A, T soient triangulaires supérieures
(ou inférieures), alors il existe une CQLF pour le systéme (2.9).

Théoréme 2.19. [19] [20] Soit Ay et As deux matrices de Hurwitz appartenant a
My (R). Pour tout a € [0,1] les conditions suivantes sont équivalentes:

1. il existe une CQLF pour le sytéme a commutation (5.4) décrit par Ajet As;

2. les matrices cov{A;, Ay} et cov{A;, Ay} sont Hurwitz ot

cov{Ay, Ao} ={aA1+ (1 —a)AVa €]0,1]};

3. Les matrices A1 A5 et A1A2_1 n’ont aucune valeur propre réelle négative.

Le concept de fonction de Lyapunov commune est trés utile car son existence est
équivalente & GUAS. Pour les systémes linéaires commutés, la stabilité globale est
équivalente a la stabilité locale, par conséquent nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 2.20. [7] (GUAS) Le systeme linéaire commuté (2.9) est global,
uniforme et asymptotiquement stable (GUAS) si et seulement si, il existe une CQLF
pour ce systeme .

Théoréme 2.21. [8] S'il existe des matrices R,=RY>0,Vpe U telle que:

Z ATR,+ R,A, > 0; alors,
p=1

il n’existe pas de fonction de Lyapunov quadratique commune pour la famille des
systéemes (2.9).

L’inconvénient de cette méthode est que pour certaines matrices de grande
dimension ou de matrices mal conditionnées les algorithmes numériques actuels
peuvent ne pas donner de résultats. Cet exemple ci-dessous montre qu’'un systéme
linéaire commuté peut étre GUAS sans qu’il admet une fonction de Lyapunov com-
mune quadratique.
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Exemple 2.22. Soit U ={1, 2};

-1 -1 -1 -10
Al_( 1 -1 )etA2_< 0.1 —1 )
Ces deux matrices sont de Hurwitz. Les systémes ©'= Az et ' = A,x ne partagent
pas de fonction de Lyapunov quadratique commune. En effet:

Soit P:( ; g ) une matrice symétrique définie positive satisfaisant:

AZT)P +PA,<0VpeU(5.d)
(-1 1 Tgq) (1gq -1 -1
-1 -1 q T q T 1 -1
B 2—2q 2q+1-—r
N 2g+1—r 2q42r

TP __—10.1 1q_1q -1 —10
AP —PA; = (—10 —1)((] 7’) <q 7’)(0.1 —1)

:( 2—q/2 2q+10—r/10>

—ATP —PA,

2¢+10—7r/10  20g+2r

Ces deux matrices ne sont définies positives que si :

¢+ g <1 (2.10)
et
—300)2
¢ g2+ T =300° 2.11
et ¢°+ 200 < 100 ( )
respectivement.
< 100(3-v8) =17
< 348583 g
Figure 2.3.

Réponse. Les ellips obtenues par les formules (2.10) et (2.11) ne se croisent pas.
Donc une fonction de Lyapunov quadratique commune n’existe pas. Mais le systéme
linéaire commuté =’ = A,z est GUAS. Pour s’en convaincre, nous allons regarder la
figure 2.4 qui utilise la notion de pire trajectoire qui sera définie plus tard.
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Figure 2.4.

2.2.3 Relation de commutation et stabilité

Dans cette partie nous allons nous intéresser au role de rotation de commutation
entre les systémes commutés. Une condition nécéssaire et suffisante pour I'existence
d’'une fonction de Lyapunov quadratique commune est proposée par Shorten et
Narendra [16]. Considérons I'enveloppe convexe générée par deux matrices A; et
Are M, (R) définies par:

cov{Ay, Ao}={aA;+ (1 —a)AVa e [0,1]}
2.2.3.1 Cas des systémes linéaires

Considérons le systéme linéaire commuté (2.9) et supposons que U = {1,2}.
Définition 2.23. Soit M un espace vectoriel sur un corps commutatif IK. On

appelle crochet de Lie une loi de composition interne sur M (Vz,y €M, [z,y]€ M)
vérifiant les propriétés suivants:

1. bilinéaire Nz, y,z € Met u, A € R \x+ py, 2| = Nz, 2] + ply, 2];
Vo,y,z€M et p, AER [z, \y+ pz] =z, y] + ply, 2];

2. Uapplication bilinéaire |;]est alternéeNx € M, [z, 2] =0;
3. relation de JacobiNz,y,zeM[x, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] =0;

On dit que deux champs de vecteurs commutent si leur crochet de Lie est identique-
ment nulle.

Définition 2.24.
e On dit que deux matrices Ay et Ay commutent si leur crochet de Lie
[A1, Ag] = A1As — AsAy
est identiquement nul.

e On dit que le flur de deux sous-systemes x’=A1x et r’=Ayx commutent si
exp(Ait)exp(Aar)=exp(Aa)exp(Art) pour tout t,m7 >0.
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Théoréme 2.25. [//(GUAS) Si {A,,0 €U} est un ensemble fini de matrices de
commutations de Hurwitz, alors le systéme linéaire commuté (2.9) est GUAS.

Théoréme 2.26. [2/(Uniformément asymptotiquement stable) Si toutes les
matrices du systeme(2.9) sont Hurwitz et [ A,,Ay] = 0 pour tout {u, v}€U. Alors,
le systeme (2.9) est uniformément asymptotiquement stable.

2.2.3.2 Cas des systémes non linéaires

Pour étendre les résultats précédents aux systémes non linéaires, on a besoin du
crochet de Lie suivant:

_ Ofa(x) _Of(=x)
[.fla.fZ](x)_T.fl(x) Tﬁ@)
Cette définition du crochet de Lie est compatible & celui linéaire a part la différence
de signe.

Théoréme 2.27. [11] (GUAS) Si {f,,p€ U} est un ensemble fini de champs
vectoriels commutés de classe C'. Si de plus, l'origine est un équilibre global et

asymptotiquement stable pour tous les systemes de la famille(2.1), alors le systéme
commuté(2.4) est GUAS.

Les matrices

_ Ofp(x)
Ap==5

sont Hurwitz si et seulement si les champs vectoriels f, sont exponentiellement
stables. Ainsi une fonction de Lyapunov commune quadratique pour les systémes
linéarisés serviront d’une fonction de Lyapunov commune locale pour le systéme non
linéarisé (2.1) de la famille initiale finie.

\1‘:07 p el

2.2.4 Nilpotent et algébre de Lie

Considérons le systéme commuté(2.4). D’aprés ce qui précéde, on peut étudier la
stabilité des systémes de commutation en utilisant les relations de commutations.
La nature de ces relations de commutations est révélée par ’algébre de Lie

g:{Apapep}LA

produit par les matrices A,, p€U muni du crochet de Lie standard.

Définition 2.28. (Algébre de Lie) Une algébre de Lie est un espace vectoriel muni
d’un crochet de Lie c’est-a-dire bilinéaire, antisymétrique et qui vérifie la relation de
Jacobi. Les classes de l’algebre de Lie les plus simples sont nilpotentes et résolubles.

Définition 2.29. Un idéal de g est un sous-espace vectoriel H de g tel que:
Vgeg,VheH,[g,h|eH.

1l est en particulier, une sous-algebre de Lie.
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Définition 2.30. Une algebre de Lie qui n’admet pas d’idéal non trivial,est appelée
algébre de Lie simple.

Définition 2.31. (Algébre de Lie résoluble) Etant donnée une algébre de Lie g,
les ordres g%) sont définis comme suit: gt = g; g*+1) =[g¥) g c g®. Si g =0
pour k suffisamment grand, alors g est résoluble.

Définition 2.32. Une algebre de Lie est dite nilpotente lorsque toute la suite de
commutateurs [[g1, go|, gs|, ----, gn] finit par étre nulle, lorsque n devient suffisam-
ment grand. Elle est une algebre de Lie résoluble.

2.2.4.1 Cas linéaires

Considérons le systéme linéaire (2.9) et définissons 'algébre de Lie associée a ce
systéme

g={Asi0€U}ra (2.12)

Ceci est 'ensemble des matrices A, et les commutateurs réitérés pour le crochet
de Lie [Ay, A = ALA, — AyA, (pour plus de détails voir [11]). Cette notion est
un outil trés important, c’est crucial pour la stabilité du systéme (2.9). On donne
différents critéres algébriques pour la stabilité uniforme.

Théoréme 2.33. [2] Soit {A,,0 €U} un ensemble compact de matrices d’Hurwitz.

Si g dans 'équation (2.12) est une algébre de Lie résoluble, alors le systéme commuté
(2.9) est GUAS.

Le Théoréeme 2.33 est le résultat principal de Hespanha et d’autres. Nous en
présentons ci-dessous et illustrons le théoréme par un exemple.

Exemple 2.34. Considérez le systéme commuté linéaire bidimensionnel suivant:

x'=Ax,i={1,2}

~1 1 0 3
() ()

les deux matrices sont de Hurwitz donc les deux sous-systémes sont asymptotique-
ment stables.
En effet, le polynéme caractéristique de A; est:

Pa,(A) =2+ 2)%;
et celui de A, est:

Pa,(p) = (p* +4p+3)

Ay a une valeur propre double A= -2 < 0 donc A; est de Hurwitz et A a deux
valeurs propres différentes p=—1<0et p=—-3<0 donc elle est aussi de Hurwitz.
Considérons 'algébre de Lie g définie dans I'équation (2.12) pour ce systéme
commuté linéaire, elle est produite par Ajet As. Donc, elle peut étre écrite comme
suit:

g =span{A;, Ay, [Ay, Ao]}
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Calculons le crochet de Lie de A et A,
[A1, A =
AAy — AyA

aea= ()00 )0 2 Y)

-1 1 0 3 2 2
D —qg= =
g g=span{A;, Ay, A3} Span{( 1 _3 >,( 1 4 )a( _9 _9 )

ona: gt =[g®), g

pourk=1,
g =[gW, g"V] =span{[A;, A A, A;€ gWsi, j={1,2,3}} =

span -1l
P 11
pour k=2

00
99 =1[g", g% =span{[A;, Aj]; Ai, A; € g} ZSPan{( 00 )}

Par suite, g est une algébre de Lie résoluble, donc le systéme commuté (2.9) est
GUAS.

Le Théoréme 2.33 est généralisé dans [2] en utilisant la décomposition de Levi
de g comme suit g=17r @ s.

Définition 2.35. (Décomposition de Levi) Toute algébre de Lie g de dimension
finie peut étre écrite comme une somme semi-directe d’une algébre de Lie résoluble
et d’une algebre de Lie simple, c’est -a -dire g=r & s ou T est algébre de Lie résoluble
et s algebre de Lie simple.

Théoréme 2.36. [2] Soit {A,,peU} un ensemble compact de matrices d’Hurwitz
et g ={A,, p € U}lpLa vérifie la décomposition de Lévi. Si s est compact, alors le
systéeme linéaire commuté (2.9) est GUAS.

Exemple 2.37. Soit {A, = =X\, + Sy, VA; > 0, 0 € U} ensemble de matrices
d’Hurwitz ot I est la matrice identité, S, = —SZ et g={A,,0 €U }1 4 donc:

e i g contient la matrice identité, alors la condition du Théoréme 2.36 est
vérifiée avec r=RI et s={5,, p €U }pa qui est compact.

e sinon g est un sous-espace de Lie de RI & {S,, o € U}, par suite, on a le
résultat.

Proposition 2.38. [11] Si g est une algébre de Lie résoluble, alors il existe un
changement linéaire de coordonnées sous le quel toutes les matrices dans g sont
simultanément transformées a la forme triangulaires supérieurs.

Proposition 2.39. Si {A,,0 €U} est un ensemble compact de matrices de Hurwitz

triangulaires supérieurs (ou inférieurs) , alors le systéme commuté linéaire (2.9) est
GUES.
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Théoréme 2.40. [11](Obtention ou non d’un GUES) Si §={I,A,;p€U}La
ne satisfait la décomposition de Levi, alors il existe deur ensembles de générateurs
Hurwitz pour ¢ tel que :

1. la correspondance du systéme linéaire commuté ne soit pas GUES;

2. la correspondance du systeme linéaire commuté soit GUES.

2.2.4.2 Cas non linéaires

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité des systémes commutés non-
linéaires en utilisant les critéres de stabilité de ’algebre de Lie.

Corollaire 2.41. (Localement uniformément exponentiellement stable)

Soit {A,, 0 € U} un ensemble compact de matrices de Hurwitz et %x(x) dépend
continument de o pour chaque x dans un certain voisinage de l’origine. St g =
{Ay, 0 € U}lLa est résoluble, alors le systéme commuté (2.4) est localement, uni-
formément et exponentiellement stable.

Considérons la famille de systémes non-linéaires (2.1), f,(0)=0 Vo € U et un

81; (xx) \z=o0 . On généralise le Corollaire 2.41 par

ensemble de matrices linéarisées A ,—
le résultat suivant:

Corollaire 2.42. (Localement uniformément exponentiellement stable)
Soit {A,,0 €U} ensemble compact de matrices de Hurwitz et %f) dépend conti-
nument de p pour chaque x dans un certain voisinage de Uorigine. Si g = {A,,
p € Ulpa est une somme semi-direct d’un idéal résoluble et un sous-algébre de
Lie compact, alors le systeme commuté (2.4) est localement uniformément expo-

nentiellement stable.

L’inconvénient principal des critéres de stabilité d’algebre de Lie est leur applica-
bilité limitée. Ils fournissent seulement des conditions suffisantes et pas nécessaires
pour la stabilité. Ceci peut étre vu de la premiére déclaration du Théoréme 2.40
et aussi du fait qu’ils impliquent ’existence de fonctions de Lyapunov quadratique
commune. Cette propriété est intéressante, mais, comme nous avons vu dans la

Section 2.2.2, elle ne nous donne pas tous les GUES pour les systémes linéaires
commuteés.

Remarque 2.43. La réciproque du Théoréme 2.36 n’est pas vraie en général, ainsi,
si s n’est pas compact, le systéme peut étre stable ou instable. Ce cas a été examiné
dans [2]. Particuliérement, si I'algébre de Lie g a la dimension au plus 4, alors le
probléme de la stabilité asymptotique du systéme (2.9) peut étre réduit au probléme
de stabilité asymptotique d’un systéme bidimensionnel auxiliaire :

z'(t) =u(t) Az (t) + (1 —u(t)) Asx(t) (2.13)

ol A; et Ay sont deux matrices réelles de Hurwitz, x € R? et u(.): [0; +00) — {0,
1} une fonction mesurable arbitrairement commutée. Ce systéme bidimensionnel
a été I'objet de plusieurs études comme la découverte d’une fonction de Lyapunov
commune [14], la recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence
de fonctions de Lyapunov quadratiques communes absolues pour la stabilité de deux
ordres linéaires.
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Mais dans le Chapitre suivant, nous essayerons de trouver une condition suffi-
sante sur les matrices Ay, Ay ot le systéme(2.13) est globalement asymptotiquement
stable, uniformément pour la fonction de commutation mesurable u(.): [0; +00) —
{0; 1} par utilisation d’une nouvelle méthode.

2.3 Stabilisation

Dans cette partie, il sera question de deux types de problémes de stabilisation pour
les systéemes linéaires commutés : la recherche d'une loi de commutation stabilisante
et la synthese de correcteurs stabilisant le systéme indépendamment de la loi de
commutation.

2.3.1 Loi de commutation stabilisante

Le probléme de la synthése d’une loi de commutation stabilisante est souvent formulé
de la fagon suivante : quelle restriction doit-on considérer pour la loi de commutation
afin de garantir la stabilité du systéme ? Quand la commutation n’est pas controlée,
la recherche des conditions sur la loi de commutations afin que le SLC soit asymp-
totiquement stable s’est faite principalement selon deux approches. La premiére
consiste a faire dépendre la loi de commutations de I'état du systéme, c’est-a-dire,
que 'on partage ’espace d’état du systéme en plusieurs régions délimitées par des
frontiéres, ol chaque région correspond a un mode du systéme et les commutations
correspondent aux transitions des frontiéres. Quant a la seconde, elle consiste & com-
muter relativement lentement, c’est-a-dire a& imposer un temps minimal entre deux
instants de commutations, afin que le SLC soit asymptotiquement stable. Ici nous
allons nous limiter a la restriction de I’espace d’état, lorsque la loi de commutation
représente une commande.

Figure 2.5.

Théoréme 2.44. [25]S7il existe une séquence de commutations stabilisante, alors
il existe un sous-systeme

r'=A,x,VoeU
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tel que au moins une valeur propre de Ay, + AL soit un nombre réel négatif.

Théoréme 2.45. [22][23]Soit A={A,...... A} un ensemble de matrices instables.
Une condition suffisante pour lexistence de o(t) telle que SLC (2.9) soit stable est
qu il existe une combinaison convezxe stable des matrices A, , c’est-a-dire, qu’il existe

n
>0, a,=1
p=1

Aeq=)_ a4,
p=1

tel que,

soit une matrice stable.

Remarque 2.46. Ce résultat repose donc sur ’existence d'une combinaison convexe
stable des matrices A,, p = 1, ....n. Cependant, trouver la combinaison convexe
lorsqu’elle existe est un probléme trés difficile. De plus, I'existence d’une telle com-
binaison convexe n’est pas une condition nécessaire, et donc, il se peut qu’il existe
une loi de commutations stabilisante alors qu’il n’existe pas de combinaison convexe
stable. Des conditions qui sont a la fois nécessaires et suffisantes existent pour le cas
des systémes de deuxiéme ordre [25].

2.3.2 Systéme feed-beck ou retour d’information

Définition 2.47. Un contréle u en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction, ou
un bouclage, ou encore un feedback, est une application x+— u = y(x) définie sur
l’espace d’état R™ a valeur dans l’ensemble des controles admissibles U.

Le probléme de stabilisation (ou régulation) du systéme
= f(z,u),r e R", ueR™

consiste & maintenir ce systéme prés d'un point d’équilibre zy. Il s’agit donc de
construire une loi de controle u = y(z) telle que z( soit un équilibre asymptotique-
ment stable du systéme en boucle fermée. (voir Figure 2.6).

Figure 2.6.
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Définition 2.48. Le systeme ' = Az + Bx est dit stabilisable (par retour d’état
linéaire, ou par feedback linéaire, ou aussi par régulateur linéaire) s’il existe une
matrice K € M, xm(R) tel que le systéme bouclé par le feedback w= Kx : ¢’est-a-dire

x'=(A+ BK)x
soit asymptotiquement stable, autrement dit la matrice (A4 BK) est de Hurwitz.

La matrice de feedback K s’appelle les gains.

Les résultats de la stabilité pour les systémes & commutations de cette nature
sont:

2.3.2.1 La passivité

Considérons, le systéme de controle suivant:

r'=f(z,u),reR", uc R™
y=nh(z),ycR"

Définition 2.49. On appelle gain statique d’un systeme, son amplification en régime
continue.

Définition 2.50. On appelle passivité, la propriété de ce systéme caractérisé par
lexistence d’une fonction définie positive, continument différentiable V:IR" — R et
une fonction W:R"™ — R définie positive telle que:

g_z Fle,u) < —W(z) + uTh(z) (2.14)

Des systémes passifs surgissent fréquemment dans une variété d’applications,
par exemple, dans les modéles de circuits électriques et des dispositifs mécaniques.

Définition 2.51. Une fonction non-linéaire ¢ est de type secteur [ki; ks] lorsque

Vy#0,ky < o(y) <ky

Définition 2.52. Un systéme linéaire a circuit fermé par une non-linéaire statique
u=—(y) est de la forme

Supposons que l'inégalité (2.14) est vraie, donc pour tout k& > 0, le systéme a
circuit fermé obtenu pour u = —ky est asymptotiquement stable. Sa fonction de
Lyapunov est la fonction V', dont la dérivée le long des solutions vérifie :

Vi(z) < —W(z)— yTky. (2.16)
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Autrement dit,V est une fonction de Lyapunov commune pour la famille des
systémes a circuit fermés correspondants a toutes les matrices de gain de retour
d’information définies non positives. Il s’ensuit que le systéme commuté produit par
cette famille est uniformément asymptotiquement stable (GUAS si V est radiale-
ment illimité).

La fonction V' sert aussi d’une fonction de Lyapunov commune pour tous les
systémes de retour d’information non-linéaires obtenus en prenant u=—¢(y) o ¢
vérifie :

yp(y) >0,Vy £0.

Dans le cas d’une seule entrée-sortie (SISO), ceci se réduit au secteur

0<yep(y),Vy (2.17)

Pour les systémes linéaires, il y a une condition de domaine de fréquence treés
utile pour la passivité en termes de concept d’une fonction réelle positive que nous
définissons maintenant. Nous allons limiter notre discussion au systémes SISO, bien
que les résultats semblables se tiennent pour des systémes généraux.

2.3.2.2 Fonction réelle positive

Définition 2.53. Une fonction de transfert est un modele mathématique de la
relation entre [’entrée u et la sortie x d’un systéme linéaire souvent invariant. Elle
est la transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle.

Exemple 2.54. Considérons le systeme SISO représenté par :

z'=Ax+ Bu a T 0 1 0
(5 e (1 (5 ) ()

Calculons la fonction de transfert: g(s)=C(sI— A)~'B

g(s) = (a, 1 )( 3 34:112 )_1< ?>

- o (L )(Y)

sS+a
(s+8)(s+4)

Les solutions du dénominateur (poles) de g sont —8 et — 4 et la solution de son
numérateur (zéro) est —a.

Définition 2.55. Une fonction de transfert g: C — C est dite : réelle positive si
s € R implique g(s) ER et Re(s)>0 et Re(g(s))>0. Elle est dite réelle strictement
positive si g(s-¢) est une réelle positive Ve > 0.

Une fonction réelle positive a tous ces poles dans un demi-plan férmé si tous les
poles sont dans un demi-plan ouvert. Donc, il suffit de vérifier l'inégalité R(g(s)) =0
le long des axes imaginaires.
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Soit le systéme linéaire de temps invariant suivant :
{ x'=Ax+ Bu
y=Cx
ou A est une matrice Hurwitz et
g(s)=C(sI—A)"'B

est une fonction de transfert réelle strictement positive. L’existence d’une matrice
symétrique définie positive P pour ce systéme est garantie par le célébre lemme de
Kalman-Yakubovich-Popov suivant :

Lemme 2.56. Si un systéme linéaire
x'=Ax+ Bu
y=Cu

admet deur matrices symétriques définies positives P et @) qui satisfont les deux
équations suivantes:

ATP 4 PA = —Q
PB = (7T

alors le systeme est passif avec fonction de stockage interne

Vi(x)= %xTPx
et comme de terme de dissipation
1
g= §xTQx

Démonstration. on a: ATP+ PA=—Q

1

Posons V(x) = 52" Px et calculons sa dérivée.

V'(z) = %(x’TPx—l—xTPx’)
_ %((Ax+Bu)TPx+mTP(Ax—I— Bu))
_ %xT(ATP +PA)z + %((BU)TP:E +2"PBu)
= —%xTQx +uBPx.
En posant y = BTPz=Cz. On obtient :
V'(z)= —%xTQHuy:uy —g

de telle sorte que le systéme est passif avec

Vi(r)= Lompret g= L

1
5 57 Q. O

En général, on suppose que la fonction de stockage est simplement définie non
négative, mais dans le cas de passivité stricte, on la suppose définie positive.
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Définition 2.57. Un systeme linéaire est dit stable de maniére absolue vis-a-vis
de la fonction non-linéaire ¢ de secteur [ky; ks], si le systéme résultant est stable au
sens de Lyapunov quel que soit p(y) € [ky; ka).

Nous disons que si la fonction de transfert est une réelle strictement positive,
alors les systémes a circuit fermés pour tous les gains de retour d’information non
positifs (u = —ky, Vk > 0) partagent une fonction de Lyapunov commune qua-
dratique. Pour les systémes de dimension n < 2, l'inverse est aussi vraie c’est-a-
dire 'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune implique que la
fonction de transfert est une fonction réelle strictement positive.

Donc,

e la correspondance du systéme linéaire commuté est GUES;

e (Ce méme résultat s’étend immédiatement, aux systémes de retour d’informa-
tion non-linéaires

r'=Ax — Bp(Cx) (2.18)
ol ¢ satisfait (2.17).
Si la fonction de transfert gn’est pas une réelle strictement positive, mais la fonction

1+ kag
1+ kg

(2.19)

est une réelle strictement positive pour ks >k >0, ol k1 est un gain de stabilisation.
Dans ce cas une fonction de Lyapunov quadratique commune existe pour la famille
de systémes (2.18) telle que:

ky® < yp(y) < kay? (2.20)

Ce résultat est d’habitude appelé critére de cercle, le lieu de g se trouve a ’extérieur

du disque centré a ’axe réel. Ce disque croise 1'axe réel aux points <—k—, 0) et
1

G(jw)

A J

Figure 2.7.
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Pour k; =0, ce disque devient le demi-plan {s: R (s) < —k%}

Gljw)

\J

=

Figure 2.8.

Le probléme d’analyse de la stabilité du systéme (2.18) pour toutes les non
linéarités o trouvant dans un certain secteur donné comme (2.17) ou (2.20) est celui
de la stabilité absolue célébre. Les conditions qui ménent a ’existence d’une fonction
de Lyapunov quadratique pour ce type de systéme est en général trop restrictives. Le
critére de Popov fournit des conditions de domaine de fréquence moins conservatrices
pour la stabilité absolue. Une version de ce critére peut étre exposée comme suit :

Proposition 2.58. St g a un pdle au zéro et le reste dans le demi-plan gauche
ouvert on a:

1. St (1+as)g(s) est une fonction réelle positive pour a >0, alors le le systéme
(2.18) est globalement asymptotiquement stable pour toute fonction ¢ qui

satisfait 0 <yp(y)Vy #0;
2. sinon, sila fonction (1+as)g(s) est une réelle strictement positive pour tout
a >0, alors la condition (2.17) est suffisante.

Quand le critére de Popov s’applique, alors il existe une fonction de Lyapunov
pour le systéme & circuit fermé en forme d’un terme quadratique plus un intégral de
la non linéarités. Puisque cette fonction de Lyapunov dépend explicitement de ¢,
donc une fonction de Lyapunov commune n’existe pas en général. Autrement dit,
la commutation entre différents gains de retour d’information négatifs ou de secteur
non linéaire peut causer l'instabilité d’un systéme.

Théoréme 2.59. Soit G(s)=C(sI— A)~'B une fonction de transfert correspondant
a un systéme qui est a la fois commandable,

rang(B AB ....... A"1B)=n;

et observable (CT ATCT....... (AT)"=1CT)=n;

(G(s)) est strictement réelle positive. C’est-a-dire

AP >0et Q > 0telleque ATP + PA=—Qet PB=C".
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Théoréme 2.60. [11/Considérons le systéme linéaire & commutation produit :
r'=(A+BK,C)x (2.21)

Supposons que A est une matrice de Hurwitz telle que ||K,| <1 pour tout o € U.
Alors le systeme (2.21) est GUAS si||CB(sI — A)7 Yoo <1 ou

1G [loo= maxm(s)zoamax(G(S))



Chapitre 3

Conditions de stabilité des systémes
linéaires commutés plans

Dans ce chapitre nous faisons I'étude détaillée du papier [4] de Balde, Boscain et
Masson. Dans ce papier les auteurs ont étudié le probléme de stabilité des systémes
commutés linéaires de la forme :

2/(t) = u(t) Ay (t) + (1 — u(t)) Asz(t)

ol les matrices réelles Ay, A, € R?*2 sont de valeurs propres a parties réelles négatives
et u:[0; +00] — {0, 1} est une fonction mesurable. Ils y ont donné des conditions
nécessaires et suffisantes, dépendant d’invariants des matrices A; et As, sous lesquels
le systéme est asymptotiquement stable pour des fonctions de commutation arbi-
traires u. Ils ont simplifié, unifié ces conditions de stabilités en les reformulant en
termes de nouvelles parameétres et aussi réduit les cas a étudier de 20 & 4 qui sont
les suivants :

S1. Existence d'une fonction de Lyapunov quadratique équivalente a celle
donnée dans [10]. Elle est seulement une condition suffisante pour GUAS.

Sa. Existence de v € {0, 1} tel que vA; + (1 —v) A, ait une valeur propre réelle
positive. Dans ce cas le systéme est instable.

S3. Existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune non stricte.
Le systéme est seulement uniformement stable, mais pas GUAS.

S4. L’analyse de stabilité du systéme est réduite a I’étude d’une seule trajectoire
appelée la pire trajectoire.

— Si elle tend a l'origine, alors le systeme est GUAS.

— Si elle est périodique, alors le systéme est uniformément stable mais
pas GUAS.

— Si elle diverge, alors le systéme est instable.

3.1 Les notions de stabilité

Dans cette sous section nous rappelons quelques notions classiques de stabilité qui
seront utilisées dans la suite. Pour ¢ >0, soit Bs la boule d’unité de rayon 9§, centrée
a l'origine. Notons par U, I’ensemble des fonctions mesurables définies sur [0, +00)
a valeur dans {0, 1}. Etant donné z € R?, nous notons par 7,,.()(.) la trajectoire
du systéme (2.13) issu de x( et correspondant au contrdle w.

43
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Définition 3.1. (Instable ou illimité) On dit que le systeme (2.13) est illimité
a Uorigine s’il existe xo € R? et u(.) € U tel que vuyu()(t) tend a Vinfini quand t va
a linfina.

Définition 3.2. (Uniformement stabe) On dit que le systéeme (2.13) est unifor-
mement stable a l'origine si pour chaque € >0, il existe 6 >0 tel que Yzou()(t) € B:
pour chaque t> 0 et chaque xo € Bs.

Définition 3.3. (Globalement uniformement asymptotiquement stable :
GUAS) On dit que le systeme (2.13) est globalement, uniformement et asymp-
totiquement stable a l'origine (GUAS) s’il est uniformément stable et globalement
attractive, c’est a dire, pour tous d1,0o>0 il existe T>0 tel que Vo u()(t) € Bs,, pour
t > T, pour tout u(.) €U et pour tout xo € Bs,.

Remarque 3.4. Les propriétés de stabilité du systéme (2.13) ne changent pas si
les fonctions de commutation prennent leurs valeurs dans [0, 1] au lieu dans {0; 1}[7].

Dans la suite, nous allons nommer le systéme commuté avec u(.): [0, +00) — [0,
1].

Lemme 3.5. [ 1/] Le systéme( 2.13) avec u: Ry —{0,1} est GUAS (respectivement
uniformément stable,respectivement illimité) si et seulement si le systéme convexe
(2.13) est GUAS (respectivement uniformément stable, respectivement illimité).

Le systéme (2.13) ne dépend pas du paramétrage des courbes intégrales de A;x
et A,z comme latteste le lemme suivant.

Lemme 3.6. (Invariance des propriétés de stabilité entre (A;et A; /o, Vo; >

0) )

Si le systéeme commuté
' (t) =u(t)Arz(t) + (1 —u(t))Asx(t)

ot u(.): [0, +00) — {0, 1} a l'une des propriétés de la stabilité données dans les
définitions précédentes, alors la méme propriété de stabilité reste wvalable pour le
systeme

z'(t) =u(t)(Ar/on)x(t) + (1 —u(t))(Azs/ aa) pour tout ay, ag >0

Définition 3.7. (Fonction de Lyapunov( FL) commune ) Une fonction de
Lyapunov commune V:IR* — R, du systéeme commuté de la forme (2.13) est une
fonction continue telle que V(.) est définie positive (c’est a dire V(x) >0 Vx #0 et
V(0)=0) et décroit strictement le long des trajectoires non constantes.

Définition 3.8. (Fonction de Lyapunov Commune non stricte) Une fonction
V:R? — R définie positive est une fonction de Lyapunov commune non stricte si
V(.) ne croit pas le long des solutions non constantes.

Définition 3.9. (Fonction de Lyapunov Quadratique Commune ) Une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commune est une fonction de la forme V(x)=zTPz
ol P est une matrice symétrique définie positive et les matrices ATP + PA; et
AY P+ PA, sont définies négatives.
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Rappelons que pour les systémes de type (2.13), I'existence d'une F'L est équiva-
lente & GUAS (voir [4]). Par contre 'existence de F'L non strict garantit la stabilité
uniforme de (2.13).

3.2 Conditions de stabilité de Baldé Boscain et
Masson

3.2.1 Définition et notations

Nous rappelons que det(X) et Tr(X) désignent respectivement le déterminant et
la trace d’une matrice X. Nous définissons dx := Tr(X)? — 4det(X) et ['(X,Y) =
S(Tr(X)Tr(Y) — Tr(XY)) ot X,Y € R?*2

Au moyen de ces invariants nous pouvons définir les invariants suivants associés a
(2.13) :

(A1) si 5,41 7é 0
n = ’6A1’

Tr(A;) .
%suhl:o

’IY(A2) 5 O
To = \% ‘6142‘ > A27é

T 6354, =0
k = L Tl"(AlAg) — lr:[‘I'(fll)’I‘I'(flg)
Tr(Al)Tr(Ag) 2
A = 4<F(A17 A2)2 - F(Ah Al)F<A27 AQ))
QF(AL Az) + \/Z

R = exp(Tity + ot
> et (A dei(iy) Coimhi Tt

(

7T Tr(A1) Tr(Asg) (k7 + 73—
— —arctan

2 27'17'2\/Z

27‘17'2\/Z

- rctanh

t; = < arctanh g e T
20/A )
\/T:(Al)Tr(AQ) 51 5141' =0

(Tr(AlAg) - 7)

)Si(SAZ.<0

Si(SAi>O

2

\

+1siz>0
sign(z) =< 0siz=0
—1siz <0

Remarque 3.10. Pour toute matrice X € R**? on a I'(X, X) =det(X). De plus
ona:
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B(X,Y)=4Tr(XY) — 2Tr(X)Tr(Y) donc le sign(k) = sign(B(A;, As)). Ainsi
nous pourrons remarquer que si A; et Ay sont Hurwitz alors 7; <0 pour i =1,2 et

sign(T'(Ay, As)) =sign(mm — k).

3.2.2 Le théoréme de stabilité de Baldé Boscain et Masson

Dans cette section, nous exposons le résultat principal du papier [4] puis en donnons
une preuve détaillée.

Théoréme 3.11. (Théoréme de stabilité) [//
1. Si les conditions suivantes

F(Al, AQ > —\/th Al det(Ag)
TI‘(AlAQ > — 2\/det det(Ag)

(51)

sont satisfaite alors, le systéeme(2.13) admet une FL quadratique.

2. S

—/det(A;)det(Ag) < T(A1, Ag) < /det(A;)det(Ay)

alors dans ce cas, la condition Tr(A1Az) > —24/det(A;)det(As) est auto-
matiquement satisfaite. Par consequent, le systeme(Q,]f))) admet une FL
quadratique.

3. Si

[(Ay, As) <—+/det(A;)det(Ay) (S2)

alors le systeme est illimité.

4. Si

F(Al, AQ \/th Al det(Ag) (Sg)

alors, le systéme est uniformement stable, mais pas GUAS.

5. Si

{ Al, A2 \/det det Ag) (S )
4

Tr(A1Ap) < — 2\/det 1)det(As)

alors, le systeme est GUAS, uniformement stable ou instable respectivement
st R<1,R=1, R>1.

Le corollaire suivant provient de (51).

Corollaire 3.12. Si det([A1, As]) > 0, alors le systeme (2.13) admet une FL
quadratique.

Remarque 3.13. Dans le cas diagonalisable d4, et d4, sont différent de zéro, les
parameétres 71, 7o et k sont invariants sous la trasformation (Ay, As) — (A1/ a1,
Ay /a) pour tout ay, as>0. Ceci n’est pas vrai dans le cas non diagonalisable.
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Remarquons cependant que dans les deux cas les conditions de stabilité du
Théoréme 3.11 ne dépendent pas de la transformation de coordonnées ou des trans-
formations du type (A, A2) — (A1 /a1, A2/ as2) que nous appellerons regraduation
dans la suite. Ceci est néanmoins vrai pour le cas particulier de la fonction R.

3.3 La preuve du théoréme de stabilité.

3.3.1 Les formes normales

Le but de cette section est de réduire tous les choix possibles des matrices A; et Ay
aux formes normales appropriées, obtenues aprés transformations de coordonnées
et regraduation des matrices (voir Lemme 3.6 et Remarque 3.13). Ces matrices
dépendent directement des coordonnées des paramétres det(A;), det(Ay), 71, 7, k,
I',04,,04,, A définis ci-dessus. Les formes normales utilisées ici décrivent toutes les
situations possibles des systémes commutés bidimensionnel. Ces formes couvrent en
méme temps le cas diagonalisable étudié dans [4] et le cas non diagonalisable étudié
dans [5]. Ils joueront un roéle clé dans la preuve.

Lemme 3.14. (Formes normales de A; et Aj.) Nous avons les cas suivants
selon le rang de [A1, Aj)
1. Si det([Ay, As]) #0 alors

o 1 1
Al_( sign(da,) 7 )

a) Si det([A1, Ag]) < 0, alors il existe FF € R, |F| > 1 telle que F +
sign(d162) — 9k
F

et Ay a la forme

:( Sign(ng)/F f;) (3.1)

b) Si det([Ay, As]) >0, alors §4,>0, pouri=1,2, ke (—1,1) et Ay a la

forme
A2:< VIR k ) 52)

k T2 —V 1— k2
2. Si rang([Ay, Ag]) =1, alors il est possible de trouver un changement linéaire
des coordonnées qui diagonalise Ay et rend As triangulaire supérieure.
8. Si [Ay, Ay) =0, alors sign(da,) =sign(da,).

o Si 04, <0 oudy, >0 pour i=1,2 alors il est possible de trouver un
changement linéaire de coordonnées et une renormalisation des formes
(3.1) (respectivement (3.2)) avec F'==1 (respectivement k==1).
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o Sida = 04, = 0, alors Ay et Ay peuvent étre mis sous la forme
triangulaire supérieur ou les éléments de A; sont égaux a T; sur la
diagonale pour 1=1,2.

Démonstration. du Lemme 3.14

Nous prouverons le lemme juste dans le cas det([A;, As]) # 0, la preuve dans le
cas ou det([Ay, As]) = 0 est analogue. Notons que ce lemme était prouvé dans [4]
quand d4,,04, <0 et dans [5] dans le cas ot 04,04,=0. Donc, nous pouvons assumer
04, >0 ou d4, > 0. Considérons d’abord le cas d4, > 0. Dans ce cas, nous pouvons
trouver un systéme de coordonnées tel que :

o )\1 0 o a b
Al—( 0 )\2 ),Az—(c d)a,b,c,dGIR

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que A\; < Ao. Le discriminant de
A est

04, = (Ao — A1)? et celui de Ay est §4, = (a — b)? + 4bc, qui peut étre positif ou
négatif. Nous avons :

A O a b a b A 0O
A, 4] = ( o1 )\2>(c d)_(c d)( 01 Ag)
B (a)\l b)\1>_<a)\1 b)\2>
cAa dAs cAi dAg
_ ( 0 b(Al—A2)>
- —C()\l—>\2) 0

det([A1, Ag]) = be(M — Ao)?

O[A1A) = Tr([As, Az])® — 4det([A1, Ag])
= —4bC()\1—>\2)2

Calculons k:

posons m = Tr(A;A;) — %Tr(Al)Tr(Ag)
At O a b
Aida = ( 0 >\2>(c d)
_ (a)\l b\ )
Ao dAy
Te(Aids) = ahi+dhs
n = Tr(A;)Tr(Ay)
= (M +X)(a+d)

= a)\l + d)\l + G)\z + d)\g
m = %(0)\1 — d)\l + d)\g — 0)\2)

_ %(—Al(d —a)+ Mo(d —a))

(d=a)0o— M)
2
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Or
NSV L T4
p o 2mTr(A1)Tr(As2)

\/ ’5A15A2’ Tr(A;)Tr(As)

2<d — CL)()\Q - )\1)

2(X2 = M)/ [0,

d—a

V |§A2|

Supposons det([A;, As]) <0 et considérons la transformation linéaire
Y e N i
a a qui diagonalise [A;, As].
1 1

])OIlC7 nous avons :

|
o] L

( 1 —y/2 —b
2 ToAT — 1 a <)\10> ~
1

NI \/|57det k_l_b}

2 1/A1—A2%b\_*b -

>\1+)\2 A1 — A2
B )\2—)\1 /— \/

Tr(A1) M+ >\2

\/ |5A1| B )\2_)\1

—_

orr =

done

2 TAT = (71 ! )
V |§A1| 1 n

De maniére analogue on prouve que :

2 T_lAQT =

I /17”\((”))717 s
V10 4,] ‘/|5A det k_l_ b) c d 1 1

_ T SigngAg)
F T2
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sign((SAQ)
F

ou F satisfait I’équation F' + = 2k et de plus nous pouvons assumer que

|F'| > 1 éventuellement échanger les coordonnés de reference. Si 4, <0, alors d4,>0
et donc nous pouvons changer les roles de A; et As, reprendre ce processus jusqu’a
I'obtention de la forme suivante :

sign(s4,)
Al = T F : et AQ = ( . 2 1 )
F 7 sign(da,) T

Donc,
[A1, Ag] = A1Ar— ArAy
A1Ay = 71 Slgnl(jAl) 72 1

F T Slgn(éAz) T2

_ S sign(éAliign(5A2) T+ Ty sign;fAl)

Fry 4 7isign(0a,) F+1m
sign(o
AA = ( -0 : ) . g;‘Al)

sign(da,) To F .

_ Tty + F 71+ Tz—SigngAl)
Fro+ msign(04,) T+ —Sign(éAliign(éAg)

sign(d4,)sign(da,)
_F + ) 1 2 O
[A17 A2] == 0 F F sign((SAl)sign(éAQ)
- F
sign(84,)sign(84,) — F2 0
— B F
o 0 sign(da,)sign(6a,) — 2
F
D’on,

(Sign(éAl)Sign(&%) — F2)2

det([Al, AQ]) = — F2

<0.

Considérons maintenant le cas
det([Al, AQ]) = bC()\l — )\2)2 —+ 4bc > 0.
Nous avons,

be>0 = 04,=(a—d)*+4bc>0
I3

Dans ce cas, nous utilisons la transformation suivante :

C

1 1
U:( E\{% _21 be )avecdet(U) :g\/b_c et da, = (Ao — )2
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Par suite,

2 UflAlU — 2 X 1 ]. %\/% ()\1 O > %\/b_c _% bC
Vo] o @@ 1 tvie Noow T

2 e [ a0 Ve V[ Whe ~Lvbe
VIoa  2vbe\ =M 2Vbe 1 1

A1VvVbe+ Aavbe —AVbec+ Aavbe

2 c ¢ ‘
X
A=A 2¢/be Ao+ Aavbe Moo+ davbe )

Cc c

- e A+ A=\
C\/%()\Q_)\l) A= A1 A+ Ay
Tr(A1)) M+ X

V1o A=A

1
UAU = (7 )
\/|5A1| 1 < L'n
2 g 2 1 %bc (ab) %\/b_—% be
N oml 2vbe\ =1 2vie )\ ¢ d | 1

_ 7'2+\/1-k’2 k?
sy

orm = donc

On peut bien vérifier que det([A;, As]) >0
T1 1 To + m k
AjAy =
1 n k T — VI k?

. Tng—f—Tlm—f—k’ le?—f—Tg—m
A+ VI—E+nk k+nn-nvV1-k

TQ+\/1—]{?2 k (7’1 ].)
k To— V1 — k2 I n

. Tng—f—Tlm—f—k’ Tg—f—m—f—k”rl
7'1/€+T2—\/1——/€2 k—i-TlTQ—Tl\/l——/{IQ

oAy 0 —2¢1—k2>

AA, =

2v1 — k2 0
D’on,
det([A1, Ag]) =4(1 —k*) >0car|k|<1=1—k*>0

Ce qui conclue la preuve du lemme.
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3.3.2 Preuve du Théoréme de stabilité et du Corollaire 3.12

Pour prouver le Théoréeme de stabilité et le Corollaire 3.12 nous assumerons, doré-
navant que A; et Ay sont sous les formes normales données par le Lemme 3.15. Pour
prouver ce lemme, nous allons faire un calcul direct et 1'utilisé pour profiter des
conditions de [18] qui décrit les systémes admettant un F'L quadratique.

Lemme 3.15. (Formes normales de A; et A, pour utilisé les conditions de
[10]) Pour tout o €0, 1], soient

(o) =det(c A1+ (1 —0)Ay) et (o) =det(cA;+ (1 —0)A5").
Nous avons :
Qb(O') = O'2det(141) —+ 20'(1 — O')F(Al, Ag) + (1 - 0')2det(142) (33)

1
4'0(0-) - det(Ag)

(o2det(Ay)det(Az) + o (1 —0)Tr(A1Az) + (1 —0?)) (3.4)

Démonstration. du Lemme 3.15 posons ds =det(As) =ad — be

Vol0, 1] ¢(0) = det (0 Ay + (1 — 0) Ag) — det(a( V fg )+(1—a)<z 2))

o+ (1—0)a b(l—o) '
c(l—o0) olo+ (1—0)d

= O'2>\1>\2 + 0'(]_ — O')()\ld + )\Q(l) + (]_ —
0)?(ad — cb)

= oldet(A;) + (1 — o0)%det(As) + o(1 —
o)(Ad+ Aaa)

or'(Ay, Ay) = %(Ald + Aoa) donc

¢(c) = o%det(A;) + 20(1 — o)['(Ay, As) + (1 —
O')Qdet(Ag)

L1 d b
=57
(o) = det(cA;+(1—0)A7")
B A0 1 B
= det(a( 0 )\2> + d—2(1
d —b
o)
oM+ (1—0)d —2b(l—0)

—2c(l=0)  odot(1-0)a
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= 0'2)\1>\22+ 0)\11(;20-(1 + 0'/\216;20-
%(ad—bc)
2

= i(agalgdet(Al) +0o(1 —o)(ar + dr2) +

d +

dy
da
—_— 2_
(=072

orTr(A14s) = al +d\ydonc

olo) = d%(a?det(Al)det(Ag) L o1 -

0)Tr(A1A2) + (1 —0)?)

Lemme 3.16.

Soito €[0,1]; ¢(0) >0 <= T (A1, A3) > 0 ou bien A = T(4;, A)? —
det(A;)det(As) <O0.
Démonstration. considérons I’exemple suivant :
Soit acR} A=2%—a
1. résoudre A <0
2. résoudre A=0
3. ressouder A >0

Solution.
A=0=2’-a=0=z=%a
2_ —o0 —a Vva +o0
z a + 0 - 0 +
1.Si—+va <z <+/a, alors A<0;
2.Siz=—+/aour=+/a, alors A=0;

3.x>—y/aour<+/a, alors A>0.
Dong, il suffit de poser z=T'(A;, A3) et a=det(A;)det(Az) et A=A pour avoir :

A <0< —\/det(Al)det(Ag) < P(Al, Ag) < \/det(Al)det(Ag)

A>0< F(Al, Ag) < —\/det(Al)det(Ag) ou bien F(Al, Ag) > \/det(Al)det(Ag) O

Lemme 3.17. Soit 0 €10, 1].
o(0) >0 <= Tr(Ay, Ay) > 0oubienencore A = Tr(A;A;)% — 4det(A;)det(Ay) <O0.
Démonstration. de la condition S; du Théoréme de stabilité.

Rappelons-nous que le résultat principal de [18] dit que le systéme (2.13) admet
une 'L quadratique si et seulement si

(o) >0et @(o)>0Vo €0, 1].
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D’aprés 'exemple précédent il suffit de poser: x =Tr(A;A,) et
a=4det(A;)det(Ay) pour avoir :

A< 2\/th Al det(Ag) < TI'(AlAQ < 2\/det det(Ag)

A>0<=Tr(A4;4;) < —2y/det(A;)det(Az) ou Tr(A;Az) > 2+/det(A;)det(As)

Donc, nous avons la condition S; du théoréme

(Al, A2 \/det Al det(Ag)
(A1A2 > 2\/th det(Ag)

A<0<:>{

Ce qui montre que nous avons une F'L commune quadratique, donc le sytéme ((2.13))
est GUAS.

Il est donc clair que les cas considérés de S; sont ceux qui satisfont les conditions
de [18]. La derniére déclaration de S; vient de la série d’'inégalités suivant :

A<0 < —/det(A;)det(Ay) <T'(As, Ay) < +/det(A;)det(Ay)

or

—2\/det(A1)det(Ag) S T?“(AlAg) <2\/th det(Ag)
— VAUA)et(Az) € 3 Tr(Avdy) <y/det(Ay)det(43)

donc,

V/det(A;)det(A)

vV

%(TI‘(Al)TI'(AQ) — Tr(A1A2)) Z _%TI(A1A2)

O

Démonstration. du Corollaire 3.12.
Pour prouver le Corollaire 3.12 dans le cas det([A;, Ag]) > 0, nous utilisons le
point 1.b) du Lemme 3.14 en particulier nous avons :

AA _ (’7’1 1) Tg—m k
. 17 k To+V1—k?

e —1V1—k+k mk+m+V1—k
—V1-k+nk k+nm+nV1—k
Tr(A1As) = 2mme+2k
= 2(nm+k)
or —1<k;l<mnmn=—=0=1-1<nmn+k
Tr(A14s) = 2(nm+k)>0

F(Al,Ag) = %(27’1 X27—2_27_17_2_2k)
= 7'17'2—]{?>O.

Donc, les conditions de .S sont vérifiées. O
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Dans le cas ou le det([A;, Ao]) =0, il est montré dans [11] que le systéme (2.13)
admet une F'L commune quadratique par suite le systéme est GUAS.
Dans ce qui suit, nous supposerons toujours que det([Ay, As]) <O0.

Proposition 3.18. Soit 0 €[0,1].

o Sil existe 0p€]0, 1] tel que { j(;o()]<0 alors le systeme (2.13) est instable.

A=0
o Sl existe oo €10, 1] tel que { d(o0)=0  alors le systéme uniformément stable

T(A;, A2) <0
mais pas GUAS.

Démonstration.
Nous avons:
é(o) = o’det(A;) +20(1—0)(Ag, Az) + (1 —0)3det(Ay)
= 02(det(A1) — 2F(A1, Az) + det(Ag)) + QU(F(Al, AQ) — det(Ag)) + det(Az)

Nous avons un trinéme en o. Déterminons la solution o € [0, 1].
Posons a; =det(A;) —2I'(Ay, Ag) +det(Az); aa=T"(A;y, Ag) — det(Ay)

(o) =0<= 0%a; + 20as + det(Ay) = 0
Calculons: A= a3 — ajdet(Ay); det(A)) =7f —1>0; det(Ay) =73 +1>0
Al = (I% — (Ildet(Az)
= (F(Al, Ag) — det(Ag))2 — det(Ag) (det(Al) — 2F(A1, Ag) + det(Ag))
= F(Al, A2)2 — 2det(A2)F(A1, Az) — det(Ag)det(Al) + 2det(A2)F(A1, AQ)
= F(Al, Ag)g — det(Al)det(Ag)
puisque :

F(Al, AQ) < —\/det(Al)det(Ag) < F(Al, A2)2 > det(Al)det(Ag)
< F(Al, A2)2 — det(Al)det(Ag) >0
— A=4A:>0

Donc, on a deux solutions distinctes :
a2

a
o = ——et 02 = —
a1 a

Déterminons le signe de ces solutions :

On a :

det(A;) +det(Ay) = 78+ 75 — (sign(da,) + sign(da,)).

Or si 04, <0, alors 04, >0 et réciproquement

donc,

sign(da,) +sign(da,) =0
par suite,
det(Ay) +det(4dy) = 1+
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donc,

T(Aj, Ay) < —y/det(A))det(Ay) <= —2T(A;, Ag) >2+/det(A;)det(Ay)
— a; > det(4)) +  det(4Ay +
2¢/det(Ar)det(Az) >0

(A1, As) <0
{ _det(Ay) <0 T @2<0
donc,
. o det(Az) — F(Al, Az)
T1=90= det(Al) + det(AQ) — QF(Al, Ag) < [0’ 1]
et,
09 <0
donc exclut.
Calculons maintenant ¢(oy)
d(og) = oday+ 200as+ det(Ay)
_ 2 _
_ (det(Az) I;(Al, AQ)) X @y + 2det(A2) F(Al, AQ) ag + det(Ag)
aj ai
_ a_% _ 2@_% . ardet(As)
aq ay aq
_ ardet(A2) — a3
= p
or,
(Ildet(Ag) = det(Ag)det(Al) — 2F(A1, Ag)det<A2) + (det(Ag))2
et,
—a% = 2det<A2)F<A17 AQ) — (det(Ag))Q — F(Al, A2)2
donc,
_ 2_
é(00) = (I'(A1, A2) adet(/h)det(Az))
1
-A

= <0
4(det(A1) + det(Ag) — F(Al, Ag)) -
Dong, il exit o9 € ]0, 1] tel que ¢(0p) < 0. En particulier dans le cas décrit par Sy
nous avons ¢(op) < 0, donc la matrice opA; + (1 — 09) A2 a une valeur propre réelle
positive. Par suite, le systéme est instable. (voirremarque1).

D’aprés la preuve du Lemme 3.16 A=0 pour ['(A;, Ay) = —+/det(A;)det(Az) <0.
Donc, nous avons la condition :

A=0
T(A, A) <0

Ce qui implique que ¢(0p) =0 et donc le systéme (2.13) n’est pas GUAS. Dans ce
cas, Baldé, Boscain et Masson ont montré dans [5] que le systéme est uniformément
stable s’il admet la fonction suivante comme une F'L commune quadratique non
stricte. 0
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Lemme 3.19. [5/ Si

(sign(da,)sign(da,) — F?)? ,

. _ 2
V(r)=V(ry,22) = 21+ AP F — mosign(oa,))? 2

est une F'L commune quadratique non strict, alors le systéeme (2.13) est uniformé-
ment stable.

Démonstration. Les cas Sy et S3 du Théoréme de stabilité découlent immédiate-
ment de la Proposition 3.18 et du Lemme 3.19. 0]

La démonstration du cas S, découle de ce qui suit.

Lemme 3.20. Soit 0 €[0,1] si A>0 alors {F<A1’A2>> det(Ar)det(4z)
'IY(Al, Ag) <=2 det(Al)det(Ag)

Démonstration. Soient A; et As sous la forme normale et k£ <0, alors nous avons :

sign(04,04,)

TI'(AlAQ) = F—I— I3

+ 211 =2(k + m79) <0et|F|> 1.

Or d’apres la preuve du Lemme 3.17

A >0+ Tr(A4;14;) < —2¢/det(A;)det(Az)ou Tr(A;A) > 24/det(A;)det(As)

et celle du Lemme 3.16 montre que :

A>0<— F(Al, Ag) < —\/det<A1)det<A2) ou F(Al, Ag) > \/det<A1)det(A2)
Comme,
F(Al, Ag) = 2(7’17’2 — /i)) >0

Donc on a :

[(Ay, Ag) > +/det(A;)det(Ay)
Tr(A;, Ag) < —24/det(A;)det(Ay)

O

Nous allons maintenant, présenter I’ensemble des points ot les champs vectoriels
Ajx et Asx sont paralléles :

Z={1rcR? Q(z) =0}
ou Q) =det(Ajz, Ayx).

T1T1 + T2 Tox1 + Fxo

. sign(éA )
x18ign(da,) + T2 T1— = + I2Ty

- (7‘1Sign(5A2) B Tgsign(éAl))

Q) =

F
o= (22 paigs) )

= Tiq+ riTa+ (19— Tlp)x%
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Le discriminant de la fonction quadratique @Q(x) coincide avec A. Comme A > 0,
alors Z est une paire de lignes droites distinctes passant par 'origine.

Définition 3.21. (Cas direct) Soit x € Z\{0}. Nous disons que Z est direct en
x si les valeurs propres de Ayx et Asx sont positives .

Définition 3.22. (Cas inverse) Soit © € Z\{0}. Nous disons que Z est inverse
en x st les valeurs de Aix et Asx sont négatives.

Lemme 3.23. Si Z est direct en x € Z\{0}, alors Z est direct tout au long de
Z\{0}. De plus dans le cas Sy, Z est toujours direct.

Démonstration. Soit Z = D;U Dy ou D; et D, sont deux lignes droites distinctes
passant par l'origine. Observons que si « € D;, alors Jo; € R tel que A,AT Az =
Aox = a;A;x. Autrement dit, oy est une valeur propre de A;AT! et de plus Az
appartient a I'espace propre associée. Donc,

. det(Az)

= det (A

a0 = det(AgAl_l)

Ce qui implique: sign(a;) =sign(aw) c’est a dire Z est soit direct soit inverse en tout
point. D’autre part, nous avons:

—sign(é
- L [m
det(Al) —F T1

sign(04,)
- det(lAl) 2Tl<é (1))_<; . )]
- det%Al) (2rla—Ay)
ou I est la matrice identité et donc dans le cas Sy, nous avons:
a1+ = Tr(As A7) = Tr(m&ﬁ/lg _ A2A1))
_ mTr@ﬁAQ—AQAl)
_ m(ZﬁTr(Ag) ~ Tr(AzA,))
_ detz (T Tr() — Te(A41)
_ det(l (A 4)
2T (A, A2) -0
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Ce qui montre que Z est direct.

O

Soit m; la pente de D; pour i = 1, 2; alors si v; est un vecteur enjambant D;,
Iorientation du vecteur Ajv; par rapport & la direction radiale est déterminée par
le signe de la quantité

sign(det(Av;,v;)) =sign(m? —sign(da,))
De méme 'orientation du vecteur Ayv; par rapport a la direction radiale est donnée:

misign(da,) — F? )

= sign(F? —mjsign(da,))

sign(det(Agv;, v;)) = sign( Fa

Lemme 3.24. (’orientation de A;v; par apport a la direction radiale) Si
Z est direct c’est a dire I'(Ay, A2) >0, alors nous avons:

sign(F? —misign(da,)) = sign(mi —sign(d4,)) =+1

Démonstration. du Lemme 3.24
Comme T'(A1, A) >0 par les égalités précédentes nous obtenons:
e =sign(F? — misign(da,)) = sign(m? — sign(d4,))
e Sie=0, nous sommes dans les conditions de S, alors

(sign(éa,)sign(da,) — F?)

— 0
— F2
[Al’ AQ] - 0 (sign(5a,)sign(8a,) — F2)
2

F2 - m%sign((SAQ) =0(b)
m? — sign(6.4,) = 0(bn)

donc (by) = m} = sign(d4,) en remplacant sign(da,) par m7 dans [A;, As], on

trouve [Ay, Ag] =0

Comme 620:>{

e Sie=—1, alors nous avons:
€ = —1 —
{ sign(F? —misign(da,)) = —1 { F? —m?sign(d4,) <0

sign(mi — sign(d4,)) = —1 m3 —sign(d4,) <0

F2
2
mg

0<m?<sign(da,)=1

0<

<sign(da,) = lcarm? 0

— [?<m?<l
Ce qui est impossible car |F'| > 1. O]

Par conséquent, les vecteurs A;r se dirigent dans le sens des aiguilles d'une
montre a tout point de x € Z\{0}. Cette propriété permet de définir 'outil principal
pour vérifier la stabilité de (2.13) dans les conditions de S;. Puisque nous avons les
conditions de Sy et les formes normales du Lemme 3.14, faisons I’analyse de la pire
trajectoire.
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Définition 3.25. (Pire trajectoire) Soit zo€ R*\{0}. On appelle pire trajectoire
Vao, la trajectoire du systéme (2.13) issue de xq telle qu’a chaque instant t, le vecteur

'y;o(t)forme une petite angle (en valeur absolue) avec la direction radiale.

“worst rajectory”: forms the smallest angle

with the exiting radial direction

Figure 3.1.

La figure 3.1 exprime graphiquement la signification de la définition précédente.
Il est clair que la pire trajectoire tourne toujours dans le sens des aiguilles d'une
montre autour de 'origine quand ¢4, <0 pour tout i € {0, 1}.

Sida,>0, pour i =1,2 alors déterminons:

e les vecteurs propres de Aj.
Commengons a chercher les valeurs propres de Aj : aq,a9

T —Q 1

1 na =(n—a)P?-1 < (mn—a)?-1=0

— a=1+7m;00=—14+m7.

Déduisons leurs vecteurs propres correspondants :

(Ai—ail)r=0 < <_11 —11)( 2):(8>

{ —x1+x2:0
131—172:0

Donc E},1 = {(.fll'l, Ig) € R2I —X1+Xo= O}

Soit x € E,, = x = (11, x2)telque —x1+29o=0=—>2; =2 parsuite

x=(x1,21)=121(1,1)

Avec le méme raisonnement on a z = x1(1, —1) pour as. Donc, les vecteurs
propres de A; sont (1,1)T et (1, —1)7.

e les vecteurs propres de As
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De maniére analogue, nous avons les vecteurs propres de A, sont (1, F)T
et (1,—F)T. Donc mymy <O0.

Or d’aprés le Lemme 3.24, on a:

mi—1>0 — m; > 1 e F<ma<—1l<l<m<-—F
F2—m?>0 F?2>m? 2 !

Par conséquent, D; et D, divisent ’espace en quatre composants connectés, chaque
intersection de ’espace propre est formé exactement par les matrices A; et As. Ceci
implique que, la pire trajectoire tourne dans le sens des aiguilles d'une montre autour
de l'origine. Cette trajectoire est la concaténation des courbes intégrales de Asx des
points de D; aux points de Dy et les courbes intégrales de Ajx des points de Dy aux
points de D; (voir Figure 3.2).

m=-F
m =m,
1=An .

m =-|
S

a
. "m=m
m = F :

Figure 3.2.

Théoréme 3.26. [//[5](Stabilité de la pire trajectoire)
Soit v, (.)la pire trajectoire du systéme (2.13) ou xg € D; et T > 0 tel que
T1="ao(T') soit le premier point d’intersection entre la pire trajectoire et D;. Alors,
1]

im v, () =0<=R=—7<1
t—> 400 |Qf0|

Dans ce cas le systéme est GUAS (voir Figure 3.3 (a)).

Yz, Periodique <= R = Ii—ll =1.
2

Dans ce cas le systéme est uniformément stable, mais pas GUAS (voir Figure 3.3

(b)).
Vo €Xplose si et seulement si R = :i—ll > 1 (voir Figure 3.3 (c)).
0

Dans ce cas le systeme est instable.
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GUAS uniform stability instability
<1 R=1
h R- L R > 1
— -

]
=
L

() (b) (c)

Figure 3.3.



Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire m’a permis de m’initier et de comprendre
les systémes hybrides en général et les systémes linéaires commutés dans le plan
en particulier. Nous y reprenons et de maniére détaillée les conditions nécessaires
et suffisantes de la stabilité sur les matrices de Hurwitz quelle que soit la loi de
commutation décrites dans Uarticle [4] de Balde, Boscain et Masson . Pour ce qui
concerne les perspectives, il serait utile de regarder le méme probléme en dimension
3 ou aucun résultat de ce type n’est disponible.
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