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Résumé

Le but de ce travail est de présenter une série de conjectures remarquables énoncées par
André Weil! en 1949. Ces conjectures ont été formulées & partir des calculs sur le nombre de
solutions de certains systémes d’équations polynomiales. Toutefois, Weil s’est beaucoup inspiré
de la fonction zéta de Riemann et de '’hypothése de Riemann pour les deux derniéres. Ainsi pour
une variété projective lisse V' définie sur un corps fini F,-, les conjectures de Weil :

P (t)Pg(t)-“PQn_l(t)
Po(t)P2(t)- Pan(t)

1. affirment que la fonction zéta Z(t) de V' est une fraction rationnelle de la forme
ot les P;(t) sont des polynéomes a coefficients dans Z ;

2. proposent une équation fonctionnelle pour Z(t);

3. affirment que les inverses des zéros des P;(t) pour 1 < i < 2n — 1 sont des nombres complexes
dont le module est égal a /p";

4. donnent certaines propriétés topologiques (en fonction des degrés des polynémes Pi(t)) de
toute variété algébrique X définie sur un corps de nombres dont V' serait la réduction modulo

p.

Par cela, André Weil a jeté les bases de tout un programme qui servira de boussole pour
les fondateurs de la géométrie algébrique moderne. Précisons que ces conjectures ont toutes été
démontées : Bernard Dwork a démontré la premiére conjecture, Alexander Grothendieck avec
son équipe a prouvé la premiére, la deuxiéme et la quatriéme conjecture, et enfin Pierre Deligne
a démontré la troisiéme conjecture.

Le sujet étant bien trop large pour étre présenter intégralement dans un mémoire de master,
nous nous concentrons essentiellement sur les trois premiéres conjectures dans le cas des courbes
algébriques et leurs jacobiennes. Pour cela nous allons commencer par recenser un bon nombre
de résultats de théorie des corps, de théorie de Galois et de géométrie algébrique liés a ce sujet.

1. André Weil : mathématicien frangais (1906-1998).
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Introduction

Achevant le travail commencé par Hasse a propos du nombre de points rationnels sur une
courbe elliptique définie sur un corps fini, André Weil a eu la perspicacité de développer toute
la théorie, en partant des courbes elliptiques jusqu’aux généralisations concernant les variétés
abéliennes. Il a commencé par écrire méthodiquement tous les fondements nécessaires. Dans la
période 1946 — 1948, il a rédigé la preuve pour les courbes algébriques de genre arbitraire et pour
les variétés abéliennes. Ses travaux partent de ’observation simple mais fondamentale suivante :

Pour une variété algébrique V C A" définie sur un corps fini K =, Uapplication

(qu:v V

(r1,..., 1) — (27", 2T

est un morphisme de variétés dont les points fizes sont exactement les points Fym-rationnels de
V.

Donc si en plus, V est muni d’une structure de groupe telle que ¢,m est également un
morphisme de groupes, alors les points F;=-rationnels sont exactement les éléments du noyau
Ker(¢,» — Id).

Notre mémoire est réparti en 4 chapitres. Au chapitre 1, nous rappelons quelques notions de
la théorie des corps et de la théorie de Galois, en commencant par les corps et leurs extensions.
On présente aussi le cas particulier des extensions des corps finis et nous décrivons le groupe de
Galois dans ce contexte. Le chapitre 2 est consacré aux notions de base de la géométrie algébrique.
I s’agit ici de définir les ensembles algébriques (affines et projectifs), les variétés algébriques
(affines et projectives). Nous discutons des courbes non-singuliéres (affines ou projectives), et
nous explicitons le lien qu’il y a entre 1’étude des variétés affines et celle des variétés projectives.
Enfin nous précisons le cas des variétés définies sur un corps fini. Dans le chapitre 3, nous
présentons un résultat central : le théoréeme de Riemann-Roch. Il est incontournable en géométrie
algébrique. Nous entamons le chapitre avec la notion de diviseur ( effectif, premier, principal) sur
une courbe algébrique. Ensuite, nous abordons la notion de jacobienne d’une courbe algébrique,
qui est la aussi un élément trés important pour notre étude. Puis on présente le théoréme de
Riemann-Roch, et on définit les courbes elliptiques. Dans le chapitre 4, nous commengons par
aborder les notions de groupes algébriques, de variétés abéliennes et d’isogénies, avant de décrire
le cas particulier des courbes elliptiques. Puis nous définissons la fonction zéta associée a une
courbe, notion fondamentale, et méme centrale des conjectures de Weil qui sont le theme de
notre mémoire. Nous cléturons le chapitre en présentant un interét des conjectures de Weil dans
le domaine de la sécurité informatique.

La plupart des résultats énoncés dans ce mémoire ne seront pas démontrés en raison de la
longueur des preuves. Le cas échéant, nous renverrons le lecteur vers une ou deux références.



Chapitre 1

Rappels sur la théorie de Galois

Dans ce chapitre, nous rappelons briévement certaines notions de la théorie de Galois, no-
tamment celles qui sont utiles & notre étude. Nous nous sommes inspirés des ouvrages [LN97],
[Lan02] et [SamT71]. Le lecteur intéressé par des exposés et des discussions plus larges est invité
a consulter ces références.

Dans ce manuscrit, tous les anneaux, sauf mention explicite du contraire, sont
supposés commutatifs et unitaires.

1.1 Généralités

1.1.1 Extensions de corps

Etant donné un anneau A, il existe un unique morphisme d’anneaux 1 : Z — A défini de
la maniere suivante :

I+...+1 n foissi n>0 (1.1)
P(n) = 0 si n=>0 (1.1)
—(1+...+1) —n foissi n<0 (1.1)

Le noyau de 1 est un idéal de Z, et si les multiples de 1 sont tous non nuls alors ker(y)) = {0}
et on dit que A est de caractéristique nulle. Si 1) n’est pas injectif (c’est par exemple le cas
lorsque A est un anneau fini), le noyau de v est un idéal de Z engendré par un entier strictement
positif : c’est la caractéristique de A que ’on note Char(A).

Remarque 1.1.1. La caractéristique d’un anneau commutatif unitaire intégre est soit nulle soit
égale a est un nombre premier p. La formule du binéme de Newton liée a [’exponentiation par
p" dans un tel anneau est simplement donnée par :

(a+0b)P" =a + ", pour tout a,bc A et ne N (1.2)

Rappelons qu'un corps commutatif K est un anneau commutatif unitaire dans lequel tout
élément non nul est inversible. Un corps commutatif est donc un anneau intégre.

Dans ce manuscrit, tous les corps, sauf mention explicite du contraire, sont
commutatifs.

Etant donné un anneau intégre A, une facon courante d’obtenir un corps & partir de A est
d’ajouter a A les inverses formels de tous ses éléments non nuls. L’ensemble obtenu est le corps
des fractions de A. Par exemple, K(X) est le corps des fractions de l’anneau des polynomes
K[X]. Une extension d'un corps K est un corps L tel que K est un sous-corps de L, dans ce
cas, on note L/K. Le degré de L sur K, noté [L : K], est par définition égal & la dimension du
K-espace vectoriel L. Puisqu’un homomorphisme de corps est toujours injectif, deux corps K et



L sont tels que L est une extension de K s’il existe un homomorphisme de corps de K dans L.
Dans ce cas, on identifie K au sous-corps de L correspondant. On voit aisément que Q(%) est
une extension de degré 3 sur @, que C est une extension de degré 2 sur R et que C(X) est une
extension de degré infini sur C. Le principe de la base télescopique assure que si L/K et M /L
sont deux extensions finies (i.e de degrés respectifs finis), alors M/K est aussi une extension
finie, et on a

M : K] =[M:LJL:K].

Définition 1.1.1. Soient L et L’ deux extensions d’'un méme corps K et o un isomorphisme de
corps de L sur L. On dit que o est un K-isomorphisme si o(z) = x pour tout x € K, dans ce
cas, on dit aussi que les corps L et L’ sont K-conjugués.

Par exemple la conjugaison complexe
c: C — C
zZ — Z
est un R-automorphisme de C.

1.1.2 Extensions algébriques

Les extensions et éléments algébriques font partie des éléments fondamentaux de notre étude.

Définition 1.1.2. Soient L/K une extension de corps et § un élément de L.

1. On appelle équation polynomiale de 6 sur K toute équation de la forme P(#) = 0, ou
P(X) € K[X]. Le degré de cette équation est le degré de P(X).

2. On dit que 6 € L est algébrique sur K s'il existe un polynéme non-constant P(X) € K[X]
tel que P(A) = 0. Un élément qui n’est pas algébrique est dit transcendant.

3. On dit qu’'une extension de corps L/K est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

4. Sl existe un élément de L qui n’est pas algébrique sur K, alors on dit que L/K est une
extension transcendante.

5. Soit S un sous-ensemble de L. On dit que S est algébriquement indépendant si toute
combinaison linéaire nulle de produits d’éléments de S de la forme

Zav Hx“(’“") =0

€S

a coefficients dans K ot presque tous les a, sont nuls, implique que tous les a, sont nuls.

6. Si S est une partie de L algébriquement indépendante telle que S a le plus grand cardi-
nal parmi tous les sous-ensembles de L algébriquement indépendants, alors on dit que le
cardinal de S est le degré de transcendance de L sur K.

Considérons une extension de corps L/K et 6 un élément de L algébrique sur K. Soit ¢ :
K[X] — L I'unique homomorphisme d’anneaux tel que ¢(X) = 0 et pour tout a € K, p(a) = a.
Le noyau ker(¢) est un idéal maximal de K[X]. Puisque K[X] est un anneau principal, il est
engendré par un unique polynéme unitaire irréductible Irrg g : c’est le polynéme minimal de ¢
sur K. L’'image p(K[X]) = K[f] est isomorphe & K[X]/ker(y¢) et c’est un sous-corps de L.

Exemple 1.1.1.
2im

1. Pour n € N*, les nombres complezes z = exp(=Z) sont algébriques sur Q, car ils vérifient

2" =1.
2. Le corps Q des nombres complexes z € C algébriques sur Q est appelé le corps des nombres
algébriques. Il a les propriétés suivantes :



(i) Q est dénombrable du fait que Q[X] est dénombrable (en effet un polynome de degré
n sur un corps a au plus n racines) ;
(i3) Uestension Q/Q n'est pas finie car, il eviste dans Q[X] des polynémes irréductibles
de degré aussi grand que Uon veut. Par exemple /2 est de degré n : en effet, c’est
un zéro du polynome minimal X™ — 2.
3. Puisque le corps R n’est pas dénombrable, il existe des nombres réels qui ne sont pas algé-
briques ; par exemple e et m sont transcendants.

Notons que toutes les extensions algébriques ne sont pas finies, mais une extension finie est
toujours algébrique. Il est établie que si L/K est une extension finie alors il existe une suite finie
d’éléments algébriques x1,...,z, € L tel que L = K(z1,...,2,).

Définition 1.1.3. Une extension de corps L/K est dite simple ou monogéne s’il existe v € L
telle que L = K(x). Dans ce cas, on dit que x est un élément primitif de L/K.
Exemple 1.1.2.

1. C est une extension simple de R, car C = R(7).

2. K(X) est une extension monogeéne de K.

3. Toute extension quadratique K de Q est monogéne : il existe un entier d € Z sans facteur

carré tel que K = Q(v/d).

Soient L/K une extension de corps et z un élément de L. Considérons I’application de
multiplication par z :
my,: L — L.
y > xy
C’est une application K-linéaire, autrement dit ¢’est un endomorphisme du K-espace vectoriel
L. On note xr/k(m.) € K[X] le polynome caractéristique de m,, Try,/k () sa trace, et Ny, /()
son déterminant.
Définition et proposition 1.1.1. L’application Try/k : L — K ainsi définie est K-linéaire,
on l'appelle la trace de L/K. De méme, l'application Np/x : L — K est multiplicative :
Ni/k(2y) = Nk (2)Ny/k (y) pour tout x,y € L, on 'appelle la norme de L/K.

Exemple 1.1.3. Considérons par exemple le cas du corps quadratique L = @(\/3), d € Q non

carré, et K = Q. Alors {1,v/d} est une Q-base de Q(v/d). La matrice de la multiplication par
z=a+bVd, a,b e Q dans cette base est visiblement

a db
b a
et donc Troy g 0(x) =2a et Ny a0(x) = a® — db?. Remarquons que la multiplicativité de
la norme explique notamment l’identité remarquable (a* — db*) x (a”* — db’*) = (aad’ + dbb')* —
d(abl + a'b)? pour tous a,d’,b, b € Q, car (a+bVd) x (a’ +V'Vd) = (ad’ + dbb') + (ab' + a'b)V/d.
Si z est un élément générateur de L/K avec un polyndéme minimal
Irr, x = X4 ag X4+ ay,

alors Try, k (z) = —aq—1 et Ny k(z) = (—1)%ao. Nous utiliserons les notations Tr(x) et N(x) sil
n’y a pas de confusion possible.

Lemme 1.1.1. Soit L/K une extension algébrique de degré fini d. Pour x,y € L et a € K, on

Tr(z +y) = Tr(x) + Trly),  N(ay) = N(z)Ny)
Tr(a) = da, N(a) = a*
Tr(az) = aTr(x), Nz)=0 =2 =0.

Soient L/K et M/L deux extensions algébriques finies, soit x un élément de M. Alors
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1.1.3 Cloture algébrique

Soit K(z)/K une extension algébrique monogéne de corps. Le polynome Irr, x (X)) se décom-
pose en produit [[, P;(X) de polynomes irréductibles sur K(x). En effet, par construction z est
une racine de Irr, x (X) dans K(z). Donc (X — z) est un facteur irréductible de Irr, x(X). Par
conséquent pour chaque i, deg(P;) < deg(Irr, k). Siles P;(X) sont tous de degré 1 alors on dit
que Irr, k(X)) se factorise complétement dans K(z). Dans le cas ot le polynome Irr, x(X) ne
se factorise pas complétement dans K(z), il admet un facteur P; (X) irréductible sur K(z) de
degré supérieur ou égal a 2 et on peut considérer I'extension K(z,y)/K(z) définie par P;, (X)
(i.e K(z,y) = K(2)[Y]/(P;(Y)). En répétant ce processus, on peut construire récursivement
une extension de K dans laquelle Irr, x (X) se factorise complétement.

Définition 1.1.4. 1. La plus petite extension de K dans laquelle Irr, x se factorise comple-
tement est appelée le corps de décomposition de Irr, k. Elle est unique & K-isomorphisme
prés.

2. Une extension L/K est appelée corps de rupture pour un polynéme P(X) € K[X], si L
contient au moins une racine de P.
Exemple 1.1.4.
1. C est un corps de rupture et de décomposition du polynéme X? + 1 sur R.
2. Q est un corps de rupture et de décomposition du polynéme X? — 1 sur Q.
3. Ret Q(\/§) sont respectivement des corps de rupture et de décomposition du polynéme

X? —2sur Q.

Il est bien connu que tout polynéme a coefficients dans R se factorise complétement dans C.
Plus généralement, si K est un corps, nous voudrions considérer une extension algébrique de K
dans laquelle chaque extension algébrique de K pourrait étre incluse. Une telle extension a la
propriété que tout polynome de K[X] s’y factorise complétement. Le théoréme suivant affirme
son existence.

Définition et proposition 1.1.2. Soit K un corps, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. K n’admet pas d’extension algébrique L telle que K # L ;

2. les polynomes irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1 ;

3. tout polynome non constant a coefficients dans K posséde une racine dans K ;

4. tout polynome non constant a coefficients dans K se factorise complétement dans K.

On dit que K est un corps algébriquement clos s’il posséde une des propriétés ci-dessus.

Une cloture algébrique d’un corps K est une extension algébrique L/K telle que L est algé-
briquement clos.

Théoréme 1.1.1 (Steinitz). Il existe une extension algébrique de K (unique a K-isomorphisme
pres) dans laquelle chaque polynome Irr, x € K[_X] se factorise completement. Cette extension
appelée la cloture algébrique de K est notée par K.

Exemple 1.1.5.

1. C est algébriquement clos. C’est le théoréme de d’Alembert-Gauss, aussi appelé théoréme
fondamental de 1'algébre.

2. C est la cloture algébrique de R.

Maintenant, nous pouvons passer en revue certaines propriétés de base des extensions algé-
briques afin d’énoncer le théoréme fondamental de la théorie de Galois.
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1.1.4 Théoréme fondamental de la théorie de Galois

A de partir de cette section, et ce jusqu’a la fin du document, nous ne considérons que des
extensions algébriques finies. Par conséquent, nous restreignons la discussion de la théorie de
Galois a ce cas.

Définition 1.1.5. Soit L/K une extension de corps.

1. Une extension L/K est dite normale si tout polynome irréductible sur K qui a une racine
dans L se factorise complétement dans L.

2. Une cloture normale de L est une extension normale N/K qui satisfait les conditions
suivantes :

i) KCLCN;
i7) si M/K est une extension normale vérifiant K C L ¢ M C N, alors M = N

Exemple 1.1.6 (exemple et contre exemple).
1. C est une extension normale de degré 2 de R (en effet C = R[X]/(X? + 1)).

2. L’extension Q(+/5)/Q n’est pas une extension normale, car le polynéme X3 —5 € Q[X]
posséde une racine dans Q(\?/g) sans se décomposer en produit de polyndémes linéaires dans

Q(¥/5)[X] (en effet ni e5 /5, ni e'5 /5 n'appartiennent & Q(¥/5)).

3. C est la cloture normale de 'extension R/Q.

Tout K-automorphisme du corps L laisse L invariant. Soient K un corps, K une cloture
algébrique de K, et o un plongement ' de K dans K. Etant donné un élément = € K, on note
K(z) le sous-corps de K engendré par o sur K. C’est une extension simple de K définie par le
polynéme Irr, x(X), on note d le degré de K(z) sur K. Soient © = z1, 29, ..., 2, les différentes
racines de Irr, ¥ dans K. Alors on dit que les z; sont les conjugués de z. En effet pour chaque
i € {1,...,r}, il existe un unique plongement o; de K(z) dans K tel que la restriction de o;
a K soit égale & o et oy(z) = ;. Les o; sont tous des plongements de K(z) dans K, dont la
restriction sur K est égale a o. Il est clair que r est inférieur ou égal a d. L’entier r est appelé le
degré de séparabilité de K(x) sur K ou le degré de séparabilité de x. Plus généralement, nous
avons :

Définition 1.1.6. Soient L/K une extension algébrique finie, K la cloture algébrique de K et
o un plongement de K dans K. Alors, le degré de séparabilité de L sur K noté deg,(L/K) est
le nombre r de plongements distincts o;, ¢ = 1,...,r de L dans K dont la restriction & K est
égale a 0. Lorsque deg,(L/K) = deg(L/K), on dit que L/K est séparable.

Un élément o € L est dit séparable sur K si, toutes les racines de son polynéme minimal Irr,
sont simples.

Une conséquence immédiate de la définition et de la discussion précédente est :

Lemme 1.1.2. Une extension simple K(x)/K définie par un polynéme minimal Irr, x est sé-
parable si et seulement si Irr, x est premier a sa dérivée Irr), .

En ce qui concerne la séparabilité dans une tour d’extensions, nous avons
Proposition 1.1.1. Soit K C L C M une tour d’extensions, alors
deg, (M/K) = deg(L/K), x deg(M/L),.

De la proposition précédente, nous déduisons qu’une extension algébrique finie est séparable
si et seulement si elle peut étre écrite comme une tour d’extensions monogeénes séparables.

1. Un homomorphisme de K dans sa cléture algébrique.
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Proposition 1.1.2. 1. Une extension algébrique finie L/K est séparable si et seulement si
chaque x € L est séparable sur K.

2. Soit K C L C M une tour d’extensions telle que M est séparable sur K, alors M est
séparable sur L et L est séparable sur K.

Définition 1.1.7. Un corps K tel que chaque extension algébrique de K est séparable est appelé
corps parfait.

On montre qu'un corps K est parfait si et seulement si I’application x +— 2P est un endo-
morphisme surjectif de K. Donc un corps K est parfait si et seulement si I'une des conditions
suivantes est réalisée

e char(K) =0,
e char(K) =p et K? = K.
Par conséquent tout corps fini est parfait.

Théoréme 1.1.2 (de 'élément primitif). Soit L/K une extension algébrique finie et séparable.
Alors L/K est monogéne, c’est-a-dire, il existe x € L tel que L = K(z). Un tel x est appelé
élément primitif de L sur K.

Exemple 1.1.7.
1. C/R est une extension séparable car le nombre complexe i est séparable sur R.
2. /2 est séparable sur Q.

Définition 1.1.8. Une extension L/K est dite galoisienne si elle est normale et séparable. Dans
ce cas le groupe de Galois de L sur K, noté Gal(L/K), est le groupe des K-automorphismes de
L.

Il existe une action naturelle de Gal(L/K) sur L définie par
Vo € Gal(L/K) et Vx €L, 0-2 = o(x).

Par sa définition méme, cette action laisse les éléments de K invariants. Si H est un sous-groupe
de Gal(L/K), on note L I’ensemble des éléments de L invariant sous I'action de H. Evidemment
L est un sous-corps de L. De plus, L¥ est une extension normale (et donc galoisienne) de K si
et seulement si H est un sous-groupe normal de Gal(L/K).

La condition de séparabilité des extensions de Galois implique que 'ordre du groupe de
Galois de L/K est égal au degré de cette extension. Maintenant nous présentons le résultat le
plus important de cette section..

Théoréme 1.1.3 ( fondamental de la théorie de Galois). Soit L/K une extension galoisienne
finie. Alors, il y a une bijection entre l’ensemble des sous-corps de L contenant K et les sous-
groupes de Gal(L/K). A un sous-groupe H de Gal(L/K) cette bijection associe le sous-corps L
de L.

Exemple 1.1.8. C/R est une exention galoisienne, en effet : G¢/r = {Idc, 0} ot o est la conju-
gaison complexe. Plus généralement toute extension quadratique (i.e de degré 2) est galoisienne.

1.2 Le cas des corps finis

Les corps finis sont des objets centraux en cryptographie, car ils jouissent de propriétés trés
particuliéres. Par exemple, leur groupe multiplicatif est cyclique et leur structure galoisienne est
remarquablement simple.

Nous nous sommes inspirés principalement de [Sam71| et [LN97] pour la conception cette
section.

La proposition élémentaire suivante est trés utilisée dans la pratique pour la construction des
corps.
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Proposition 1.2.1. Soient A un anneau et I un idéal de A. Alors le quotient A/I est un corps
si et seulement si I est un idéal mazximal de A.

1.2.1 Définitions et propriétés de base

Définition 1.2.1. On appelle corps fini tout corps ayant un nombre fini d’éléments.

Pour tout nombre premier p, le quotient Z/pZ est un corps fini : c¢’est le corps a p éléments
que 'on note F,,.

Le théoréme suivant classifie tous les corps finis.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme fondamental).

1. La caractéristique d’un corps fini K est un nombre premier p. Si d = [K : F,|, alors le
cardinal de K est égal a p°.

2. Soient ¢ = p? ou p est un nombre premier et d > 0 un entier naturel. Alors il existe un
corps fini de cardinal q, unique a isomorphisme prés : c’est le corps de décomposition sur
F, du polynome X1 — X |, on le note F, (autrement dit les éléments x de F, vérifient
léquation x = x.)

3. Pour tout corps fini F, tel que q = p?, il existe un polynéme unitaire irréductible f(X) €
F,[X] de degré d tel que F, = F,[X]|/(f(X)).

Définition 1.2.2. Un corps qui ne contient aucun sous-corps propre est appelé un corps premier.

Donc un corps premier K est soit isomorphe au corps Q des nombres rationnels, ou bien K
est isomorphe a un corps fini F,, ol p est un nombre premier . Par ailleurs, il y a une bijection
entre les sous-corps de [« et les diviseurs de d :

Fpe CFpa siet seulement si ¢ | d.

Ainsi
Fplli N Fpg = Fppgcd(dl,dQ) et chlz . Fpg = Fpppcm(dl,(ig).

ou - a désigne le compositum des corps F ¢ et F 4, c’est-a-dire le plus petit corps contenant
1 2 . Py P2
Fpa et Fpa dans une cloture algébrique de I,

D’aprés le théoréme de Lagrange
-1 _ *
a’”" =1 pour tout a € F,.

C’est en quelque sorte une généralisation du petit théoréme de Fermat, et cela a des conséquences
importantes. Par exemple, cela implique que tout corps fini n’est pas algébriquement clos. En
effet le polynome X9 — X 41 € F,[X] n’a pas de racine dans F,.

Théoréme 1.2.2. Soit F; un corps fini. Le groupe F est cyclique.
Un générateur v de I}, c’est-a-dire un élément tel que F; = (v), est appelé élément primitif.

Remarque 1.2.1. Il est facile de voir qu’il existe ¢(g—1) éléments primitifs, ou ¢ est la fonction
indicatrice d’Euler. Plus généralement, sil | (¢—1) alors il y a exactement ¢(l) éléments d’ordre
| dans F,. Notez également que l'application a — a' est une bijection de [y, si et seulement si

pged(l,q —1) = 1.

Les corps finis ont des extensions transcendantes. Par exemple, F,(X) est une extension du
corps [Fy,qui n’est pas algébrique sur F,. Cependant, dans la suite, nous nous focalisons sur les
extensions algébriques d'un corps fini.
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1.2.2 Extensions algébriques d’un corps fini

Il existe des extensions algébriques de F, de degré infini, le premier exemple étant Fq, la
cloture algébrique de F,. Concernant les extensions finies, le corps F, étant parfait, (voir page
11), cela implique que F,/IF, peut toujours s’écrire Fy(ar), ot v est un élément algébrique de
degré k sur F, (cf. Théoréme 1.1.2 de I'élément primitif).

La représentation polynomiale d'une extension de [F, donne un moyen pratique de construire
[F». Puisqu’il existe un corps fini unique de cardinal ¢* contenu dans F,, il suffit de trouver un
polynome de degré k irréductible sur IF,. Gauss a établi I’égalité

x"—-x=1[ []Px) (1.3)

]‘k PEIj

ou Z; est I'ensemble de tous les polynomes unitaires irréductibles de degré j dans F,[X]. 11
s’ensuit que le le nombre de polynomes unitaires irréductibles de degré k sur [F, est donné par
la formule

22 ni)g (1.4)
ilk
ol u est la fonction de Mobius? . En conséquence, il existe au moins un polynéme irréductible

de degré k sur F,, pour tout & > 1.
La relation (1.2) (page 6) montre que l'appliation o — o est un automorphisme de F,.

Définition 1.2.3. Soient p un nombre premier et o un élément de F . L’application ¢, :
a — o, est un [F,-automorphisme appelé automorphisme absolu de Frobenius de F . Plus
généralement, ’application
qbq : ]Fqk — ]Fqk
a — o

est un Fg-automorphisme de F « appelé automorphisme Frobenius relatif de Fx /IF,.

Théoréme 1.2.3. Chaque extension finie Fyi/F, est galoisienne et le groupe Gal(F . /F,) de
Galois est un groupe cyclique d’ordre k engendré par ¢,.

Si Irr, x € F,[X] est un polynéme irréductible de degré k, il se décompose complétement en
Fx. Si o est une racine de Irr, g dans [F x, on voit par calcul direct que les conjugués de a sont

212 . . 2 k—1
les éléments distincts a?, a9, ..., a? ~ de Fu.

2. La fonction de M&bius v est définie de N* dans {—1,0,1}.
L’image p(n) d'un entier n > 0 vaut :

e 0 sin est divisible par un carré parfait différent de 1;
e 1 sin est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts;

e —1 sin est le produit d’'un nombre impair de nombres premiers distincts.
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Chapitre 2

Rappels sur la géométrie algébrique

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps parfait (cf. chapitre 1) et K une cloture
algébrique fixée de K, L désigne une extension de K contenue dans K. On note Auty, (K) (ou
bien Gy,) son groupe de Galois absolu.

2.1 Variétés affines

Terminologies

1. On appelle espace affine de dimension n sur K, et on note A"(K) ou encore A", I’ensemble
K", produit cartésien itéré n fois du corps K.

2. Les éléments de I'espace affine sont appelés points.
3. A' et A? sont appelés respectivement la droite et le plan affine.
4. Un point a de A™ est dit zéro d’un polynéme P(X) € K[Xy, ..., X,] si P(a) = 0.

Définition 2.1.1. Soit L/K une extension de corps. L’ensemble des points K-rationnels de
I’espace affine de dimension n sur K est ’ensemble des n-uplets

A"K) :={ (z1,...,2n) |z €K, i=1,...,n }.
L’ensemble des points L-rationnels est donné par

A"(L) :={ (z1,...,2) |z; €L, i=1,...,n }.

qui est I’ensemble des points de A"(K) G -invariants sous ’action naturelle sur les coordonnées.
Soit S une partie quelconque de K[ X7, ..., X,]. On pose :
V(S)={a€e A" |V Pe S, P(a) =0},
de sorte que les a € V() sont les zéros communs & tous les polynoémes de S.

Définition 2.1.2. On dit que V(S) est 'ensemble algébrique affine défini par S.

On notera souvent, dans le cas d'un ensemble fini, V(P,, ...,P.) au lieu de V({ P, ...,P,}),
pour S = (P;);=1._, une famille d’éléments de K[X7, ..., X,].

77777

Définition 2.1.3. On appelle hypersurface définie par P € K[Xy, ...,X,], et on note V(P),
I'ensemble des zéros de P dans A™. Le degré de V(P) est le degré de P.

Une courbe plane affine est une hypersurface du plan affine. Une courbe plane affine est dite
conique, cubique, quartique,... si le degré est respectivement 2, 3, 4, ...

Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynéme de degré 1. Une droite est un
hyperplan de AZ.
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Exemple 2.1.1.

1. Le vide et I'espace tout entier sont des ensembles algébriques affines. En effet, on a :
— V(k) = 0, car le polyndme constant égal & k ne s’annule jamais pour & € K — {0}.
— V(0) = K", car le polynome constant 0 est identiquement nul.

2. Sin=1etsiS n'est pas réduit a 0, V(.5) est un ensemble fini : les ensembles algébriques
affines de la droite affine sont ’ensemble vide, la droite affine elle-méme et les ensembles
finis.

Remarques 2.1.1.
1. Soit V(S)={aec A" |V P€S, P(a) =0}.
Si deux polynémes P; et P, s’annulent sur V(S), il en sera de méme pour P + P; et APy
pour tout A € K. Ainsi, au lieu d’'une famille quelconque de polynémes, on s’intéresse aux
idéaux de K[X7, ..., X,].
2. L’application V est décroissante : si S; C Ss, alors V(S3) C V(S1).
3. Si S C K[Xy,...,X,], notons (S) I'idéal engendré par S :

(SY={P | P=> MNP, avec P, € S et \; € K}.
i=1

Alors , par décroissance de V, on a V((5)) C V(S5). Réciproquement, si a € V(5), il annule
les P, € S, donc aussi les P € (S).

Ainsi, on a V((S)) = V(S); on peut donc, pour étudier les ensembles algébriques affines,
se limiter aux S qui sont des idéaux, ou simplement aux générateurs de ceux-ci.

4. Comme K[X7, ..., X,] est noethérien, tout idéal I est de type fini: [ = (Py,..., P,).
Donc tout ensemble algébrique affine est défini par un nombre fini d’équations : V(1) =

V(P,...,P).
Proposition 2.1.1.

1. Un point de A™ est un ensemble algébrique affine.

2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques affines est un ensemble algébrique
affine :
NV (S;) =V (USi) :
3. Une réunion finie d’ensembles algébriques affines est un ensemble algébrique affine.

Conséquences
1. Tout ensemble fini est algébrique.
En effet, il suffit d’appliquer 1) et 3) de la proposition précédente.
2. Tout sous-ensemble algébrique propre est une intersection d’hypersurfaces.

En effet, on a

V(S) = V<P%S{P}) = N V(P).

Pes

Puisque V(5) est non vide, aucun des P € S\{0} n’est constant et les V(P) sont donc bien
des hypersurfaces.

Remarque 2.1.1. Un ensemble algébrique peut étre défini par plusieurs idéaux.

Par exemple, les idéaux
[=(X2+Y2 XY% et J = (X2,Y?)
de C[X, Y] définissent tous deux (0,0) dans A"(C).

Définition 2.1.4. Les ensembles algébriques de A™ définissent une topologie sur A", dite
topologie de Zariski, dont ils sont les fermés.

17



2.1.1 Idéal d’un ensemble de points

Définition 2.1.5. 1. Soient A un anneau et I un idéal de A. Le radical de I est ’ensemble
noté /I défini par
VI ={z e AFmeN,z"eI}.
En fait /I est aussi un idéal de A et I est contenu dans vI. On dit qu'un idéal I est
radical s'il est égal & /1.
2. Soit A une partie de A™. On appelle idéal de A, ’ensemble noté J(A) défini par

J(A) = {P e K[X,,...,X,] |V a €A, Pla) =0}

On voit clairement que J(A) est l'ensemble des polynémes nuls sur A. Donc ’élément
neutre de l'addition dans K[Xi, ...,X,,] appartient a J(A). En fait J(A) est un idéal radical
de K[Xq,...,X,] car:

(a) si F, Ge€J(A) et a€ A, alors (F+ G)(a) = F(a) + G(a) =0;

(b) si F € K[Xq,...,X,], G€T(A) et a € A, alors (FG)(a) = F(a)G(a) =0;

(c) si F" € J(A), pour r € N* et a € A, alors F"(a) = F(a)” = 0, donc F(a) = 0 et par
conséquent, F' € J(A).

Définition 2.1.6. Soient V' C A" un ensemble algébrique et J(V') I'idéal de V. L’anneau des
fonctions régulieres sur V', noté K[V], est égal a 'anneau quotient K[ X7, ..., X,]/I(V).

Proposition 2.1.2.
i) On aJ(2)=K[Xy,...,X,] et T(A") =0.
ii) Si{A;}icr est un ensemble de parties de A", alors J(UA;) = NT(A;).
i) Si A C B C A", alors I3(B) C IJ(A).

On a les propriétés suivantes :

— Pour toute partiec S C K[X,...,X,],ona S C J(V(S9)); mais il n’y a en général pas
égalité, méme lorsque S est un idéal.

— Pour toute partie A C A", on a A C V(J(A)); avec égalité si et seulement si A est
algébrique. En fait, V(J(A)) est 'adhérence de A (pour la topologie de Zariski).

2.1.2 Irréductibilité

Définition 2.1.7. 1. On dit qu'un espace topologique E est irréductible s’il n’est pas vide
et qu’il n’est pas réunion de deux fermés distincts de F.

2. Un ensemble algébrique non vide est dit irréductible s’il est irréductible pour la topologie
de Zariski.

On montre facilement que si E est non vide, F est irréductible si et seulement si deux ouverts
non vides quelconques se rencontrent, i.e si et seulement si tout ouvert non vide est dense.

Proposition 2.1.3. Un ensemble algébrique V' est irréductible si et seulement si son idéal I(V')
est premier.

Autrement dit un ensemble algébrique V' est irréductible si la K-algebre K[ X, ..., X,,]/3(V)
est intégre. Donc A™ est un espace topologique irréductible. En effet, un polynome de K[ X7, ..., X,,]
est nul sur A" si et seulement s'il est identiquement nul, de sorte que J(A") = (0), qui est premier.

Définition et théoreme 2.1.1. Tout ensemble algébrique non vide V se décompose de fa-
con unique ( G permutation prés ) en une réunion finie d’ensembles algébriques irréductibles
Vi,...,Vp, non contenus l'un dans l'autre. Les Vi, ..., V), sont appelés les composantes irréduc-

tibles de V.
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Si W est un fermé irréductible d'un ensemble algébrique V' | alors W est contenu dans une
composante irréductible de V. Il en résulte que les composantes irréductibles sont exactement
les sous-ensembles fermés irréductibles maximaux de V.

Définition 2.1.8.
1. On appelle variété algébrique affine tout ensemble algébrique affine irréductible.

2. Une variété algébrique affine V' sur K est dite absolument irréductible si elle est irréductible

en tant qu’ensemble fermé par rapport a la topologie Zariski de 1'espace affine A"(K).
3. Soient V' C A" un ensemble algébrique affine et J(V') I'idéal de V.

(a) Le corps des fonctions sur V', noté K(V), est égal au corps des fractions de son anneau
de fonctions réguliéres :

K(V) = Frac(K[V]).

(b) La dimension de V est égal au degré de transcendance de K(V') sur K.

2.1.3 Le Nullstellensatz

Le Nullstellensatz, ou théoréme des zéros de Hilbert, nous dit précisément la relation qui existe
entre les idéaux et les ensembles algébriques. Nous allons commencer par la version faible avant
d’énoncer le théoréme lui-méme. Nous allons montrer comment la réduire & un fait purement
algébrique, et terminons par quelques conséquences. Nous supposons tout au long de cette section
que K est algébriquement clos.

Pour tout idéal I de K[X;,...,X,] on a: V(I) = V(V/I).
En particulier, vI € 3(V(I));
en effet, VI ¢ I(WV(VI)) = 3I(V(I)).

Théoréme 2.1.1 (Nullstellensatz faible). Si I est un idéal propre de K[X1,...,X,], alors
V(1) # @.

Nous pouvons trouver une preuve de ce résultat dans [Ful69|, p.20.

Théoréme 2.1.2 (Nullstellensatz). Pour tout idéal I de K[Xq,...,X,], on a
V() = V1.
La encore, nous renvoyons a [Ful69|, (p.21) ou [Per01] (p.18) pour la preuve.

Corollaire 2.1.1. Si [ est un idéal radical de K[X,..., X,], alors I(V(I)) = 1. 1l y a donc
une correspondance biunivoque entre idéauz radicauxr et ensembles algébriques.

Corollaire 2.1.2. Si I est un idéal premier de K[ X1, ..., X,], alors V(I) est une variété algé-
brique. 1l y a une correspondance entre idéaux premiers de K[ Xy, ..., X,| et variétés algébriques
affines. Les idéauxr mazimaux correspondent a des points.

Corollaire 2.1.3. Soit F' un polynéme non constant dans K[Xy,...,X,], F = F{"---F"
la décomposition de F en facteurs irréductibles. Alors V(F) = V(F) U...UV(F,) est la dé-
composition de V(F') en composants irréductibles, et I(V(F)) = (Fy--- F,). Ainsi, il y a une
correspondance entre les polynomes irréductibles F € K[ X1, ..., X,] (compté avec la multiplica-
tion par un élément non nul de K) et des hypersurfaces irréductibles dans A" (K).
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2.1.4 Applications réguliéres

Définition 2.1.9. Soient V' C K" et W C K™ des variétés affines. Une application f : V — W
est dite réguliére si elle est la restriction a V' d’une application F' : K" — K™ dont les
composantes sont des fonctions polynomiales.

Exemple 2.1.2. Supposons K infini.

1. Soit C I'hypersurface plane d’équation Y = X?2.
L’application

f: ¢ — K
(z,y) — =
est réguliere et bijective; son inverse x —— (z,2?%) est aussi réguliére : on dit que f est
un isomorphisme.

2. Soit C I'hypersurface plane d’équation Y3 = X2
L’application

C

u: K —
t o— (83,17

est réguliére et bijective.

3. On suppose K algébriquement clos de caractéristique p > 0.
L’application

f: K — K

r +— 2P

( dite " de Frobenius ") est réguliére et bijective.

Définition 2.1.10. Une application réguliére u : V' — W est dite dominante si son image est
dense.

Remarque 2.1.2. Soient V' C K" et W C K™ des sous-variétés affines et u : V. — W une
application réguliére. L’ensemble des fonctions réguliéres de V' dans K s’identifie a 1’algebre
K[X1,...,X,](V) =K[Xq,..., X,]/JI(V). On associe & v un morphisme de K-algébres

w* K[ Xy, ., X (W) — KXy, ..., X,,](V) par la réegle f— fou.

1% - W
Jou™N v f
K

Proposition 2.1.4.
i) Une application réguliere u : V. — W est dominante, si et seulement si, u* est injectif.
ii) St u* est surjectif, alors u est injective.

2.2 Variétés projectives

Dans la suite, R désignera 'anneau K[Xj, ..., X,]; on garde notre espace affine A" de di-
mension n sur K. On note K une cloture algébrique de K.
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2.2.1 L’espace projectif

Considérons la relation R sur A" —{0} définie par : 2Ry si et seulement si ils sont colinéaires
ie
TRy & INe K" :y= .
On montre que R est une relation d’équivalence sur A" — {0}.

Définition 2.2.1. On appelle espace projectif de dimension n sur K, et I'on note P* (ou P*(K)),
I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation R.

En d’autres termes, P est 'ensemble des droites vectorielles de A™*!. Si un point P € P" a
pour vecteur directeur (représentant) (zo,...,z,) € A" — {0} on écrit P = [zg:...: z,];
on dit que [zo:...:x,] est un systéme de coordonnées homogeénes de P et ils ne sont définis
qu’a multiplication par un scalaire non nul prés. On dit que P! est la droite projective sur K, et
que P2 est le plan projectif sur K.

Définition 2.2.2. Soit L/K une extension contenu dans K. Son groupe de Galois G, opére sur

P*(K) via 'action sur les coordonnées. Cela préserve I'équivalence des classes pour la relation
R.
L’ensemble des points L-rationnels P"(L) est défini comme étant égal au sous-ensemble de

P"(K) fixé par Gr. En termes de coordonnées, cela signifie :

P*L):={[wo:...:2,)] €P" |z; €L ,i=1,...,n}.

Soit P € P*"(K). La plus petite extension de corps L/K tel que P € P*(L) est noté K(P) et
appelé le corps de définition de P. On a

K(P)= () L.

G-P=P

Soit S € P*(K) et L un sous-corps de K contenant K. Alors S est dit défini sur L si et
seulement si pour tout P € S le corps K(P) est contenu dans L, ou de maniére équivalente,
GL-P=P.

Si E est un K-espace vectoriel non nul de dimension finie n, on définit de la méme maniére
I'espace projectif associé a E noté PE (ou P(E)) de dimension n — 1.

Si F' est un sous-espace vectoriel non nul de E, l'inclusion F — {0} € E — {0} induit
une inclusion PF' C PFE. Les sous-ensembles de PE ainsi obtenus sont appelés sous-ensembles
linéaires de PE; et on a PF; NPFy, = P(F; N Fy). Pour chaque ¢ = 0,1,...,n, on définit un
sous-ensemble U; de P" par :

U={P=[xg:...:x,] €P"|ux;#0}
Chacun des U; est isomorphe a A™.
X T
U; ~ A", ety — (—, ., —
[0 Ty (:vz- xi)

Les U; recouvrent P". Le complémentaire de U; est le sous-espace linéaire PH; ou H; est
I'hyperplan d’équation X; = 0 dans A" On peut donc voir P" comme obtenu & partir de
A" en adjoignant un "hyperplan a l'infini". Par exemple, la droite projective P! est obtenue en
adjoignant & A! un unique "point & I'infini". Plus généralement, le complémentaire dans P" de
n’importe quel hyperplan projectif s’identifie naturellement a A”.

Définition 2.2.3. On dit que des points de P" sont linéairement indépendants si les droites de
K™™' qu’ils représentent sont en somme directe.

On dit que des points de P™ sont en position générale , si pour tout m < n+1, m quelconques
d’entre-eux sont linéairement indépendants.
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La proposition suivante, illustre une des propriétés fondamentales de 1’espace projectif : il
n’y a pas de sous-espaces paralléles, ils se rencontrent a «I’infiniy.

Proposition 2.2.1. Soient P(F) et P(F') deuz sous-espaces linéaires de P™ de dimension
respective r et v’ vérifiant v + r’ > n. Alors Uintersection P(F)NP(F') = P(F N F’) est un
sous-espace linéaire de dimension supérieure ou égale 6 r+1r' —n ; il est en particulier non vide.

2.2.2 Variétés projectives

Définition 2.2.4. Un polynéme F de R := K[Xj, ..., X,] est dit homogéne de degré d si, pour
tout A € K, on a F(AXj,...,\X,,) = NF(Xy,..., X,).

Une conséquence immédiate est que, si F' est homogéne, on a pour tout A # 0, F(xo,...,z,) =
0 si et seulement si F'(Axo, ..., \x,) = 0.

Proposition 2.2.2. Tout polynéme se décompose de fagon unique en somme de polyndmes
homogénes (autrement dit, K[ X, ..., X,| est un anneau gradué).

Définition 2.2.5. Soit S une partie de K[Xj, ..., X,]| formée de polynomes homogeénes. On
pose :

V(S)={P=[zo:...:2,) €eP"|VF €S, F(P) =0},

de sorte que les P € V(S) sont les zéros communs a tous les polynomes de S. On dit que
V(S) est 'ensemble algébrique projectif défini par S. Dans le cas d’un ensemble fini, on notera
souvent V(Fy,...,F,) aulieu de V({Fy,..., F.}).

Définition 2.2.6.

1. On appelle hypersurface définie par un polynéme homogéne F' en n + 1 variables, et on
note V(F'), lensemble des zéros de F'. Le degré de V(F') est le degré de F.

2. Une courbe projective plane est une hypersurface du plan projectif. Une courbe projective
plane est dite conique (ou quadrique), cubique, quartique, quintique, sextique,... si le degré
est respectivement 2, 3, 4, 5, 6,...

3. Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynéme homogéne de degré 1.

4. On dit qu'un idéal I de R est homogéne s’il est engendré par des polyndémes homogénes. On
note V(I) le sous-ensemble de P formé des zéros communs a tous les éléments homogénes
de I. Pour qu'un idéal I de R soit homogene, il faut et il suffit que pour toute décomposition
F = > F; d'un élément F' de I en somme de polynomes homogenes, on ait F; € I pour
tout <.

Remarque 2.2.1. On retrouve beaucoup de résultats obtenus dans le cas de ’espace affine (mais
pas tous!) :

1. L’application S — V(S) est décroissante pour l'inclusion.

2. Si S est formé de polynomes homogeéenes, l'idéal (S) engendré par S est homogeéne, et l'on

a V(S) =V((S)).

3. L’anneau R = K[Xy,...,X,] étant noethérien, on vérifie que l’idéal (S) est engendré
par un nombre fini de polynémes homogénes Fiy, ..., F,., de sorte que V(S) = V((S)) =
V(Fy,...,F.). En d’autres termes, tout ensemble algébrique projectif peut étre défini par

un nombre fini d’équations.

4. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique
projectif :
NV(S;) = V(US;).

i

5. Une réunion finie d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique projectif.
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6. La topologie de Zariski sur P™ est celle dont les fermés sont les ensembles algébriques
projectifs.

Définition 2.2.7. Soit A une partie de P". On appelle idéal de A dans P", ’ensemble noté
J(A) défini par

J(A) = {Polynomes homogenes F € K[Xy,...,X,] | VP e A, F(P)=0}.

On voit clairement que J(A) est I’ensemble des polynémes homogeénes nuls sur A. Ona V(J3(A))
est 'adhérence de A (pour la topologie de Zariski). Les résultats sur la décomposition d’un en-
semble algébrique affine en composantes irréductibles se transportent tels quels au cadre projectif.

Définition 2.2.8.

1. Un ensemble algébrique projectif V est dit irréductible s’il est irréductible pour la topologie
de Zariski. Comme en affine, V est irréductible si, et seulement si J()) est premier. Un tel
V est appelé variété projective.

2. Un ensemble projectif V est appelé variété projective si I'idéal homogéne J(V) est premier
dans K[ Xy, ..., X,]. Une variété quasi-projective est un sous-ensemble ouvert (de Zariski)
d’une variété projective.

Une variété algébrique projective V sur K est dite absolument irréductible si elle est irréduc-

tible en tant qu’ensemble fermé par rapport & la topologie Zariski de I'espace projectif P"(K).
On a aussi le Nullstellensatz projectif.

Théoréme 2.2.1 (Nullstellensatz). On suppose K algébriquement clos. Soit I un idéal homogéne
de K[Xo, ..., X,]. Si V(I) nest pas vide, on a I(V(I)) = /1.

2.2.3 Applications réguliéres

Dans cette partie, K désigne un corps algébriquement clos.

Définition 2.2.9. On appelle variété quasi-projective, tout ouvert (de Zariski) d’une variété
projective.

Pour étudier des applications réguliéres définies sur une variété projective, le constat de base
est qu'un polynome, méme homogeéne, ne définit pas de fonction sur P". Mais le quotient F/G
de polyndémes homogeénes de méme degré définit une fonction sur 'ouvert ot G ne s’annule pas.

Définition 2.2.10. Soient X une sous-variété quasi-projective de P" et x € X. Une fonction
f: X — K est dite réguliére en x, s’il existe des polynomes homogénes F et G de méme
degré avec G(x) #0 et f = F/G dans un voisinage de z dans X. On dit que f est réguliére
sur X, si elle est réguliére en tout point de X.

Définition 2.2.11. Soient X et Y des variétés quasi-projectives. On dit qu’une application
u: X — Y est réguliére si elle est continue et si, pour tout ouvert U de Y et toute fonction
réguliere f: U — K, la composée [ owu est réguliere sur v '(U).

u ' (U)cX - YDOU

fou o v f
K
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Exemple 2.2.1. L’application w : P! — P? définie par u(xg, z1) = (23, 2iz1, zo2?, 23) est
réguliere. Plus généralement, si on se donne des polynéomes homogénes Fy,...,F,, de méme
degré en n + 1 variables, I'égalité u(x) = (Fo(x),. .., Fyu(z)) définit une application réguliére

wiP*—V(Fy, ... F,) — P

En particulier, si Fy,..., F,, ne s’annulent simultanément qu’en (0, ...,0), 'application u
est définie sur tout P". C’est sous cette forme plus concréte que 1’on rencontre le plus souvent
les applications réguliéres.

Exemple 2.2.2 (Applications de Véronese). Soient My, ..., My tous les monomes de degré d
en Xo,...,X,. Ils forment un espace vectoriel de dimension C?_,, donc N = C¢ , —1. On
obtient une application réguliére injective

Uq - P ]PN

[zg ...y ——[Mo(xo, ..., 20) ... s My (0, ..., 2,)].

La proposition suivante montre quune application réguliére est toujours définie localement
comme dans 'exemple 2.2.1.

Proposition 2.2.3. Soient X une sous-variété quasi-projective de P" et u: X — P™ une
application réguliere. Pour tout point xy € X, il existe un voisinage ouvert U de xy dans X

et des polynomes homogénes Fy, ..., F,, de méme degré en n + 1 variables qui ne s’annulent
simultanément en aucun point de U, tels que pour tout x € U, on ait
u(z) = (Fo(), ..., Fn()) (2.1)

en coordonnées homogénes.

On peut trouver la preuve dans [Per01] ou [Ful69].

2.3 Points et courbes lisses

Cette section concerne les ensembles algébriques affines et projectifs. Nous omettrons donc les
adjectifs affines et projectifs dans les différents énoncés pour signifier que les résultats annoncés
sont vrais pour les deux familles.

2.3.1 Dimension d’une variété algébrique projective

L’approche de la géométrie différentielle, basée sur des "cartes", ne convient pas ici : en
général, une variété algébrique ne contient pas d’ouvert non vide isomorphe & un ouvert d'un
espace affine.

Définition 2.3.1. Soit X un espace topologique. La dimension de X est le maximum des entiers
n pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées Xy, ..., X, de X vérifiant Xo & ... &
X,,. La dimension de X est donc un entier positif, ou bien +00, ou méme —oo dans le cas ou X
est I’ensemble vide.

Si X est une réunion de fermés Xi,...,X;, on a dim X = max;<;<;(dim X;). On voit donc
7 ) Y =t
que la dimension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de ses composantes
irréductibles.

Proposition 2.3.1. Un ensemble algébrique est de dimension 0 si et seulement si il consiste en
un nombre fini de points.

24



Démonstration. Soit X un ensemble algébrique de dimension 0. Tout fermé irréductible conte-
nant un point est réduit a ce point, donc les composantes irréductibles de X sont des points. La
condition suffisante est évidente. O]

Définition 2.3.2. On dit qu’un ensemble algébrique est de dimension pure n, ou équidimen-
sionnelle de dimension n, si chaque composante irréductible est de dimension n.

Si z est un point de X, on appelle dimension de X en z, et I'on note dim, X, le maximum des
dimensions des composantes irréductibles de X passant par x.

On admet le résultat suivant :

Proposition 2.3.2. Tout ensemble algébrique X est de dimension finie, et tout ouvert dense
dans X est de méme dimension que X.

Exemple 2.3.1. 1. dimA” =n; dimP" = n.

2. Le produit P™ x P contient un ouvert dense isomorphe & A™ x A", donc & A™; il est
alors de dimension m + n.

2.3.2 Critére de Jacobi

Commengons par une approche de géométrie différentielle. Considérons une courbe C dans
oF

R? d’équation affine F(z,y) = 0 et M = (xg,yo) un point de C. Supposons a—(xo,yo) # 0.
Y

Alors on peut paramétrer localement la courbe C par une fonction g qui vérifie g(zg) = yo et
F(t,g(t)) = 0 pour tout ¢. La tangente & C en M est la droite d’équation affine :

Y—Yo = 9/(950)(-73 — o).

Soit encore

oF OF
(r — 350)%(530, Yo) + (v — Z/o)a_y(fﬂm?m) =0.

oF
Cette équation définit toujours une droite sauf si a—(xo, Yo) = 8—(950, Yo) = 0.
z Y

Définition 2.3.3. Soit H une hypersurface de R" d’équation F'(x1,...,x,) = 0. L’espace défini
par I’équation

(1= D) G (P)+ oo+ (5 = 5 S-(P) = 0

est appelé espace tangent affine en P = (pi,...,p,). C’est un hyperplan sauf si toutes les
dérivées partielles de F' en P sont nulles.
Définition 2.3.4 (Critére de Jacobi).

1. Soient V une sous-variété algébrique affine de A", P = (xy,...,2,) un point de V et
Fi, ..., F, des générateurs de 'idéal J(V') de V. On dit que V' est non-singuliére ou bien
lisse en P (on dit aussi que P est un point lisse) si la matrice

OF:
’ <P>>)
(an 1<i<r, 1<j<n

est de rang n — dim(V).
2. Un point qui n’est pas lisse est dit point singulier. Un point lisse est aussi appelé point
régulier.

3. On dit que V est non-singuliére (ou lisse) si elle I'est en chacun de ses points.
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L’ensemble des points singuliers de X est un fermé propre de X, appelé lieu singulier de X
et noté SingX. L’ouvert complémentaire de SingX est noté Xj;... Lorsque X est un ensemble
algébrique réductible, tout point situé sur au moins deux composantes est singulier.

Exemple 2.3.2.

1. Les points singuliers d’une hypersurface dans A" d’idéal engendré par un polynéme F' sont
définis par les équations

_OF OF

Fle) = 5(a) == 5—

(x) = 0.

On voit bien dans ce cas que si F' = F} - - Fj, les points situés a U'intersection de V(F;)
et V(F}) sont singuliers.

2. Les points singuliers d'une hypersurface X dans P" d’idéal engendré par un polyndéme
homogéne F' de degré d sont définis par les équations
or or

g —(I‘) g .. _—
8x0 (%n

F(z) (x) =0.

Il faut noter que si la caractéristique de K ne divise pas d, les points singuliers sont définis
par les n + 1 équations

OF oF
2=t y? = 2% 4 22

FIGURE 2.1 — Une courbe réguliére et une courbe singuliére (cf. [Sil86] p.5).

2.3.3 Homogénéisation et déshomogénéisation

A tout fermé V de P", on peut associer 'idéal homogéne que I’on note J(V) engendré par
des polynomes homogenes Fi,..., F, s’Tannulant en tous les points de V.

Définition 2.3.5. On dit que V est défini sur K, et on note V/K, si on peut choisir les F;
comme polyndémes homogénes a coefficients dans K. Si V est défini sur K, I’ensemble des points
K-rationnels de V est

V(K) =V NP"(K).

Cas particulier. Soit C = V(F') une courbe projective plane. On dit que C est définie sur
K, et 'on note C/K, si F est a coefficients dans K.
L’ensemble des points K-rationnels de C est

C(K) = CNP"(K).

Soient Us et L, les ensembles définis par

Uy={[X:Y:Z]eP*|Z#0},

26



Lo ={[X:Y: :Z]eP*| Z=0}.

On introduit les coordonnées z, y telles que

X Y
r=— et y=—.
7 “VT g

L’application définie par

¢2: A? — U2
(,y) — [w:y:]]

est un homéomorphisme (i.e bijection bicontinue) sa réciproque est

Byt Us — AZ,
X Y
X:Y: 7] — —, =

On voit clairement que P? est la réunion disjointe
P? =UsU Lo

du "plan affine" U, et de la " droite a l'infini " L.

Un point de L, est appelé point a I'infini que ’on notera Ps.. Le plan projectif P? peut donc
étre identifié au plan affine auquel on adjoint une droite a 'infini.

De la méme maniére que Us, on peut définir d’autres sous-ensembles de P? tels que :

Us={[X:Y:Z]€P| X #£0} et Uy ={[X:Y:Z]€P?|Y #0},

et des bijections

¢ Uy —  A?
Y 7
X:Y: Z| — —, —
et
o7t Uy —  AZ
X 7
X:Y: Z| — —, =
Xz (307

Les applications ¢; ' permettent d’identifier le plan affine A? avec un ouvert U; de P2. 11 faut
noter que la réunion des U; recouvre P? :

]P)2:U[)UU1UU2.
Une courbe projective plane C est la réunion de trois courbes affines planes :
C=CoUCLUCy,

avec C; = CNU;. Lorsque nous identifions U; avec A2, alors Cy, C; et C, s’identifient avec les
courbes affines définies respectivement par les polynoémes

FY,Z)=F(,Y,2); F.X,Z)=F(X,1,Z) et F.X,Y)=F(X,Y,1).
Le fait de remplacer F(X,Y,Z) par F(1,Y,Z), F(X,1,Z) ou F(X,Y,1) est appelé dés-

homogénéisation suivant respectivement X, Y, et Z. Inversement, a tout polynéme non nul
F(X,Y) € K[X,Y] on associe le polynome homogéne F* tel que :

27



XY

FYX,Y,Z)=ZF | =, =
xv.2) =27 (5.5

), ou d=deg(F).

Le polynéme F™ est appelé I’homogénéisé de F' par rapport a Z.

Remarque 2.3.1. Soit C = V(F') une courbe projective plane. Les situations suivantes sont
équivalentes :

1. C est irréductible.
2. C est une variété projective.
3. F est irréductible.

Définition 2.3.6. Soit C = V(F) une courbe affine plane avec d = degF > 1.
La cléture projective de C, que 1'on note C, est la courbe plane projective C = V(H) ou H est
I’homogénéisé de F'.

Les points (C —C) sont les points & l'infini de C.

2.4 Cas des variétés algébriques sur des corps finis

Dans cette section, nous traiterons des variétés définies sur un corps fini Fy, avec ¢ = p?, i.e.

une extension de degré d du corps F,, avec p un nombre premier et d > 1.

2.4.1 Homomorphisme de Frobenius

Pour k£ > 1, nous nous intéressons au k-iéme itéré gzﬁ’; du Fp-automorphisme absolu de Fro-
benius ¢, : a — a”, qui fixe les éléments de F,» C Fp. L’application gb’; est donc un [F -
automorphisme de F,. Il induit un endomorphisme de 'espace projectif P"(F,) qui & tout point
[z : ... : x,] fait correspondre [#f : ... : 2P]. Par ailleurs ¢, opére sur F,[ X, ..., X,] en agissant
sur les coefficients. Plus généralement, si V est une variété projective définie sur K de carac-
téristique p, d’idéal J(V), alors nous pouvons appliquer ¢, a J(V) et obtenir une variété ¢,(V)
définie sur ¢,(K) ayant ¢,(J(V)) pour idéal. Les points de V sont envoyés vers des points sur
¢,(V). L'application de V — ¢,(V) qui a [zo : ... : z,] fait correspondre [zf : ... : 2] est appelée
morphisme de Frobenius et est a nouveau notée ¢,. De méme pour tout & € N*, le k-iéme itéré de
I'automorphisme de Frobenius ¢, induit un endomorphisme de V vers ¢, (V) qui a [xg : ... : zy)

. k k
fait Correspondre [1‘8 NN :L’ﬁ ] que nous notons encore ¢pk.
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Chapitre 3

Résultats fondamentaux concernant les
courbes algébriques

Ce chapitre théorique nous présente la notion de diviseur d’une courbe, survole rapidement
la construction de la Jacobienne d’une courbe, et nous présente un résultat important de la
géométrie algébrique : le théoréme de Riemann-Roch. On boucle le chapitre avec une petite
discussion sur les courbes elliptiques. Nous nous sommes inspirés des ouvrages [Ful69], et [Sil86].

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps parfait (cf. chapitre 1) et K une cloture
algébrique fixée de K, L désigne une extension de K contenue dans K. On note Auty, (K) (ou
bien Gt,) son groupe de Galois absolu. Sauf mention contraire toutes les courbes seront supposées
lisses.

3.1 Diviseurs

3.1.1 Diviseurs sur une courbe

Soit C une courbe projective lisse définie sur un corps K algébriquement clos.

Définition 3.1.1. Un diviseur D sur C est une somme formelle de points appartenant a C :

D= anp

ol les np sont des entiers nuls sauf un nombre fini d’entre eux.
L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), ou la loi de groupe est

I'addition formelle de points : si D = Y npP et D' = Y n/pP sont deux diviseurs sur C, alors
Pec Pec

(D+D) = ¥ (np+nj)P.

PeC

Le degré d’'un diviseur est la somme de ses coefficients :

dog (S0P ) = S

pPeC pPeC

Le support de > npP est 'ensemble des points P € C tels que np # 0.
Pec
Le degré est un homomorphisme de groupes de Div(C) dans Z; le noyau de cet homomor-

phisme est I'ensemble des diviseurs de degré 0, noté Div’(C), c’est un sous-groupe de Div(C).
Définition 3.1.2. On dit qu'un diviseur D = > npP est effectif et on note D > 0, si np >0

PecC
pour tout P € C.

b

Plus généralement, on définit la relation d’ordre partiel 7 > 7 sur les diviseurs par :

D{ > Dy siet seulement si Dy — Dy > 0.

29



3.1.2 Diviseurs principaux

Soit C une courbe projective lisse définie sur un corps K algébriquement clos. Alors C est
nécessairement irréductible. On note K[C] I'anneau des fonctions réguliéres sur C et K(C) son
corps des fonctions.

Théoréme 3.1.1. Deux courbes sont isomorphes si et seulement si elles ont deux corps de
fonctions isomorphes.

On trouve une démonstration de ce théoréme dans [Ful69]|, p.180. Il indique qu’il est compleé-
tement équivalent de travailler avec une vision géométrique des choses : courbes, points, etc... ou
de travailler algébriquement, i.e avec les corps de fonctions. Nous préférons la premiére approche,
plus proche de l'intuition (on peut faire des dessins).

Quelle que soit 'approche choisie, les diviseurs principaux sont intrinséquement liés au corps
de fonctions de C. Pour les définir, il est nécessaire de faire une étude locale de la courbe. Le
but est de donner une définition algébrique du fait qu'une fonction s’annule ou a un poéle en un
point, éventuellement avec multiplicité.

Soient f une fonction sur C et P un point de C. On dit que f est réguliére (ou est définie)
au point P sl existe g¢,h € K[C] avec h(P) # 0 telle que f = % L’ensemble des fonctions

réguliéres en P est noté Op(C) et appelé 'anneau local de C en P. L’ensemble des points de
C ou la fonction rationnelle f n’est pas définie est appelé ’ensemble des poles de f sur C. Si f
est réguliére et s’annule en P = (a,b), on dit que P est un zéro de f. On note Mp 'ensemble
des fonctions sur C qui s’annule en P :

Mp ={f€0p(C)| f(P)=0}.

L’ensemble M p est 'unique idéal maximal de Op et il est de la forme (z—a,y—b). Le corps
Op(C) /Mp(C) est appelé corps résiduel de C en P. Les éléments inversibles de Op(C) sont ceux
qui n’appartiennent pas & Mp(C), on les appelle les unités de Op(C) et ils forment un groupe
multiplicatif. En fait Op(C) est un anneau de valuation discréte, i.e il existe t € Mp(C) une
fonction non nulle telle que tout élément non nul f € Op(C) s’écrit de maniére unique f = u.t",
ol u est une unité de Op(C) et n un entier naturel appelé la valuation (ou l'ordre) de f en P
et noté ordp(f). Cet entier ne dépend pas du choix de ¢. La fonction ¢ est appelée uniformisante
de Op(C). On a les propriétés suivantes :

(i) L’application ordp : Op(C) — Z U {oo} définie par
ordp(u.t™) =n, ordp(t) =1, ordp(u) =0 et ordp(0) = oo,

est un morphisme de groupes surjectif, ot oo + k = oo pour tout k € Z.
) ordp(f) = oo si et seulement si f = 0.
(iii) ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g).
)
)

1) _ or —or
orde (1) = orde() - rdeto).
ordp(f + g) > min(ordp(f),ordp(g)).

La connaissance de la fonction ordp détermine I’anneau de valuation discréte Op(C) :
Op(C) ={f € K(C) ; ordp(f) 20 },
Mp(C)={f € K(C); ordp(f) >0 }.

Remarque 3.1.1. Soient C une courbe plane irréductible et lisse en P, et f une fonction non
nulle de K(C).
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— Si f est réguliére en P et f(P) # 0, alors ordp(f) =0.
— Si f est réguliére en P et f(P) =0, alors ordp(f) > 0.

1
— Si P est un pole de f, alors ordp(f) = —ordp (—)

f

Intuitivement, la valuation d’une fonction en un point mesure la multiplicité du zéro de la
fonction. Géométriquement, cela correspond a la tangente entre la courbe C et la courbe f = 0.

Exemple 3.1.1. Considérons C la courbe affine plane irréductible et lisse définie sur Q d’équa-
tion affine

C: yP=a(—1)(r—2)(z-3).

Soit P, = (7,0) ou i € {0,1,2,3}. On sait que Mp,(C) est engendré par < z — i,y >, et les
¢léments x — j sont inversibles dans 'anneau local Op (C), avec j € {0,1,2,3} et j # i, d’ou
(x — 1) = uy®. Donc y est une uniformisante de Op,(C), ordp (y) =1 et ordp (z —i) = 3.

Ainsi, & chaque point P d’une courbe lisse C, on peut associer une valuation ordp qui a toute
fonction f bien définie en P fait correspondre son ordre en P. Cette valuation peut étre étendue
aux fonctions qui ont un poéle au point considéré (d’aprés la remarque précédente).

Théoréme 3.1.2. Soit f une fonction non nulle de K(C). Alors les points P pour lesquels
ordp(f) est non nul sont en nombre fini. De plus, le diviseur

div(f) =) “ordp(f)P

peC
est de degré 0.

Nous renvoyons a [Ful69], (p.188) pour une preuve.
Ce dernier résultat peut-étre reformulé en « une fonction rationnelle a autant de zéros que de
poles ».

Définition 3.1.3. Un diviseur principal de C est un diviseur D tel qu’il existe une fonction
rationnelle f € K(C) pour laquelle
D = div(f).

Proposition 3.1.1. L’application div est un homomorphisme du groupe multiplicatif des fonc-
tions non nulles de K(C) vers les diviseurs de degré 0 sur C.

Démonstration. Cela découle directement des propriétés de la valuation en un point. O

L’ensemble des diviseurs principaux est donc un sous-groupe des diviseurs de degré 0. On le
note Pr(C). Soit f une fonction. On découpe souvent div(f) en la différence de deux diviseurs
effectifs :

div(f) = divo(f) — divee (f),
ot divy(f) correspond a 'intersection de C avec la courbe f = 0, et divo(f) & 'intersection

avec — = 0. Sur le dessin ci-dessous on a ainsi

f
div(f) = P+ Po + Ps + Py — (2Q1 + 2Q2).
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FIGURE 3.1 — (cf. [Gau00] p.11)

3.2 Jacobienne

3.2.1 Jacobienne et corps de définition

En général les diviseurs de degré 0 ne sont pas tous principaux, les diviseurs principaux
forment un sous-groupe de Div’(C).

Définition 3.2.1. La Jacobienne de C est le groupe des diviseurs de degré 0 quotienté par celui
des diviseurs principaux :

Jac(C) = Div’(C)/Pr(C).

Deux diviseurs D et D’ qui sont dans la méme classe sont dits linéairement équivalents; on

le note
D~D.

Avant de donner quelques exemples concrets, nous allons préciser ce qu’il faut adapter dans
les définitions précédentes si I’'on veut travailler sur un corps non algébriquement clos. Soit donc
K un corps quelconque contenant les coefficients de I'équation de la courbe C et K une cloture
algébrique de K. De maniére générale, un objet sera dit défini sur K s’il est invariant sous l'action
du groupe de Galois Gal(K/K).

Un point de la courbe C est défini sur K si ses coordonnées sont dans K. Un diviseur est
défini sur K s’il est invariant sous ’action du groupe de Galois. Cela ne signifie pas que tous les
points qui le composent sont définis sur K ; en effet, 'action de Galois peut permuter les points.
Un diviseur sur K est donc une somme de cycle de conjugués de points : si un point défini sur
une extension de K est dans le support du diviseur, alors tous ses conjugués y sont aussi avec le
méme coefficient.

Une fonction est définie sur K si ses coefficients sont dans K ; et il s’ensuit immédiatement
que le diviseur d’une fonction sur K est défini sur K. On note avec I'indice K tous les ensembles
d’objets définis sur K : Jack(C), Divk(C), Divik(C), Prk(C).

Définir sans ambiguité la Jacobienne sur K nécessite un résultat qui prouve que les éléments
de la Jacobienne qui sont invariants sous I’action de Galois forment exactement le groupe quotient
Divi (C)/Prx(C).

Théoréme 3.2.1. Soit C une courbe définie sur K possédant un point défini sur K et D un
diviseur de degré 0 sur K. S’il existe un diviseur principal div(f) défini sur K tel que D' =
D+div(f) soit défini sur K alors il existe une fonction F définie sur K telle que div(f) = div(F).

La preuve de ce résultat repose sur le théoréme de Riemann-Roch qui sera énoncé a la section
suivante. La conséquence est que

Jack (C) = Divi (C)/Prk(C).
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L’étude sur un corps non algébriquement clos nécessite l'introduction d’une notion supplé-
mentaire pour les diviseurs.
Définition 3.2.2. Un diviseur D défini sur K est dit premier si

1. D est effectif,
2. Si D' est effectif, défini sur K et D’ < D, alors D’ est nul ou égal a D.

Les diviseurs premiers sont en fait les sommes de tous les conjugués d’un point défini sur
une extension de K. Dans le cas d’un corps algébriquement clos, les diviseurs premiers sont
exactement les points de la courbe.

Exemple 3.2.1. Considérons la courbe sur Q d’équation 3% + zy + 2y = 2% + 22 — 3z — 1. Son
allure lorsqu’on la trace sur R est la suivante

O p—

ot

Jy+r?+3z—1=0

FIGURE 3.2 — (cf. [Gau00] p.13)

Pour illustrer les définitions précédentes, il est nécessaire d’avoir une courbe projective. On
rajoute donc le point a 'infini, noté P,, qui compléte notre courbe affine en une courbe projective
C. Il est facile de vérifier que C est lisse, méme en P,,. La plupart du temps, on opérera ainsi :
on travaille avec des modeéles affines de courbes planes, et ’'on manipule les points a l'infini
formellement.

Soient P; et P, les deux points de C de coordonnées

1 -3+ +v19 1 -3-+v19
P= (2, 27V o p= 2, 2TV
2 4 2 4

Ces deux points sont conjugués sur Q et le diviseur D = P; + P, est un diviseur premier de
degré 2 défini sur Q. Soit la fonction f sur C définie par

C3y+a*+3r-1
- 3:+% .

f

La courbe correspondant a I’annulation du numérateur coupe C en les trois points @)1 =
(2,1), Q2 =(1,1), Q3 = (1,1), et celle correspondant au dénominateur coupe C en P; et Py. Si
I’on tient compte des intersections & 'infini, on obtient ainsi

div(f) = Q1+ Q2+ Q3 — P — P, — Py.
Ainsi par exemple les deux diviseurs de degré 0 suivants sont linéairement équivalents :

P+P—0Q—Qs ~ Q3 — P.
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3.2.2 Théoréme de Riemann-Roch

Le théoreme de Riemann-Roch est un outil trés important pour I’étude des courbes algé-
briques. Il permet de définir le genre de la courbe qui est un invariant fondamental et il fournit
I’existence de représentants agréables dans chaque classe de la Jacobienne.

Soit D = > npP un diviseur sur C. Chaque D sélectionne un nombre fini de points, et leur
pPeC
attribue des entiers. Nous voulons déterminer quand il y a une fonction rationnelle avec des poles

uniquement aux points choisis, et avec des poles pas «pires» que l'ordre np en P.

Soit L(D) Iensemble {f e K(C)*, ordp(f) > —np, VP € c} U{0}, ot D= Y npP.
PeC
Une fonction rationnelle f appartient a L(D) si div(f) — D >0, ou si f = 0. On peut donc

redéfinir L(D) de la maniére suivante :

Définition 3.2.3. Soit C une courbe définie sur K et D un diviseur sur K. On note L(D)
I'ensemble des fonctions de K(C), qui sont soit nulles, soit de diviseur plus grand que —D :

L(D)= { feK(C) | div(f) = =D ou f = 0}.
Le lemme suivant nous renseigne sur la nature de L(D).

Lemme 3.2.1. Soit D un diviseur.

(1) St D < D', alors L(D) C L(D'), et dimg((L(D")/L(D)) < deg(D" — D), pour D" un

diviseur.

(2) L’ensemble L(D) est un espace vectoriel de dimension finie. Sa dimension est notée I(D).

Démonstration.

(1) OnaD'=D+P +...+ P; ,donc L(D)C L(D+P)C...CLD+P +...4+PF),
ainsi il suffit de montrer que dim(L(D + P)/L(D)) < 1. Pour prouver cela, soit ¢ une
uniformisante dans Op(C), et soit r = np le coeflicient de P dans D.
deéfinissons ¢ : L(D + P) — K par o(f) = (¢""'f)(P). Puisque ordp(f) > —r—1, ¢
est bien défini, ¢ est une application linéaire, et ker(¢) = L(D), ainsi ¢ induit une unique
application linéaire @ : L(D + P)/L(D) — K, ce qui donne le résultat.

(2) La seule chose a montrer est que la dimension est finie.

Si deg(D) = n > 0, choisissons P € C , et soit D' = D — (n+ 1)P. Alors L(D') = 0, et
d’aprés (1), dim(L(D)/L(D")) < n+1, ainsi [(D) <n+ 1.

]

Le principe sous-jacent est que lorsque 1’on rajoute un point a un diviseur, le degré augmente
de un, et la dimension de I'espace L(D) augmente d’au plus un. Dans le lemme précédent, le
résultat qui nous intéresse est le (2).

Théoréme 3.2.2 (Riemann-Roch). Soit C une courbe sur un corps K. Il existe un entier g et
un diviseur W tels que pour tout diviseur D

(D) =deg(D)+1—g+ (W — D).
L’entier g est appelé le genre de la courbe et W est un diviseur canonique.

Pour une courbe donnée, un diviseur canonique peut étre calculé, et donc le théoréme de
Riemann-Roch donne une valeur exacte pour (D). Toutefois, dans de nombreux cas, il suffit de
minorer le terme [(W — D) par zéro pour obtenir ce que I'on veut. Cette forme un peu plus faible
est ce qu’on appelle le théoréeme de Riemann.

Le genre g de la courbe est une notion qui admet une interprétation intuitive simple. Si le
corps de base est le corps des complexes, alors une courbe projective lisse est en fait une surface
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de Riemann, et le genre est alors le « nombre de trous » dans cette surface. Par exemple, la
sphére de Riemann P!'(C) est de genre 0 et un tore a un trou est une courbe elliptique (de
genre 1). Revenons a la Jacobienne de C : c’est un groupe de classes, et le probléme se pose
donc de trouver un représentant canonique pour chaque classe. Le théoréme suivant donne déja
I'existence d’une forme agréable d’un représentant.

Théoréme 3.2.3. Soit P, un point de la courbe C fixé a l’avance. Pour tout diviseur D de
degré zéro, il existe un diviseur effectif E de degré r < g, ne contenant pas Py tel que

D~FE—rP,.

Démonstration. Considérons le diviseur D' = D + gP,, de degré g. Le théoréme de Riemann-
Roch donne (D) =1+ 1(W — D’) > 1, et assure donc I'existence d'une fonction f non nulle
telle que div(f)+D’ > 0; notons E' le diviseur effectif div(f)+D’. Ona D+div(f) = E' —gPx,
donc

D~ E —gP..

Si 'on prend en compte le fait qu’il faut éliminer les éventuels P, intervenant dans E’, on a le
résultat.
O

Exemple 3.2.2. Une courbe elliptique® est une courbe de genre 1. On peut montrer qu’une
telle courbe est isomorphe a une courbe admettant un modéle affine sous forme de Weierstrass,
c’est-a-dire une équation de la forme y? 4+ a2y + asy = 23 + asx? + a4z + ag, tout comme dans
I'exemple 3.2.1 page 31. Appliquons le théoréme précédent en prenant pour P, 'unique point
a 'infini de la courbe sous cette forme. Chaque classe de la Jacobienne contient un diviseur de
la forme P — P., ou bien 0. Le deuxiéme cas signifie qu’il s’agit de la classe triviale, et dans le
cas général, toute classe peut-étre représentée par un point de la courbe. Réciproquement, soient
P et () deux points de la courbe, alors P — P et () — P, définissent la méme classe si et
seulement si P et () sont égaux.

Ainsi la Jacobienne d’une courbe elliptique est la courbe elle-méme. Quand on trace une
droite, on considére le diviseur principal de la fonction donnée par I’équation de cette droite.

Nous donnons un résultat plus précis que le théoréme précédent, dt a Galbraith, Paulus et
Smart et qui fournit un représentant unique dans chaque classe.

Théoréme 3.2.4. Soit P, un point de la courbe C fizé a l’avance. Pour tout diviseur D de degré
z€ro, il existe un unique diviseur effectif E de degré minimal m, ne contenant pas Py, tel que

D~FE—mP,.
Un tel diviseur minimal est appelé diviseur réduit, [’entier m est appelé le poids du diviseur.

Démonstration. L’existence d'un tel diviseur est assuré par le théoréme précédent. Si m = 0
alors D est principal et il n’y a rien & montrer. Nous allons prouver 1'unicité dans le cas m > 1.
Soit Dy = E — mP,, une représentation de D avec m minimal. Montrons d’abord que [(F) =
1. Supposons que [(Dy + (m — 1)Px) soit non nul. Alors il existe une fonction f telle que
div(f) + Do+ (m — 1)P, = E' > 0, et donc E' — (m — 1) P, est une représentation de poids
m—1de D, ce qui contredit la minimalité de m. Ainsi [(Dy+ (m —1)Px) = 0. Le fait de rajouter
un point a un diviseur fait augmenter la dimension de ’espace associé d’au plus une unité, donc
I(Dy+mPyx) < 1. Or Dy + mP, = E est un diviseur effectif et les constantes forment un
sous-espace vectoriel de [(Dy + mPy). Il s’ensuit que

I(E)=1.
Supposons maintenant qu’il existe E’ effectif de degré m tel que E — mP,, ~ E' — mP,,. Alors
il existe une fonction f telle que div(f) + E = E’ > 0, donc f appartient & L(F), et donc f est

une constante. D’ou div(f) =0, et £ = E'.
[l

1. Cette notion sera présentée plus formellement dans la prochaine section.
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3.3 Courbes elliptiques

L’une des applications les plus importantes du théoréme de Riemann-Roch est de trouver des
équations affines pour une courbe avec un corps de fonctions donné. Nous le démontrerons dans
deux cas particuliers qui sont les centres d’intéréts dans bien de domaines de mathématiques.
On peut citer [Sil86] comme référence pour ce chapitre, et [CFAT06] nous fait un bon rappel.

3.3.1 Premiére approche

Définition 3.3.1. Une courbe elliptique définie sur un corps K est une courbe projective sur K
lisse absolument irréductible, de genre 1, et possédant au moins un point K-rationnel.

Soit C une courbe lisse et absolument irréductible, de genre 1 possédant au moins un point
K-rationnel P, et K(C) son corps de fonctions. Comme [(P4) = 1 nous avons donc L(P,) = K.

Le théoréme de Riemann-Roch garantit que [(2P,,) = 2, donc il existe une fonction = € K(C)
telle que {1, z} soit une base de L(2P,) sur K. Il existe également y € K(C) tel que {1, z,y} est
une base de L(3P,,) sur K. Nous trouvons facilement que {1,z,y,z?} est une base de L(4P..)
et que {1,z,y,2% xy} est une base de L(5P,). L'espace L(6P,) D ({1,z,y,2% zy, 23 y*})
est de dimension 6, il doit donc y avoir une dépendance linéaire entre ces sept fonctions. Dans
cette relation, y? doit avoir un coefficient non trivial a. En multipliant la relation par a et
en remplacant y par a~ 'y, nous pouvons supposer que a = 1. La fonction 2 doit également
apparaitre de maniére non triviale, avec un certain coefficient b. Multiplions la relation par b?
et remplacons x par b~ 'z, y par b~'y. Ensuite, les coefficients de y? et 2% sont égaux a 1 et nous
obtenons une relation

y2 + a2y + asy — 2 — asr? — ayx — ag, a; € K.

C’est I’équation d’'une courbe affine plane absolument irréductible. C’est un fait (encore ob-
tenu par I'utilisation du théoréme de Riemann-Roch) que cette courbe est lisse. La fermeture
projective C de C est donnée par

Y2Z 4+ XYZ 4+ a3 XZ% — X3 — 0o X?Z — au X 7% — 023, a; € K

avec des coordonnées projectives planes [X : Y : Z]. On voit que C\ C = {[0: 1 : 0]} et que
P, :=1[0:1:0] est lisse. C est donc une courbe projective plane lisse, absolument irréductible,
de genre 1.

Encore une fois, en utilisant le théoréme de Riemann-Roch, on peut prouver que l'inverse est
également valable. La courbe projective donnée par

Y2Z 4+ a1 XYZ 4+ a3XZ? — X3 —a,X?Z —au X7 — a6 23, a; € K

est une courbe de genre 1 si et seulement si elle est lisse. Nous avons vu que le théoréeme de
Riemann-Roch donne :

Théoréme 3.3.1. Un corps de fonctions K(C) de genre 1 avec un diviseur premier de degré 1
est le corps des fonctions d’une courbe elliptique E. Cette courbe est isomorphe a une courbe
projective plane lisse donnée par une équation de Weierstrass

E: Y Z4+uXYZ+asXZ*— X3 —a,X?7 —ay X7 — a6 23, a; € K.
Une partie affine non singuliere plane E, de E est donnée par

2—a4x—a6, a; € K.

y2 + a2y + azy — 3 — ayx
E\ E, se compose d’un unique point avec des coordonnées homogeénes [0 : 1 :0].
Inversement, des courbes non singuliéres données par des équations du type
E: Y Z+aXYZ+a3XZ%— X3 —auX*Z —ayXZ% — agZ3, a; € K

ont des corps de fonctions de genre 1 avec au moins un diviseur premier de degré 1, tout comme
les courbes elliptiques.
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Chapitre 4

Courbes définies sur un corps fini et
conjectures de Welil

Dans ce chapitre, nous verrons quelques résultats autour des variétés abéliennes, et présen-
terons les conjectures de Weil.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps parfait (cf. chapitre 1) et K une cloture
algébrique fixée de K, L désigne une extension de K contenue dans K. On note Auty, (K) (ou
bien Gy,) son groupe de Galois absolu.

4.1 Variétés abéliennes

La Jacobienne d’une courbe de genre g est une variété algébrique projective de dimension g
munie d’une loi de groupe. De plus cette loi s’exprime localement par des formules algébriques.
Un tel objet est appelé une variété abélienne et posséde de riches propriétés. Nous en donnerons
ici quelques unes. Le sujet est largement traité dans [Lan83| et dans [Mum74].

4.1.1 Groupes algébriques

L’idée est de combiner la structure de groupe avec le celle de variété.

Définition 4.1.1. Un groupe algébrique G est une variété (affine ou projective) munie de deux
applications réguliéres

m: GxG — @G et 1: G — G
(P.Q) — m(P,Q) P — i(P)
satisfaisant aux axiomes de groupes suivants :
(1) 1l existe un point O € G tel que m(P,0) = m(O, P) = P pour tout P € G.
(i1) m(P,i(P)) = m(i(P), P) = O pour tout P € G.
(7i1) m(P,m(Q, R)) = m(m(P,Q), R) pour tout P,Q, R € G.
G est un groupe algébrique commutatif s’il satisfait en outre

(1v) m(P,Q) =m(Q, P) pour tout P,Q € G.

Le groupe algébrique G est défini sur K si G est défini sur K, les applications m et ¢ sont
définies sur K, et O € G(K). Soit L/K une extension. Soit G(L) I’ensemble des points L-
rationnels. L’ensemble G(L) est un groupe dans lequel la somme et U'inverse des éléments sont
calculés en évaluant les morphismes qui sont définis sur K, qui ne dépendent pas de L, et dans
lequel 1’élément neutre est le point O.
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Exemple 4.1.1. Le groupe additif G, est un groupe algébrique commutatif
G, 2A'=K.

Le groupe additif G, est clairement une variété affine. La loi de groupe sur G, est définie par
les applications réguliéres

G

m: G,xG, — G, et 1. G, —
r o —I.

(r,y)  — 2ty

Loi de groupes sur des courbes elliptiques

On suppose que K est algébriquement clos. Soit E une courbe elliptique donnée par une
équation de Weierstrass. Ainsi £ C P? consiste en des points P = (z,y) satisfaisant 'équation
de Weierstrass, ainsi que le point O = [0 : 1 : 0] a l'infini. Soit L C P? une droite. Puisque
I’équation est de degré 3, la droite L coupe E en exactement trois points, disons P, (), R. Bien
str, si L est tangent & F, alors P, (), R n’ont pas besoin d’étre distincts. Le fait que L N E, pris
avec des multiplicités, se compose d’exactement trois points est un cas particulier du théoréme
de Bezout !. Cependant, puisque nous donnons des formules explicites plus loin dans cette partie,
il n’est pas nécessaire d’utiliser un théoréme général.

On définit une loi de composition @ sur E par la régle suivante :

Loi de composition : Soit P,Q € E, soit L la droite passant par P et @ (si P = @, soit L
la tangente & E en P), et soit R le troisiéme point d’intersection de L avec E. Soit L' la droite
passant par R et O. Alors L' coupe E en R, O et un troisiéme point. On note ce troisiéme point
par P& Q).

Divers exemples de cette loi de composition sont illustrés a la figure 6.1.

Nous justifions maintenant 1'utilisation du symbole .

Proposition 4.1.1.
La lot de composition @& a les propriétés suivantes :

(1) Si une droite L coupe E auz points (pas nécessairement distincts) P, Q) et R, alors
PoQQaeR=0.

(i1) P®O =P pour tout P € E.
(1i1) P®Q =Q ® P pour tout P,Q) € E.
(w) Soit P € E. Il existe un point de E, noté ©P, satisfaisant

P® (eP)=0.
(v) Soient P,Q,R € E. Alors
(P®Q)®R=P&(Q®R).

En d’autres termes, la loi de composition @ fait de E un groupe abélien avec O pour élément
neutre. En outre :

(vi) Supposons que E soit défini sur K. Alors,
EK)=E,={(z,y) € K : y* + a1vy + azy = 2° + apwy + ayx + ag} U {O}

est un sous-groupe de FE.

1. Deux courbes algébriques Projectives planes, sans composantes communes, respectivement de degré n et
de degré m, ont au plus n x m points d’intersections , comptés avec leur multiplicité. Si le corps de base est
algébriquement clos (exemple C), alors il ya exactement n x m points d’intersections.
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On peut consulter [Sil86| p.52 pour la preuve.

Notation. A partir de la, nous remplacons les symboles @ et & par + et — pour I'opération
de groupe sur une courbe elliptique E. Pour m € Z et P € E, on pose

m foissim > 0 |m| fois si m < 0
—f— —_—N—
m|P=P+---+ P, [m]P=—-P—---—P, [0]P = O.

Nous dérivons maintenant des formules explicites pour les opérations de groupe sur E. Tout
cela est résumé dans 'algorithme suivant

Proposition 4.1.2 (Algorithme de loi de groupe).
Soit E une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass

E:y’+aay+asy = 22+ ax® + asx + ay.

(1) Soit Py = (x0,y0). Alors
—Fy = (wo, —yo — a170 — as).

(17) Soit ensuite
P+ P, = Py avec P, = (z;,y;) € E pour tout ¢ = 1,2, 3.
St x1 = x9 et y1 + Yo + ayxs + a3 = 0, alors
P+ P=0.

Autrement, définissons X et v par les formules suivantes :

| | A | v
Y2 — U1 Y12 — Y21
T # Ty E—
To — X1 To — 1
o 3x% + 20911 + a4 — a1 —x‘;’ + aqx1 + 206 — azyn
! 2 291 + a1y + as 2y + a1 + as

Alors y = Az + v est la droite passant par Py et Py ou la tangente a E si Py = Ps.

(1ii) Awvec les notations comme en (ii), Py = Py + P» a pour coordonnées

r3 = )\2—|—a1)\—a2—x1—:c2,

ys = —(A4+a)rs —v—as.
Exemple 4.1.2. Soit E la courbe elliptique sur Q
E vy =23 +17.
Une bréve inspection révéle certains points ayant des coordonnées entiéres,
P =(-2,3), P,=(-1,4), P3=(2,5), P,=(4,9), Ps=(8,23),
et une recherche informatique en donne d’autres,

Py = (43,282), P, = (52,375), Ps = (5234,378661).
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En utilisant la formule d’addition, on vérifie des relations telles que
Ps=[-2|P, P,=P, — P, [3]P,—P3=P;

Il y a aussi beaucoup de points avec des coordonnées rationnelles non entiéres, par exemple

127 2651 8 109
2P = —,——— P+ P=———].
27 (64’ 512)’ 2 (9’ 27)
Définition 4.1.2. Une variété abélienne est une variété projective lisse munie d’une loi de groupe

commutatif.

Remarque 4.1.1.

1. Il n’est pas nécessaire de mettre la commutativité dans la définition, car celle-ci découle
des autres propriétés (cf [Lan83|, p.20).

2. Pour faire la connexion avec les groupes abéliens plus évidents, nous remplagons m(P, Q)
par la notation P @ @ pour P,Q € G(K) et i(P) par —P.

Nous nous concentrerons désormais sur les variétés abéliennes et utiliserons plutot la notation

standard A au lieu de G.

4.1.2 Homomorphismes des variétés abéliennes

Nous supposons que A et B sont des variétés abéliennes sur K avec des lois d’addition
respectives @ et @'. Soit f un élément de Mork (A, B) 2.

Exemple 4.1.3. Soit P € A et définissons

thA—> A
Q — PoQ.

Ici, tp est appelé la translation par P et est un élément de Mork (A, .A).

Un fait intéressant est que pour tout f € Mork (A, B), nous avons

fPeQ)=f(P)& f(Q)

pour tous points P, Q) € A si et seulement si f(0) est I’élément neutre de B. En d’autres termes,
toute application réguliére f : A — B est un homomorphisme par rapport aux lois d’addition
a translation ¢(_s)) en B prés (cf [Lan83|, p.24). L’ensemble des homomorphismes de A vers B
est noté Homg (A, B).

Soit /K une extension de corps et prenons f € Homg (A, B). On obtient un homomorphisme
de groupes fr, : A(L) — B(L) qui est donné en évaluant les polynomes a coefficients dans K.
Une observation importante est que fr, commute avec ’action du groupe de Galois Gk de K.

L’ensemble des homomorphismes Homg (A, B) devient un Z-module de la maniére habituelle :
pour fi, fo € Homk (A, B) et P € A, définissons

(fi + ) (P) := fi(P) & fa(P).

Dans de nombreux cas, il est utile de travailler avec des espaces vectoriels au lieu de modules,
d’ot nous définissons donc

Homg (A, B)" := Homk (A, B) @7 Q.

Homg (A, B)° est un Q-espace vectoriel de dimension finie (cf [CFAT06]).

2. L’ensemble des applications réguliéres de A dans B.
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Remarque 4.1.2. Les homomorphismes des variétés abéliennes se comportent de maniére na-
turelle lors d’un changement de base : soit L /K une extension de corps et soit Ay, By, les variétés
abéliennes obtenues par extension scalaire & L, Homy, (A, B) := Homy, (Ay, By,). Le groupe Galois
Gal(L/K) agit naturellement sur Mor,(Ay, Br) et donc sur Homp, (A, B).

Lemme 4.1.1. Avec les notations précédentes, nous avons
(i) Soit Lg la cloture algébrique de K dans L. Alors Homy, (A, B) = Homy,, (A, B).
(i3) Pour L contenu dans K, on a Homy, (A, B) = Homg(A, B)°r.

En raison des résultats suivants, nous pouvons penser que les variétés abéliennes se com-
portent comme des groupes abéliens.

Proposition 4.1.3. Soit f € Homgk(A, B).

(1) L’image Im(f) de f est une sous-variété de B, qui devient une variété abélienne en re-
streignant la lot d’addition de B, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une sous-variété abélienne de

B.

(i) Le noyau ker(f) de f est par définition limage inverse de Op. C’est un fermé (par rapport
a la topologie de Zariski) de A. Ses points sont constitués de tous les points P de A(K)
tels que fg(P) = Op; et forment donc un sous-groupe de A(K).

(i17) Le noyau ker(f) contient une sous-variété mazimale absolument irréductible ker(f)° conte-
nant O 4. Cette sous-variété est appelée la composante connexe de l'unité de ker(f). C’est
une sous-variété abélienne de A.

(1v) En termes de dimension, on a

dim(Im(f)) + dim(ker(f)°) = dim(A).

4.1.3 Isomorphismes et isogénies

Pour étudier les variétés abéliennes (du point de vue des ensembles), il est (comme d’ha-
bitude) important d’avoir un aper¢u des isomorphismes entre eux. Les homomorphismes qui
préservent la dimension de la variété abélienne sont tres étroitement liés aux isomorphismes.
Ils sont intensivement utilisés a la fois pour I’étude théorique et dans les applications de la
cryptographie.

Définition 4.1.3. Soient A et B des variétés abéliennes sur K. On appelle isogénie tout mor-
phisme Z € Homgk (A, B) telle que Im(Z) = B et ker(Z) est fini.

Proposition 4.1.4. Un homomorphisme T € Homg (A, B) est une isogénie si et seulement si
dim(A) = dim(B) et dim (ker(Z)°) = 0.

Le degré d’une isogénie est son degré en tant que morphisme de variété algébrique. Soit Z
une isogénie de A vers B et soit x un point générique sur A, tous définis sur un corps K. Alors le
degré de Z est le degré de I'extension de corps [K(z) : K(Z(x))]. Cette extension se décompose
en une extension purement inséparable et une extension séparable. On appelle degré inséparable
et degré séparable de Z les degrés respectifs de ces extensions, dont le produit est le degré de
Iisogénie.

Définition 4.1.4. Les homomorphismes Endk(.A) := Homk (A, .A) sont les endomorphismes de
A.

L’ensemble Endk(A) est un anneau dont la composition est la loi multiplicative.
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Exemple 4.1.4. Supposons que K = F,. Alors ¢, induit I’application identité sur ’ensemble
des polynémes a coefficients dans K et donc ¢,(A) = A. Par conséquent, ¢, € Endk(A);
c’est 'endomorphisme de Frobenius. Une généralisation 1égére mais importante est de considérer
K = F, avec ¢ = p?, pour d > 1. Alors ¢, := ¢% est Pautomorphisme relatif de Frobenius
laissant fixes les éléments de K. Nous pouvons appliquer les considérations faites ci-dessus a
¢, et obtenir un endomorphisme totalement inséparable de A de degré p?dm(A) qui est appelé
I'endomorphisme (relatif) de Frobenius de A.

Un autre exemple d’isogénie est le suivant : soit 4 une variété abélienne de dimension g, et
soit n un entier premier a la caractéristique du corps. Alors la multiplication par n, notée [n]4
et définie par

a(z)=x4+2x+...+2 (n fois),
est une isogénie de A vers A dont le noyau est de cardinal n?9 (cf [Lan83] ou [CFAT06] p.60).

Les isogénies sont des objets trés importants. Le point crucial est que s’il existe une isogénie

entre A et B, alors il en existe une autre entre B et A.

Théoréme 4.1.1. Soit T une isogénie de degré d entre deux variétés abéliennes A et B. Alors
il existe une isogénie, notée I, de B vers A, telle que

I =[dy et I =[d]g,
ot [d)A et [d]B désignent respectivement les multiplications par d sur A et B.

Ainsi la relation « il existe une isogénie entre deux variétés abéliennes » est symétrique. Elle
est par ailleurs transitive car la composée de deux isogénies est une isogénie. Finalement c’est
une relation d’équivalence, et I'on dira que deux variétés sont isogénes s’il existe une isogénie
entre les deux.

Notation. Si A et B sont deux variétés abéliennes isogénes, on note
A ~ B.
Si elles sont isomorphes, ce qui est plus fort, on note

A = B.

4.1.4 Théoréme de décomposition

La relation d’isogénie étant plus faible que celle d’isomorphisme, on peut introduire une
notion «d’irréductibilité» adaptée a cette notion. Toute variété abélienne peut se décomposer de
maniére unique a isogénie pres en produit de variétés abéliennes dites simples.

Théoréme 4.1.2. Soit A une variété abélienne et B une variété abélienne strictement incluse
dans A. Alors il existe une variété abélienne C tel le que A soit isogéne au produit B x C.

Nous renvoyons a (|Lan83|, p.28) pour une preuve.
Notons que l'on a dim(A) = dim(B) + dim(C). Ce théoréme dit que dés qu’il existe une
sous-variété abélienne propre, alors on peut en trouver une complémentaire.

Définition 4.1.5. Une variété abélienne est dite simple si elle n’admet pas de sous-variété
abélienne autre que {0} et elle-méme.

Le théoreme de décomposition est donc le suivant :

Théoréme 4.1.3. Toute variété abélienne est isogéne a un produit de variétés abéliennes simples,
unique 4 1S0génie pres.

Ainsi toute variété abélienne A est isogéne & un produit
(A X ..o X A X oo X (A X o x Ay

ou les A; sont des variétés abéliennes simples deux-a-deux non isogénes. On peut alors décrire
End’(A) en fonction des End®(4;). (cf [Lan83|, p. 30)
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4.1.5 Corps de définition

Dans tout ce qui précede, nous avons passé sous silence les problémes de corps de définition.
Si le corps K considéré n’est pas algébriquement clos, deux variétés abéliennes sont dites K-
isogenes s’il existe une isogénie définie sur K entre les deux. Le théoréme de décomposition reste
vrai sur K, car si une variété abélienne A contient une sous-variété abélienne propre B définie
sur K, alors on peut trouver une variété abélienne C définie sur K telle que A et B x C sont
K-isogénes. Il est toutefois possible qu'une variété abélienne soit simple sur K mais ne le soit
plus sur une cloture algébrique de K. Cela motive la définition suivante :

Définition 4.1.6. Une variété abélienne est absolument simple si elle est simple sur toute
extension algébrique de son corps de définition.

4.1.6 Sous-groupes de n-torsion

Nous avons dit précédemment que le cardinal du noyau de la multiplication par n notée [n].A
est n29. Par ailleurs, ce noyau est un sous-groupe abélien.

Définition 4.1.7. On note A[n] le noyau de la multiplication par n sur une cléture algébrique
A[n] = ker([n].A).
Ses éléments sont appelés éléments de n-torsion.
Le théoréme suivant donne la structure de la n-torsion :

Théoréme 4.1.4. Soit A une variété abélienne de dimension g, et n un entier premier a la
caractéristique du corps de base. Alors

Aln] = (Z/nZ)*.
Lorsque n est égal a la caractéristique du corps, le résultat n’est plus vrai.

Théoréme 4.1.5. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps K de caractéristique
p. Alors

Apl(K) = (Z/pZ)",

ou r est un entier tel que 0 < r < g.

Le lecteur trouvera une preuve dans [Mum?74|, p. 64.

L’entier r est appelé le p-rang de A (et par abus de langage, on parle de p-rang d’une courbe
pour le p-rang de sa Jacobienne).

Le rang de la p-torsion est un invariant important. Le cas le plus courant est celui ou r est
maximal. Les autres cas sont des cas particuliers.

Définition 4.1.8. Une courbe C de p-rang maximal est appelée ordinaire. Une courbe C dont
le p-rang est zéro est appelée trés spéciale.

4.2 Conjectures de Weil

Dans cette section, on se fixe un corps fini & ¢ = p? éléments, noté¢ F,, et 'on considére
une courbe C de genre g définie sur ce corps. Le nombre de points de la courbe est fini, et la
Jacobienne est un groupe fini. L’étude de la fonction Zéta, et les conjectures de Weil donnent des
bornes précises sur les cardinalités de ces ensembles. Les preuves de tous les résultats de cette
section peuvent étre trouvés dans [Sti93].
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4.2.1 Fonction Zéta
Proposition 4.2.1. Jack(C) est un groupe fini. h = #Jack(C)

Démonstration. Choisissons un diviseur B € Div(C) de degré > g, posons n := degB, et consi-
dérons I'ensemble des classes de diviseurs Pic" := {[D] € Pic(C) | deg|D] = n}. L’application

f: Jac(C) — Pic"(C)
(D] — [D + B]

est bijective. Nous allons vérifier que Pic"(C) est fini. Par le théoréme de Riemann-Roch, pour
chaque D € Pic"(C) on a
(D)>n—g+1>1,

ce qui implique que la classe de D contient un diviseur effectif, or le nombre de diviseurs effectifs
définis sur F, de degré n est fini.
O

La fonction Zéta associée a une courbe C est une série génératrice liée au nombre de points
de C définis sur une extension de degré n.

Définition 4.2.1. La fonction Zéta de C est définie par
Z(t) = ex <ZN ﬁ)
- p n n 9
n>1
ot N,, est le nombre de points de C définis sur Fn.

En regroupant les points en diviseurs effectifs, on peut réorganiser la série de maniére a
obtenir une définition équivalente :

Lemme 4.2.1. La fonction Zéta de C vérifie :
Z(t) =) Cut",
n>0

ot C,, = #{D € Div(C); D > 0; deg(D) = n} est le nombre de diviseurs effectifs de degré n
sur C.

Nous définissons ’entier 0 > 0 par
0 :=min{degD | D € Div(C) et degD > 0}.
Etudions les nombres C,.

Lemme 4.2.2.
a) C, =0 si 01n.

b) Pour une classe de diviseurs [D] € Pic(C) fizée, nous avons

40P _ 1
{Aep]|Azop =1
q—1
¢) Pour chaque entier n > 2g — 2 tel que 0 | n on a
h
Cn:— n+1—g_1 .
q_l(q )
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Démonstration.  a) ce résultat est trivial.
b) Les conditions A € [D] et A > 0 sont équivalentes a
A=div(f)+ D,ou f € L(C) \ {0}.
Il y a exactement ¢!P) — 1 ¢léments f € L(C)\ {0}, et deux d’entre eux donnent le méme
diviseur si et seulement s'ils différent d’un facteur constant 0 = a € F,. ce qui prouve b).

c) Il ya h classes de diviseurs de degré n, notons les par [Di],...,[Dy]. D’aprés b) et le
théoréme de Riemann-Roch,
AeiDIl A0 g —1 1 Mg g
- > — — n I .
[fael a0 = Tt - o)
Chaque diviseur de degré n appartient exactement & 'une des classes de diviseurs [Dy], .. ., [Dp],
d’ou
" h
Z [{A€D]| A2 0} |= Zq(a™ ™~ )
=1

]

Observons que nous considérons t comme une variable complexe, et Z(t) est une série a
variable complexe. Nous allons montrer que cette série converge dans un voisinage de 0.

Proposition 4.2.2. La série Z(t) = ZZOEO C,t", est convergente pour |t| < q~'. Plus précisement

pour |t| < g ' ona:

i) SiK(C) a pour genre g = 0 sur F,, alors

1 1 1
Z(t) = — .
0= (i w)
it) Sig>1, alors Z(t) = F(t) + G(t) avec
Ft)= —— Z g 1PN . ydeslD]
0<deg[D]<2g—2

(ot [D] parcourt toutes les classes de diviseurs [D] € Jac(C), avec 0 < deg[D] < 29 —2)
et

_ L 1—g 2g—2+40 1 . 1
610) = 5 (a e - 2 )

Démonstration. i) g = 0. Pour commencer, nous montrons qu’'un corps de fonctions de genre
zéro a le nombre de classe h = 1; c’est-a-dire que chaque diviseur A de degré 0 est
principal. Ce fait découle du théoréme de Riemann-Roch : comme 0 > 2g — 2, nous avons
[(A) = degA+1—g =1, et on peut donc trouver un élément = # 0 avec (z) > —A. Les
deux diviseurs sont de degré 0, donc A = —(z) = (27 !) est le principal. Maintenant nous
appliquons le Lemme 4.2.2 et nous obtenons

icnt” = icantan

n>0 n>0
=1
— Z _(q8n+1 . 1)158”
ns0 47 1
q n>0 n>0

N qil (1—q<qt>6 - 1—1<t>6)

pour |gt| < 1.
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i1) Pour g > 1, le calcul est assez similaire. On obtient

2?20 Cntn = Zdeg[D]ZO ’ {A € [D]7 A > 0} ’ ,tdeg[D] = Zdeg[D]EO qdeg[D]+1—g ) tdeg[D]
1

) > aeg(pjz0 1PN = F(t) + G(1),

avec

1
Ft)= — Z ql([D]) . ¢deg[D]
0<deg[D]<2g—2

et
(q - 1)G(t> _ Z hqn8+1fg . tna o Z htn8
n=((2g—2)/9)+1 n+0
_ hql—g(qt>2g—2+8 1 —h 1

L—(qt)? 1—(qt)?
0

Corollaire 4.2.1. Z(t) peut étre étendue a une fonction rationnelle sur C ; elle a un pole simple
ent=1.

1
_ta

Démonstration. 11 suffit de voir que 1 a un pole simple en t = 1.

]

Rappelons quun produit infini [[;°,(1 + ;) (avec des nombres complexes a; # —1) est dit
convergent avec la limite a € C si lim,, oo [[;;(1 + a;) = a # 0. Le produit est dit absolument
convergent si y >, | a; |< co. D’aprés P'analyse, il est bien connu que la convergence absolue
implique la convergence du produit, et la limite d’un produit absolument convergent est indépen-
dant de l'ordre des facteurs. De plus, si le produit [][;°,(1 + a;) = a est absolument convergent,
alors [[2,(1 4 a;)~* converge absolument aussi, et [[;~, (1 +a;) ' =a™ .

De maniére analogue a la fonction Zéta ¢ de Riemann, on peut transformer cette écriture en

un produit Eulérien.

Lemme 4.2.3 (Produit d’Euler). Pour |t |< ¢! la fonction Zéta de C peut étre représentée
comme un produit absolument convergent

zity= J] (1— =)

D premier
En particulier Z(t) # 0 pour |t| < ¢~
Démonstration. ], premier (1 — tdeg(D))fl converge absolument pour |t| < ¢!, puisque
>0 premier 11177 < 3202 Cult]" < 0o d’apres la Proposition 4.2.2. Chaque facteur de

_ ydeg(D)\ L A o PSP
I D premier (1 t ) peut étre écrit comme une série géométrique, et nous obtenons

H (1 _ tdeg(D))fl _ H i tdeg(nD)

D premier D premier n=0

= > et icnt" = Z(t)
n=0

A € Div(C); A>0
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Proposition 4.2.3. Soit Z(t) (resp. Z,.(t)) la fonction Zéta de C (resp. de Fyr). Alors

Z,(t") = 1] 2 (<),

¢r=1
pour tout t € C (C parcourt les racines r-ieme de ['unité).
Pour la preuve on peut consulter [Sti93] p.201.

Corollaire 4.2.2 (F.K. Shmidt). 0 = 1.

Démonstration. Pour (? = 1 nous avons

Zcty= 1] a-@*") = [ a-@*") " =2,

P premier P premier

puisque 0 divise le degré de P pour chaque P un diviseur premier. Donc Z5(t?) = Z(t)? par la
proposition 5.2.4. La fonction rationnelle Z5(¢?) a un poéle simple a t = 1, par le corollaire 4.2.1,
et Z5(t)? a un pole d’ordre 9 at = 1. D’ou 0 = 1.

O
Corollaire 4.2.3.
a) toute courbe C de genre g =0 sur I, est rationnelle, et sa fonction zéta est
1
Z(t) = .
N )
b) SiC est de genre g > 1, sa fonction Zéta peut s’écrire sous la forme Z(t) = F(t) + G(t),
avec
F(t) = — S o) ]
1= 0<deg[D]<2g—2
et

h 1 1
— 9(+)29—1 _
G®) q—l(q(t) 1—qt 1—t>'

Démonstration. Une courbe de genre 0 ayant un diviseur de degré 1 est rationnel, cf. [Sti93|
p.32. Les autres affirmations découlent de la proposition 4.2.2 et 0 = 1.

O

Nous donnons ici les détails du calcul afin d’illustrer comment les objets introduits jusqu’ici
se manipulent.

Exemple 4.2.1. Pour P'(F,).
Pour tout n > 1, le nombre de points sur P!(F,») est ¢" + 1, c’est-a-dire le nombre d’éléments
dans le corps plus le point & 'infini. La série que 'on obtient est donc

Z(t) = exp (Z(q" + 1)%) :

Apres simplification, on obtient

1
(1=1)(1 —qt)

Z(t) =
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4.2.2 Les conjectures de Weil

Dans les années 30, Hasse a obtenu des bornes pour le nombre de points sur une courbe
elliptique définie sur un corps fini. Généralisant cela, Weil énonca en 1949 de célébres conjectures
concernant la fonction Zéta d’une variété définie sur un corps fini, et les prouva dans le cas
particulier des courbes et des variétés abéliennes. Par la suite de nombreux travaux pour étendre
ces résultats ont été faits par Dwork, Artin, Grothendieck, et Deligne. Pour le cas des courbes,
on peut en trouver une preuve (essentiellement celle de Bombieri) dans [Sti93].

Théoréme 4.2.1 (Conjectures de Weil). Soit C une courbe de genre g sur un corps fini F.
Sa fonction Zéta Z(t) posséde les propriétés suivantes :

a) Rationalité : Z(t) est une fraction rationnelle.

. 1
b) Equation fonctionnelle : Z(t) = ¢o~' 12972 Z (_t) :
q

c) Hypothése de Riemann : Les inverses des zéros de Z(t) ont pour valeur absolue \/q.

Plus précisément, la fonction Zéta peut se mettre sous la forme

L(t)
I-6(1—q)

ou L(t) est un polynéme qui a les propriétés suivantes :

Z(t) =

Théoréme 4.2.2. Le polynome L(t) = (1 — t)(1 — qt) Z(t) vérifie :
C’est un polynome de degré 2g a coefficients dans 7Z.

i)
i1) Le cardinal de la Jacobienne est #Jac(C) = L(1).
)

1
i11) On a ’équation fonctionnelle L(t) = ¢ t*9 L (—) .

qt
iv) Sil'on écrit L(t) = ag+ ait + ... + agyt® alors,
(1) ap =1, et asy = ¢*,
(2) asg—i = ¢ "a;, pour 0<i<g.
v) Sion écrit L(t) = [[2%,(1—aut), on peut réarranger les indices de telle sorte que a;agy; =

q, et de plus |a;| = /7.

Démonstration. Toutes les assertions sont triviales pour g = 0, donc nous pouvons supposer a
partir de maintenant que g < 1.

i) Nous avons déja remarqué que L(t) est un polynome de degré < 2¢g. Dans iv) nous prou-
verons que son coefficient dominant est ¢9, donc degL(t) = 2¢. L’affirmation L(t) € Z[t]
découle de l'égalité L(t) = (1 —t)(1 — qt) > 7, A,t™, en comparant les coefficients.

i1) Avec la notation du corollaire 4.2.3 b), nous avons
h
Lt)=(1—t)(1—qt)F(t) + 1 (P9 (1—t) — (1 —qt)).
D’ou L(1) = h.

i11) N’est rien d’autre que ’équation fonctionnelle de la fonction Zéta.

iv) Ecrivons L(t) = ag + ait + . .. + ag,t?9. L’équation fonctionnelle i) donne

1 a2 A2g—1
Lt)=¢ Y L= ) ==L+ —2=t+ -+ ¢apt™.
0= (qt) ¢ T

Donc ag,—; = ¢? ‘a; pour i =0,...,g et (2) est prouvé. Enfin, as, = ¢%a¢ = ¢? par (2).
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v) Considérons le polynéme réciproque

1

Ll(t) = tQQL(g) = (Ioth + &1t2g_1 + 4 A2g-
L+ (t) est un polynome unitaire a coéfficients dans Z, ainsi ses racines sont des entiers
algébriques. Posons

2g
Lt (t) = H(t —q;), avec «; €C,
i=1
donc
15
2971 —
L(t) = 1" () = 2(1 — ot).

Observons que L(a; ') =0 pouri=1,...,2¢, et

29
| | a; = ¢4,
i=1

En substituant ¢ = qu et en utilisant 1’équation fonctionnelle iii) on obtient

29
_ ngUQQL(i) = ¢'L(u) = q9~H(1—Ozju)
j=1

29 29 2g

— qg.H(l_ﬁt):qg.H%. (t_g)

=1 1 4
29 q
=1 !

On peut donc disposer les racines de L*(t) comme

q 4 179
ala_w--aaka_aq/a"'a
aq 873

1/2

q'"?, —q'?

a"'a_q1/2>

oil ¢'/2 se produit m fois et —¢*/? se produit n fois. D’aprés I’écriture polynomiale de L*(t),

q 4q 1/2\m 1/2\n _ g
Qp - — Qg — (= =q’.
U o (@)™ (=" )" =¢q

Par conséquent, n est pair. Puisque n+m+2k = 2g, m est également pair, et nous pouvons
réorganiser ai, ..., g, tel que ;o y; = ¢ soit valable pour i =1,...,g.

O

Démonstration du théoreme 4.2.1.

a) Rationalité : démontrée dans le corollaire 4.2.3.
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b) Equation fonctionnelle :

Pour g = 0, cela est évident d’aprés le corollaire 4.2.3 a). Pour ¢ > 1 on écrit Z(t) =
F(t) + G(t) comme dans le corollaire 4.2.3 b). Soit W un diviseur canonique sur C; on a

Flt)(q—1) = DO A

0<deg[D]<2g—2
_ Z qdeg[D]+1—g+l([W—D]) . ¢deg[D]
0<deg[D]<2g—2
= gl Y Do D)) gdeslDl(20-2)
0<deg[D]<2g—2
_ qg—1t2g—2 Z ql([W—D]) . 75deg[W—D]
0<deg[D]<2g—2
1
= (g - 1)F(—
- D)
1
F(t) = ¢ 192F(=),
) = ¢ (%)

Nous avons utilisé ce deg[W] = 2g—2 et, si [D] parcourt I’ensemble des classes de diviseurs
avec 0 < deg[D] < 2¢g — 2, [W — D] aussi. Pour la fonction G(t) on obtient

PG = | - —
qt q—1 qt 1_ qi 1_ 1
qt qt
ho|1, 1 ot
a1 t)l—ql at(1— ) v
qt

Finalement on a

Z(t) = F(t) + G(t) = qgltWF(%) + qglt%?G(%) — o122 (F<i> n G(%)) _

1
914202 7( ).
q ( qt)

¢) Hypothése de Riemann : On peut trouver une preuve dans [Sti93] p.197.

Les conséquences des conjectures de Weil sur les cardinalités sont immédiates :

Corollaire 4.2.4. Soit C une courbe de genre g définie sur un corps fini F,. Alors le nombre de
points sur la courbe est borné par

[#C — (¢ +1)| < 29v/q.

Le cardinal de la Jacobienne de C est quant a lui borné par

(V@ — 1)% < #Jac(C) < (Vg +1)%.

Ces bornes signifient que le nombre de points sur une courbe de genre g est environ ¢ avec
un terme d’erreur en ,/q et le cardinal de sa Jacobienne est environ ¢ avec un terme d’erreur
en qgfé.

Un résultat supplémentaire permet de relier la fonction Zéta d’'une courbe sur F, avec la
fonction Zéta de la méme courbe, mais considérée sur une extension algébrique finie Fr.
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Théoréme 4.2.3. Soit C une courbe de genre g définie sur F, , et soit r un entier non nul.
Notons L(t) = [[(1 —ast) le polynéme L associé a la fonction Zéta de C. Alors la fonction Zéta
Z,(t) de la courbe C sur F, est donnée par

[1(1 = ajt)
(1=t —qt)

Z,(t) =

4.2.3 Action de I’endomorphisme de Frobenius

Supposons maintenant que C est une courbe projective lisse absolument irréductible sur F,
de genre g > 1. Comme vu précédemment, I’endomorphisme de Frobenius opére sur les fonctions
rationnelles sur C, sur les points de C et « par suite linéaire » sur les diviseurs de C. Il associe les
diviseurs principaux aux diviseurs principaux et préserve le degré des diviseurs. Il opére donc de
maniére naturelle sur le groupe DivY(C) des diviseurs de degré 0 de la courbe C sur Fq.

D’aprés les résultats du dernier paragraphe et du fait que le groupe de Galois de F,/FF,, est
(topologiquement) généré par ¢,.

Dans ce qui suit, on se fixe une courbe C définie sur F, et une cloture algébrique Fq de [F,.

Commengons par un rappel.

Définition 4.2.2. L’automorphisme de Frobenius, noté ¢,, est ’automorphisme du corps Fq
laissant fixe [, défini par

— 4
Gq(x) = 2.
Nous donnons aussi le résultat suivant déja vu.

Lemme 4.2.4. L’automorphisme de Frobenius sur Fq s’étend en une action sur les points de la
courbe C |, puis en un endomorphisme de la Jacobienne. On continue de ’appeler Frobenius et
de le noter ¢,.

Un élément de la Jacobienne est défini sur Fy si et seulement s'il 'est sous I'action de G, /g, ,
donc si et seulement s’il est invariant sous I'action du Frobenius ¢,. En d’autres termes,

ker(¢, — Id) = Jac(C)/F,,

et I'on en déduit que #Jac(C)/F, = x(1) ou x(t) est le polynéme caractéristique du
Frobenius dans I’anneau des endomorphismes qui est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4. Le polynome caractéristique de l’endomorphisme de Frobenius sur Jac(C),
noté x(t) est le polynome réciproque du polynéme L(t) défini a partir de la fonction Zéta de
la courbe. C’est donc un polyndéme de degré 2g a coefficients entiers, dont les racines ont pour
valeur absolue \/q et tel que

#Jac(C)/Fy = x(1).

Cas du genre 0

Pour la droite projective P*(F,), le polynome L(t) est constant, égal & 1, et donc

x(t) = 1.

On retrouve alors le fait que la Jacobienne est le groupe trivial n’ayant qu’une seule classe,
celle-ci étant définie sur IF, . Le Frobenius est donc égal a l'identité.
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Cas du genre 1
C’est le premier cas non trivial. Le polynome L(t) s’écrit
L(t) =1+ ait +qt* = (1 — agt)(1 — aot),
et le polynéme caractéristique du Frobenius est de la forme
Xt) =1t —sit+q=(t — )t —as),

ou ay et ap sont conjugués complexes, de valeur absolue /3.
On a donc l'inégalité suivante sur lentier s; = a3 + a2 (la trace de la courbe) :

|81| S 2\/6_]

Il est expliqué plus haut que la Jacobienne d'une courbe elliptique est isomorphe a la courbe
elle-méme, dés que l'on a choisi un point comme élément neutre. Ainsi, si 'on a une courbe
elliptique ¢ définie sur F,, 'action du Frobenius sur la courbe est décrite par le polynome x(?) :
pour tout point P défini sur une extension algébrique, on a

$g(P) = s104(P) +qP =0,

ou ’addition est celle entre points de la courbe héritant de la structure de Jacobienne, et la
multiplication par un entier n’est autre que ’application de I’endomorphisme de multiplication
dans la Jacobienne. La notation rigoureuse serait donc :

$g(P) = [51]64(P) + [a] P = Ogac(e)-

Cas du genre 2

Soit C une courbe de genre 2 sur ;. Le polynome caractéristique de ’endomorphisme de
Frobenius sur Jac(C) est de la forme

x(t) = t* — s1t* 4 591% — s1qt + ¢,
et I'hypothése de Riemann donne les bornes suivantes pour les entiers s; et s :
|s1] < 4/q et |sq| < 6g.
Ainsi le cardinal de la Jacobienne est donné par
¢ —4q% +6q—4q% +1< #Jac(C) < q2—|—4q% +6q—|—4q% + 1.

La encore, le polynéme caractéristique du Frobenius traduit son comportement sur les élé-
ments de la Jacobienne : pour tout diviseur réduit D, on a

3q(D) = [51]63(D) + [s2]03(D) — [514)64(D) + ¢*[D] = Ojac(c)-

4.2.4 Applications en cryptographie

Dans cette section, nous commencons d’abord par définir une courbe hyperelliptique, ensuite
nous énoncons les probléme du logarithme discret, avant de discuter des critéres de sélection
d’une courbe hyperelliptique en cryptographie. le sujet est largement discuté dans ’appendice
de [Kob98| dii & Alfred J. Menezes, Yi-Hong Wu et Robert J. Zuccherato.
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Définition 4.2.3 (Courbe hyperelliptique). Une courbe hyperelliptique C de genre g sur K
(g > 2) est une courbe projective lisse dont le corps des fonctions est isomorphes au corps des
fonctions d’une courbe projective définie par une équation de la forme

C:y*+ hz)y = f(@),

ot h € K[X] est un polynome de degré au plus g, f € K[X] est un polynéme unitaire de degré
2g 4+ 1, et C est sans points singuliers dans K x K.

Soit GG un groupe cyclique d’ordre n engendré par g € G, i.e. :

G={¢"9,....9""}

et ¢" = ¢ = 1, le neutre de G. On suppose également que les opérations dans G se font
rapidement (comme une multiplication d’entiers). Une situation typique est de considérer le
groupe G = (Z/pZ)* des éléments inversibles modulo p ol p est un nombre premier.

Définition 4.2.4 (Probléme du logarithme discret dans G).
Soit G un groupe cyclique d’ordre n engendré par g. Le probléme du logarithme discret dans
G en base g est le probléme, étant donné y € G, de trouver [ € Z tel que g' = y. On note

I =log,(y),
Pentier [ est bien stir défini modulo n.

Le protocole de base utilisant le probléme du logarithme discret est I’échange de clé de Diffie-
Hellman. Il est & la base de nombreux cryptosystémes.

Les premiers groupes proposés pour usage cryptographique furent les groupes (Z/pZ)* ou p
est un grand nombre premier, puis les groupes de classes de corps quadratiques. Ensuite, Miller
et Koblitz montrérent que ’on pouvait aussi utiliser les courbes elliptiques définies sur un corps
fini. Plus généralement, pour toute courbe C définie sur un corps fini, on peut construire un
groupe abélien fini (la Jacobienne de C), avec lequel il est possible de construire des protocoles
cryptographiques.

Pour implémenter un Cryptosystéme a base du probléme du logarithme discret utilisant des
courbes hyperelliptiques, parmi les propriétés souhaitables pour la courbe sélectionnée et son
corps (fini) de définition (ou une extension) on a :

1. L’arithmétique dans le corps fini sous-jacent K doit étre efficace pour I'implémentation ;
un corps fini de caractéristique 2 semble étre le choix le plus attractif.

2. L’ordre de la jacobienne Jack(C) de C, noté #Jack(C), doit étre divisible par un grand
nombre premier. Compte tenu de I’état actuel de la technologie informatique, une exigence
de sécurité est que #Jack(C) soit divisible par un nombre premier r d’au moins 45 chiffres.
En plus, pour éviter 'attaque de réduction de Frey et Riick qui réduit le probléme du
logarithme en Jack(C) au probléme du logarithme dans une extension du corps K =F,, r

ne doit pas diviser ¢¥ — 1 pour tous k pour lesquels le probléme du logarithme discret dans
IFx est faisable (1 <k <2000/ (log, ¢) suffit).

Une technique pour sélectionner une courbe hyperelliptique et calculer #Jack(C) est décrite
ci-dessous. Soit Jack(C) la jacobienne de la courbe hyperelliptique C définie sur K = F,, et
donnée par 'équation v? + h(u)v = f(u). Supposons que F,» désigne Pextension de degré n de
F,, et que N, désigne 'ordre du groupe abélien (fini) Jacg . (C). Notons M, le nombre de points
Fn-rationnels sur C. On associe a C sa fonction zéta

2(t) = exp (Z Mi> ,

r>1

o M, = #C(F,). On a les faits suivants :
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(1) Z(t) € Z(t), et (d’apres 3. du théoréme sur les conjectures de Weil)

L(t)
(1=t)(1—qt)’

Z(t) = (5.1)

avec
L) =1+arit +...+agt? + qag 1t + ¢Pag_ot9™ + -+ 7 tayt* 7 + g9, (5.2)

(17) L(t) se factorise en

g

L(t) = [](1 - ait) (1 — @), (5.3)

i=1
ou chaque «; est un nombre complexe de valeur absolue /g, et @; désigne le complexe
conjugué de «;.

(4ii) N, = #Jacy,, (C) satisfait

g
No=1) =[] 11 - i (5.0
i=1
ou | - | désigne le module d’un nombre complexe.
Pour calculer N, il suffit donc de (i) pour déterminer les coeflicients a4, as, ..., a, de L(t),

déterminant ainsi L(t); d’aprés (ii) la forme factorisée de L(t) permet de déterminer les «;;
enfin, (7i7) nous permet de calculer NV, via I’équation (5.4). Maintenant, I’équation (5.1) donne

L(t) = (1 —t)(1 — qt) Z(t).

Appliquons la fonction In de chaque coté de 1’égalité puis dérivons le résultat en ¢, on obtient

L'(t) )
L(t) = Z(MT—H —1- qr+ )tr
r>0
En égalisant les coefficients de t°, ¢!, ..., t97! des deux cotés, nous voyons que les g premiéres
valeurs M, My, M, ..., M, suffisent pour déterminer les coefficients a;, as, ..., a4, et par

conséquent N,,.
La procédure suivante résume la technique de calcul de N,, pour g = 2.
1. Par une recherche exhaustive, on calcule M; et Ms.
2. Les coefficients de Z(t) sont donnés par a; = My —1—gqet ay= (My—1—¢*+a?)/2.
3. On résout I'équation quadratique X2 + a; X + (az — 2q) = 0, pour obtenir deux solutions
M et Y.

4. On résout X? — v, X + ¢ = 0 pour obtenir une solution a; et résout X2 — %X +¢q =0
pour obtenir une solution as.

5. Alors N, = |1 — al|? - |1 — a}]?.

Les bornes suivantes de l'ordre N,, de la jacobienne sont une conséquence immeédiate de (ii7)

vu précédemment :
(qn/2 . 1)29 < Nn < (qn/Z + 1)29.

Par conséquent, N, ~ ¢"9.
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Exemple 4.2.2 (Sélection d’'une courbe hyperelliptique). Considérons la courbe hyperelliptique
C suivante de genre 2 définie sur [y :

C:y +y=2a°+2°+

Par une recherche exhaustive, on trouve M} = 3 et M; = 9; d'ot a; = 0 et ay = 2. Les
solutions de X2 —2 =0 sont 11 = v/2 et 7, = —v/2. La résolution de X? —+/2X +2 = 0 donne
a1 = (V2 +iv/6)/2; la résolution de X? + /2X + 2 = 0 donne ay = (—v/2 +iv/6)/2. Donc

220 L on 4 1, sin = 1,5 (mod6),
. . (2" + 272 1) sin = 2,4 (mod6),
Ny =[1—af]* |1 - o] = 2 —
(2" —1)% sin = 3 (mod6),
(22 —1)4 sin = 0 (mod6).

Pour n = 101,
Ny = 6427752177035961102167848369367185711289268433934164747616257,
et sa factorisation en éléments premiers est
Nip1 = 7-607 - 1512768222413735255864403005264105839324374778520631853993.

Par conséquent, Nig; est divisible par un nombre premier de 58 chiffres r. Cependant, puisque
r divise (2!191)3 — 1, lattaque de Frey-Riick nous dit que C n’offre pas plus de sécurité qu'un
systéme a logarithme discret dans Fos0s. La courbe C n’est donc pas adaptée aux applications
cryptographiques.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté les conjectures de Weil pour les courbes algébriques
et les variétés abéliennes qui s’en déduisent, la fonction zéta jouant un role central. Cela nous a
permis de passer en revue plusieurs notions et objets issus de la théorie des corps, de la théorie
de Galois et de la géométrie algébrique. Nous avons rappelé ces notions en détaillant quelques
illustrations. Nous avons aussi présenté les objets et leurs propriétés. Nous avons également
montré comment on peut utiliser les conjectures de Weil pour déterminer le nombre de points
rationnels sur une courbe algébrique et sur sa variété jacobienne. En guise d’application, nous
avons décrit I'impact que cela a dans le choix d'une courbe hyperelliptique pour la construction
de cryptosystémes sécurisés. Au cours de ce travail, nous avons bien compris la structure de
variété abélienne que l'on a sur la variété jacobienne d’une courbe projective. Un probléme
intéressant serait de chercher a, étant donnée une courbe projective C définie sur un corps fini
¢, déterminer le groupe de points rationnels dans les sous-groupes de torsion de la jacobienne
Je de C. C’est une question qui avait déja été abordée par Jean-Marc Couveignes dans un article
publié en 2008, pour la ¢*-torsion de Je ot £ est un nombre premier différent de p et s un entier
naturel arbitraire. Cet article de Couveignes sera un des points de départ pour la suite de nos
travaux.
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