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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés essentiellement & un modéle de
durée de survie : le modéle Gamma & deux paramétres 5 et .

Nous abordons quelques outils nécessaires a 1’étude de ’analyse de survie
tels que la fonction densité, la fonction de répartition, la fonction de survie,
les fonctions de hasard et de hasard cumulé ainsi que les différents types de
données censurées.

Nous nous baserons sur ’estimation paramétrique pour pouvoir estimer les
paramétres J et A dans le cas des données censurées et non censurées pour
les durées de survie.

Nous verrons aussi la fonction de la log-vraisemblance dans les deux cas.
Nous procéderons a ’estimation paramétrique de 5 et A par deux approches :
la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments et
nous donnerons aussi leurs intervalles de confiance.

Enfin nous vérifierons, grace a des simulations avec le logiciel R , I'efficacité
de ces deux méthodes et les propriétés d’estimateurs.
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Introduction générale

Le terme durée de survie est employé de maniére générale pour désigner le
temps qui s’écoule jusqu’a l'arrivée d’un événement particulier. Autrement
dit, il représente le temps écoulé entre le début d’une observation et ’arrivée
d’un événement qui n’est pas forcément la mort, mais peut étre la guéri-
son, ’apparition d’une maladie ou de complications. Dans 'industrie, il peut
s’agir d’un bris d’'une machine. En économie, on étudie la durée passée au
chomage, dans un emploi ou entre deux emplois (c¢’est-a-dire le temps écoulé
pour qu’une personne trouve un travail). Ce temps est connu sous le nom de
temps de survie.

[analyse des données (durées) de survie est I’étude du délai de la survenue
de cet événement (voir [18]).

Ainsi les variables aléatoires de durées de vie trouvent des applications dans
pratiquement tous les domaines statistiques, la médecine, ’économie, la fia-
bilité, ’assurance. . .

[’analyse des données de survie posséde deux particularités intrinséques :
d’une part , celle-ci concerne les variables de durées positives et d’autre part,
la présence de données censurées. La variable représentative est notée 7.
Les données de survie sont souvent modélisées par des lois exponentielles ou
des lois dérivées de la loi exponentielle telles que la loi Gamma, la loi de
Weibull. . .

Nous nous intéressons particuliérement au cas du modéle Gamma bidimen-
sionnel dans ’estimation paramétrique des variables de durée.

Ce travail est organisé comme suit, :

Nous commencons d’abord par rappeler dans le premier chapitre quelques
notions de probabilités et de statistiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présenterons les fonctions de distribution de
la durée de survie et leurs relations.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons deux méthodes d’estimation pa-
ramétrique appliquées a la loi Gamma bidimensionnelle.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons les résultats numériques suivi
de discussion.



Chapitre 1

Rappels d’outils probabilistes et
statistiques

Nous allons commencer par énoncer quelques notions de probabilités et de
statistiques utiles pour la suite du travail.

1.1 Outils probabilistes

La théorie des probabilités est I’étude mathématique des phénoménes carac-
térisés par le hasard et I'incertitude. Le calcul des probabilités a commencé
avec Blaise Pascal, Pierre Fermat, Christian Huygens et Jacques Bernoulli
par l'analyse des jeux dits de hasard.

Nous allons présenter ici quelque définitions utiles pour notre travail.

Définition 1.

Une famille € de parties d’un ensemble Q0 (appelé univers ou ensemble fon-
damental) est appelé tribu ou o- algébre si elle vérifie les propriétés sui-
vantes :

> QeE;

> Si (An)n, est une suite (éventuellement finie) d’éléments de &, alors
UnENAn S ;
> Si A est un élément de &, alors A € E.

Le couple (€2;E) est un espace probabilisable et les éléments de £ sont
appelés événements.



Exemple 1. On se donne un ensemble E non vide. Les trois familles de
sous-ensembles de E suivantes sont des tribus de E :

o M = P(E), la famille de tous les sous-ensembles de E est appelée
tribu triviale.

e M ={0,E} est la tribu grossiére, c’est la plus petite tribu sur E.

e Sion fize A un sous-ensemble de E alors M = {0, E, A, A} est la tribu
engendrée par A.

Définition 2.
On appelle tribu borélienne sur R, notée B(R), la plus petite tribu, au sens
de l'inclusion, contenant tous les intervalles de R.

On peut donc donner maintenant la définition d’un espace probabilisé :

Définition 3.
On appelle probabilité sur (Q2;E) (ou mesure de probabilité) une application
P de & dans [0,1] telle que :

> P(0) =0 et P(Q) = 1.

» Pour toute suite (A,)nso0 d’événements, deuz a deuz incompatibles, :
+o0
P(UIRA,) = Z P(A,) appelée la o-additivité.
n=0

On appelle espace probabilisé, le triplet (2, E,P).

Définition 4.

Soient Uespace probabilisé (Q,E,P) et un événement B tel que P(B) > 0.
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B définie sur la tribu
conditionnelle : £|B ={ANB,A € £} le rapport

P(AN B)

PIAIB) = 55

La formule de définition de la probabilité conditionnelle peut aussi s’écrire,
si P(A) > 0 par : P(AN B) = P(B)P(A/B) = P(A)P(B/A). Cette formule
s’appelle parfois formule des probabilités composées.

Définition 5.
Soit (2, E,P) un espace probabilisé. Toute application X : Q — R, (€, B(R))-
mesurable est appelée variable aléatoire réelle.

Suivant la nature de X (€2), ensemble des valeurs prises par X, on peut
distinguer deux types de variables aléatoires :
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» Variable aléatoire discréte : X (€2) est ensemble fini ou dénombrable.

» Variable aléatoire continue : c’est une variable qui peut prendre, du
moins théoriquement, toute valeur de R ou d’un intervalle de R.

Pour une variable aléatoire réelle, la fonction de répartition est définie par :
F(z)=P(X <x),z € R.

Cette fonction de répartition vérifie certaines propriétés :
» 0 < F(x) <1

> xl_i}r}loo F(xz)=0et ml_l)inoo F(x)=1

» ['(x) est croissante et continue a droite

» Pour tout z € R, P(X =z) = F(z) — F(z7)

» L’ensemble des points de discontinuité de F' est au plus dénombrable
» Si I’ensemble des points de discontinuité est vide, la variable aléatoire

est continue. Autrement dit sa fonction de répartition est continue.
» Poura <b:Pla< X <b)=F(b) — F(a).

Définition 6 (Loi absolument continue).
La valeur moyenne de la probabilité d’un intervalle de longueur h > 0 est :
F(x+h) — F(x)

Y i

1

Si on fait tendre cette longueur vers 0, la limite, si elle existe, représentera
la probabilité d’un intervalle de longueur infiniment petite Ax.
Ce sera le cas si F' admet une dérivée f :

lim %[F(m +h) = F(2)] = F'(x) = f(x).

h—0

Moment et variance d’une variable aléatoire

» Cas discret :
Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans {z;,i € I}, I dénom-
brable. On dira que X admet une espérance mathématique si la série
Y ier |7 P(X = x;) est convergente.
Dans ce cas on appelle espérance mathématique de X le nombre
réel noté F(X) défini par :

E(X) =) xP(X =u).

iel
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On appelle moment d’ordre k£ de X, I'espérance mathématique de
X*(si elle existe) définie par

E(X*) = foP(X = 1;).

On appelle moment centré d’ordre k, k € N* de X, 'espérance ma-
thématique de (X — E(X))* si elle existe.

On appelle Variance de X et on note V(X) ot Var(X), le moment
centré d’ordre 2 de X si elle existe, définie par :

V(X) = E[X - E(X)]%.
Si X admet un moment d’ordre 2, alors

V(X)=E(X?) — [E(X))? (formule de Koenig-Huyghens).

» Cas de variable aléatoire a densité :
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur ’espace probabilisé
(Q, &, P) admettant une densité f.
On dit que X admet une espérance mathématique si 'intégrale généra-
lisée [, xf(x)dx est absolument convergente. Ainsi espérance mathé-
matique est définie par :

E(X) = /Rxf(x)dx
Comme dans le cas discret on a le moment centré d’ordre £k suivant :
E(X*) = /kaf(x)dx.
Ainsi la variance est donnée par cette formule :
V(X) = / v — BQOP f(2)de = B(X?) — [B(X)]”

Proposition 1. (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire positive. Alors,

E(X)

Va>0, P(X >a)<
a




Définition 7.
Nous appelons fonction gamma la fonction définie par :

+oo
['a) = / t* Lexp(—t)dt, Yo € RY (1.1)
0

La fonction gamma satisfait aux relations suivantes :
» Vne N, T'(n+1)=n!
» Va e R, T'(a+1) = al'(a)
» En particulier T'(3) = /7

Elle est une généralisation directe de la notion de factorielle pour des nombres
réels non entiers. On appelle fonction gamma tronquée ( ou incompléte) la
fonction définie par :

~v(a,z) = ﬁ /OI u*texp (—u)du

et on note
1

() /x+oo u* ' exp (—u)du.

1.2 Outils statistiques

I(a,z) =

Le terme statistique est apparu récemment, vers le milieu du XV 1I¢ siécle;
il vient du latin “statisticus” , relatif a 1’état (“status”). Il s’agit d’'un moyen
scientifique d’analyse et de compréhension du phénomeéne étudié, s’appli-
quant trés largement a 1’économie et a toutes les sciences sociales et de la
nature.

Dans cette section, nous allons donner la définition de quelques termes du
vocabulaire utilisé.

Définition 8.

On appelle échantillon de taille n d’une loi de probabilité P, une suite
(X1, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de probabi-
lité P.

Soient Xy, ..., X,, n variables aléatoires de méme loi que X.
Le moment empirique d’ordre k, k& € N* de 'échantillon notée . (X) est
définie par :

1 n
X)=-) Xk
1 (X) n;:l i



p1(X), notée X, est la moyenne empirique.
La variance empirique de I’échantillon notée S? est définie par :

i=1

La variance empirique corrigée de I'échantillon S’ est définie par :

52 = 3 (X - X, = " s

Définition 9.
La fonction quantile d’ordre w liée a la fonction de répartition F est la fonc-
tion inverse généralisée (ou pseudo-inverse) de F notée F~' définie par :

qw:%glg{t:F(t)>w},0<w<1.

St F' est continue et strictement croissante alors :
qu = F_l(w)'

La médiane d’une variable aléatoire X est le quantile d’ordre % Elle est
notée Me(X) et définie par :

M@(X) = {qo5-
La vraisemblance (likelihood en anglais) de ’échantillon (X7, ..., X,,) est
la loi de probabilité de ce n-uplet, notée L(z1, ..., x,;0) et définie par :

n

=1

si X est une variable aléatoire discréte, et par :
n
L(zy,...,x,;0) = Hf(xi;é)
i=1

si X est une variable aléatoire continue de densité f(x;;0).
Sous certaines conditions, la quantité d’information de Fisher sur 6 four-
nie par I’échantillon est le réel positif noté I,,(0), défini par :

2
Jn(e):m,“w)}



On appelle score de 1’échantillon, noté par S,(0), la dérivée de la log-
vraisemblance définie par :

1 9
= ZL(X1, o, X0 0).
Sn(?) L(X1, ..., X,; 0) 00 (X1, s Xni )

En posant ¢(x,0) = In L(x,0), on a :

)
Su(0) = 550X, o X3 6).

Propriétés de I'information de Fisher (cf [14] pour les preuves)

» Sile domaine de définition de f(x,0) est indépendant de 6 alors on a :

82

» Si le domaine de définition de f(z,0) est indépendant de 6, chaque
observation apporte la méme information,

1,(0) = nI,(6).

Ainsi pour le cas p-dimensionnel (c’est-a-dire § = (64, ...,6,)), le score est un
vecteur défini par :

0 o)
Sn(e) = (%Z(Xl,,Xn,Ql), ,%Z(Xh,XN,@p)) .

Il est centré et sa matrice de variance covariance qu’on appelle matrice
d’information de Fisher est définie par

I.(0) = (I}';)1<ij<p-
Cette matrice est définie positive et de terme générale :

0 0
I = X1, Xp30), o, = U(X, ..., Xy .
i,j cov (aezl( 1yeees nve)a aaejl( SRR me))

Définition 10.
Soit X une variable aléatoire de loi dépendant d’un parameétre 0 et X4, ..., X,
un n- échantillon extrait de X. On appelle estimateur de 6 toute statistique
T, fonction de (Xi,...,X,), c’est-a-dire T,, = o(Xq,..., X,). Sa valeur est
notée par : N

0 ="T,(x1,..., 7).
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Le biais d’un estimateur est ’écart entre sa moyenne et la vraie valeur du
paramétre. Il est noté souvent par b(7,,0) ou par b,(0).

b(T,,0) = E(T,) — 6.

Un estimateur T,, de € est dit sans biais si pour tout # € © (espace des
paramétres) et tout entier n :

b(T,, 0) = 0.

Un estimateur 7,, de 0 est dit asymptotiquement sans biais si pour tout
0 :

lim b(7,,0) =0 < lim E(T,) = 0.

n—oo n—oo

Définition 11.
Un estimateur T, de 0 est consistant (ou convergent) si :

Ve >0, lim P(|7, — 0| >¢) =0.
n——+00

Tout estimateur sans biais ou asymptotiquement sans biais dont la variance
tend vers 0 est convergent en moyenne quadratique donc consistant.

Un estimateur 7,,, de 6 dont I’espérance mathématique tend vers 6 et dont
la variance tend vers 0 lorsque n — +00, est un estimateur consistant :

E(T,) =0 et V(T,) =0 quand n — +00

La moyenne empirique X, est un estimateur sans biais et convergent de
I'espérance de X. En effet pour le cas de la loi gamma a deux paramétres
et h,on a:

E(X,) =E (% zn:X> = %iE(Xi)

Donc X, est un estimateur sans biais de E(X).
La variance de X,, est :



Var(X,) — 0 quand n — +oo. Par conséquent : la moyenne empirique X,
est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique de E(X).
De la méme maniére on montre que la variance empirique n’est pas un esti-
mateur sans biais de la variance de X.

En effet on a :

B(S?) = E <% S - )‘(n)2> _E (% Sox - Xg)

_ %Z E(X?) — B(X?) = B(X?) — B(X?)

=Var(X)+ (BE(X))? = Var(X,) — E((X,))?
n—1

= Var(X).

Ainsi la variance empirique n’est pas un estimateur sans biais mais il est
asymptotiquement sans biais. Il est aussi un estimateur convergent.
S2 permet de déterminer un estimateur sans biais de la variance en posant

57/12 nnl 5«72Z
En effet on a :

E(SIQ)

7= " B(S)
S xn_1Va7‘(X):VaT(X)

n—1 n

L’erreur quadratique moyenne notée par (EQM) d’un estimateur 0, de
0 est la quantité :

EQM(T,) = E [(T,, — 6)*] .
On Pappelle aussi risque quadratique. Ainsi on distingue deux cas :

» Cas d’un estimateur sans biais
EQM(T,) = EQM () = E(6 — 0)> = E(6> — 2(66) + 6?)
E(6%) — 2E(60) + E(6”)
E(0%) — 20E(0) + E(0%) = E(6%) — 0*
= Var(h)

» Cas d'un estimateur quelconque ) R
Rappelons d’abord que le biais (b(0,0)= E(0) — 0) et E() sont des
constantes , ce qui permet d’utiliser la linéarité de I'espérance :

E(eiX + ) =cBE(X)+c

10



EQM(8) = E :(é - 9)2] —E {(0 — B(0) + E(d) - 0) 1

Remarque. Si TT(LU et Téz) sont deux estimateurs de 6, on dit que Tél) est
meilleur que T3\ si EQM(TT(LU) < EQM(T#Q)).

Conséquence 1.
Si deuz estimateurs sont sans biais le meilleur est celui qui est de variance
minimale.

Si 6, est un estimateur sans biais de 6, 0, est dit efficace si Var(d,) = +(0)

Remgrque. Si 9n est un estimayeur biaisé de 0 alors 9n est dit efficace si
Var(6,) = £9(0), ou ¢'(6) = E(6,).

I’!L

L’efficacité relative de deux estimateurs, én et 0, est donnée par :

eff(0,.0,) = %ﬁgn;

Définition 12.

Soit (X1, ..., Xn) un échantillon extrait d’une variable aléatoire dont la loi
dépend d’un parameétre 6 inconnu et o €)0, 1] fizé.

On appelle intervalle de confiance de paramétre 0, de niveau de confiance

1 — «, tout intervalle de la forme [a,,by,], avec a,, b, deux statistiques dépen-
dant de (X1, ..., X,) tel que :

Pla, <0<b,)=1—a.

11



Chapitre 2

Les distributions de la durée de
survie (variables de durée)

2.1 Notion de censure

Pour analyser les données de survie, on est souvent confronté a des données
incomplétes a cause de deux phénomeénes différents : la censure (voir [4], [8],
[10], [12], [20]) et la troncature. Dans ce mémoire, on étudiera seulement le
phénoméne de la censure.

Les données censurées sont des observations pour lesquelles la valeur exacte
n’est pas toujours connue. Il existe trois types de censure que ’on nomme :
censure a droite, censure & gauche et censure par intervalle.

Formellement, soit X; le temps de survie pour l'individu 7, C; son temps de
censure et T; la durée réelle observée.

1) Censure a droite :
La durée de vie est censurée a droite si I'individu n’a pas subi I’événe-
ment & sa derniére observation. C’est-a-dire si X; > ;. La censure &
droite est de trois types :

a) Censure a droite de type I (Censure non aléatoire)
Dans ce cas, les variables X; avec © = 1,...,n, ne sont pas toutes
observées. On observe que les X; qui sont inférieures ou égales a
une durée de censure fixée C' avec C; = C, sinon on sait unique-
ment que X; > C.
On utilise la notation suivante : T; = X; A C' = min(X;, C).
Par exemple, on peut tester la durée de vie de n objets identiques
(ampoules par exemple) sur un intervalle d’observation fixé [0, u].
En biologie, on peut tester I'efficacité d’une molécule sur un lot de
souris (les souris vivantes au bout d’un temps u sont sacrifiées).
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2)

b) Censure & droite de type II
Elle est présente quand on décide d’observer les durées de survie
des n patients jusqu’a ce que k d’entre eux soient décédés et d’ar-
réter I'étude a ce moment la. Soient X;) et T(;) les statistiques
d’ordre des variables X; et T;. La date de censure est donc X et
on observe les variables suivantes

¢) Censure a droite de type IIT (Censure aléatoire)
Supposons que les C; sont indépendantes et identiquement distri-
buées (i.i.d.). Dans ce cas, on observe que les variables T; = X;AC;.
En présence de censure a droite de type III, I'information dispo-
nible pour chaque individu est {7}, d;} avec

L1 siox<G
‘1 0 Sinon

Elle est la plus courante.

La censure aléatoire nous donne les informations qui peuvent étre

résumées comme suit :

x perte de vue;

x arrét de 'expérience a cause de faits indésirables inattendus;

x fin d’étude.
Censure a gauche :
La durée de vie est censurée a gauche si la valeur exacte n’est pas
connue avant C;. Autrement dit, la durée de vie est censurée a gauche
si I'individu a subi I’événement avant qu’il soit observé. En présence de

E = Xz V Cz = HlaX(Xi, Cl)

censure & gauche on a : g — { 1 si X, >C;
Censure par intervalle : On parle de censure par intervalle si I’évé-
nement n’est pas observé, mais il survient entre deux dates d’observa-
tion. La seule information disponible est qu’il a eu lieu entre deux dates
connues.
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Légende

BT m
Evenement d'intérét
I # Evénement d’intérét
non réalisé

Non censuré
s Période connue

Temps (Durée de suivi)

FIGURE 2.1 — Exemple de censure (& droite et a gauche)

2.2 Distribution de la durée de survie

Soit un espace probabilisé (€2, £, P), on définit une variable aléatoire de durée
T continue, a valeurs réelles positives.

Il existe plusieurs fonctions qui caractérisent la loi de probabilité de la variable
durée de survie T' (cf.[6], [10], [12]). On peut en citer quelques-unes :

2.2.1 Fonction de répartition

Soit T" une variable de durée de survie positive, absolument continue .
La fonction de répartition est donnée par :

Fr(t) =P(T <t),t e R, (2.1)

Elle définit la probabilité que cette durée soit inférieure & une valeur donnée
tetl'on a:

t——+o00

F est a valeurs dans [0, 1], ce qui est évident car c’est la probabilité d’un
événement (7' < t).

La fonction de répartition est croissante.

En effet, soient ¢t et t¢; tel que t < t;, montrons que Fr(t) < Fr(t;). On a

]0, t] U]t, tl] :]O, tl]
770, 0a]) =T~ (0, 8) U T (Jt, 1a])

cest-a-dire (T'<t;) = (T <t)U(T <T <ty).
D’ou Fr(ty) = F(t) + (t <T< tl) > Fr (t ). Ainsi Fr(t) < Fr(ty).
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Exemple 2. Si T désigne la durée du chomage en mois, Frp(t) représente la
probabilité de rester au plus t mois au chomage a partir de la date d’inscrip-
tion.

Exemple 3. 5i T désigne la longueur d’un appel téléphonique en secondes,
Fr(t) représente la probabilité qu’un appel dure moins de t secondes.

2.2.2 Densité de probabilité

La densité de la durée de probabilité de T' est notée par f. Elle est définie
sur ]0, +00| telle que pour tout ¢t > 0

1
= li — < < . .
fr(t) Al}fr_rgo tIP’(t <T <t+At) (2.2)
Si la fonction de répartition Fr admet une dérivée au point ¢ alors,
dFp(t
fr(t) = CZ( ) >4 (2.3)

puisque f est la dérivée d’une fonction croissante.

fr(t)At s’interpréte comme la probabilité que ’événement survienne dans le
petit intervalle de temps [t,t + At] .

Ainsi, la densité est intégrable sur ]0, +00| et d’intégrale égale a un :

+o0

fr(tydt =1
0

ceci provient du fait que F(+o00) = 1.
La fonction densité est en rapport avec la fonction de répartition. On a :

En reprenant I'exemple 2, la quantité fr(¢)At représente la probabilité que
la durée du chémage soit comprise entre ¢ et ¢t + At, ¢’est-a-dire qu’elle soit
a peu preés égale a ¢t mois.

2.2.3 Fonction de survie
La fonction de survie est définie comme :

St (t) donne la probabilité que le temps de survie d’un d’individu dépasse t.
C’est-a-dire la probabilité que I'individu soit toujours vivant aprés t unités
de temps.

On a:
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e Sp(t) est positive et continue a droite, ¢’est-a-dire Sp(t*) = Sp(t), pour
tout ¢ > 0.

e Sr(t) est décroissante et satisfait les conditions aux limites :

sy {1 sit=0 lim () = 1
Y710 sit=4oo. t£+m Sr(t) =0

Ainsi toute la population est en vie en t = 0 et plus personne n’est en vie en
t = 400. En reprenant 'exemple 3, la quantité S (t) représente la probabilité
qu’un appel dure plus de t secondes.

Remarque.
Il est arbitraire de décider que P(T' > t) =P(T' > t)ou P(T <t) =P(T < t);
lorsque la loi de T' est continue.

NB : L’économétrie des durées utilise plus souvent la fonction de survie Sy (t)
au concept de la fonction de répartition.

2.2.4 Fonction de hasard ou fonction de risque

La fonction de hasard est aussi importante car :

e eclle mesure l'intensité instantanée ;

e clle peut étre utilisée pour identifier la forme spécifique d’un modéle
(exponentielle, weibull...).

C’est la base des mathématiciens pour la modélisation des données de survie.
La fonction de hasard, notée hp(t), est définie, pour tout ¢t de R par :

hr(t) = Alitrilo AitIP’(t <T<t+At|T >1t) (2.6)
g FUTECMAT0
e o
_ m Jim él@(t cT<t+AD) (2.9)
= gi((?) (2.10)

C’est la probabilité la probabilité conditionnelle que le phénoméne se termine
apres une durée t sachant que 'on a atteint cette durée. hy peut désigner
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par exemple le taux de sortie de chomage ou le taux de réemploi, le taux de
perte d’emploi ou encore le taux de guérison. ..
Les caractéristiques de la fonction de hasard sont les :

e clle est toujours non négative (positive ou nulle) ;

e clle ne posséde pas de limite supérieure.

Comme on a supposé que T est une variable aléatoire continue, le hasard
s’exprime en fonction de la survie :

;mwzggz—éw%&@ (2.11)
9
= 2 n(Se(0). (2.12)

Exemple 4. Si T est la durée d’un handicap, la quantité hp(t)At représente
la probabilité de guérison aprés t années.

2.2.5 Fonction de hasard cumulée

C’est l'intégrale de la fonction de hasard h sur Uintervalle [0, t], notée Hr(t).
Elle est définie par :

Hr(t) = /Ot hy(x)dx = (o) dr = /Ot dST(x)dx (2.13)

~ Jo Sr(x) Sr(z)
— —In(Sr(t)). (2.14)

Ainsi Hp(t) vaut 400 quand ¢t — 0.

Remarque. A partir de la fonction de hasard cumulée, on peut déduire la
fonction de survie grace a la relation suivante :

Hy(t) = —In(S7(t)) < S(t) = exp(—Hr(t)). (2.15)

Sr(t) = exp(—/o hr(x)dz). (2.16)

La fonction de hasard et la fonction de hasard cumulée font partie des cinqg
fonctions qui caractérisent la loi de probabilité de la variable “durée de vie”.
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2.2.6 Relations entre les définitions

Nous pouvons définir la distribution de probabilité de la variable aléatoire
de durée T a partir de sa fonction de répartition, sa densité, sa fonction de
survie, sa fonction de hasard ou sa fonction de hasard cumulée.

Par manipulation des définitions précédentes, on peut en déduire les relations
suivantes :

e Pour la fonction de répartition Fr(t), on a :

Fr(t) = P(T < 1) (2.17)
— 1 Sp(t) (2.18)
/ fr(t) (2.19)

— 1+ exp(H (1)) (2.20)
14 exp(/ot h(2)dz). (2.21)

e Pour la fonction de densité, on a :

fr(t) = dﬁst(t) (2.22)
— _dsgt(t). (2.23)
e Pour la fonction de survie, on a :
Sr(t) =1 — Fp(t) (2.24)
- / fr(w)da (2.25)
— exp(—Hr (1)) (2.26)

:exp(—/o hr(x)dz). (2.27)

e Pour la fonction de hasard, on a :

hr(t) = - f Tg)(t) (2.28)
)
= — In(S1() (2.29)
dHr(t)
- (2.30)



e Pour la fonction de hasard cumulée, on a :

Hy(t) = /0 () (2.31)
= —1In(Sp(t)). (2.32)

Ainsi nous pouvons calculer I’espérance, la variance, la médiane et le quantile
de la durée de survie (voir [10]) :

e Pour I'espérance ou le temps moyen de survie, on a :

5 - | et

Comme fr(t) = ng(t) on a:

o0 d
E(T):—/ ( ST(>>dt
0 dt
— — lim (dST )dt
uU—r+00
En faisant une intégration par parties de fo (
Yo rdSy(t
/t(ST())dt /ST
0 dt 0
—UST / ST
0

D’aprés 'inégalité de Markov on a :

> dt on obtient :

tSr(t) < B(T).

Donc le terme uSt(u) est borné. On en déduit que fo 'r(t)dt converge,
ce qui implique lim;_, o tS7(t) = 0.
() = E(T) = [ Sp(t)dt.

e Pour la variance de la durée de survie, on a :
V(T) = E(T®) — (E(T))*
En faisant la méme démarche que 'espérance, on obtient :

E(T? = 2/+Oo tSr(t)dt.
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Donc

2/+OO tSr(t)dt — (E(T))?

2/+OotST dt — </O+Ooth(t)dt>

e Pour le quantile, on a :

2

G = inf(t : Fp(t) > w)
=inf(t: Sp(t) <1

—w).

Si de plus Fr(t) est continue et strictement croissante, on a :

IN WV

G = Fr'(w)
=S (1 —w).

e Pour la médiane, on a :

On a: X
Mc(T) = q; = inf (t 1 Sp(t) < 5) :

Si de plus Frr(t) est continue et strictement croissante, on a :

Donc il s’en suit que la durée de vie médiane pour une variable aléatoire
continue T est la valeur ¢ 5 de sorte que

ST(Q()_5) =0.5.

Conclusion

En conclusion, la fonction de densité, la fonction de répartition, la fonction de
survie, la fonction de hasard et la fonction de hasard cumulée permettent de
caractériser la loi de T'. La fonction de hasard permet souvent d’interpréter
un modéle pour des données de survie.

On voit que l'espérance et la variance de la durée de survie peuvent étre
calculées a partir de ces cinq fonctions.
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Chapitre 3

Quelques modéles usuels de durée
de survie

Les distributions les plus couramment utilisées sont : la loi exponentielle, la
loi de Weibull, la loi gamma, la loi de Gompertz, la loi log-logistique, la loi
de Pareto (voir [2], [3], [6], [10], [20]).

3.1 Distribution exponentielle

C’est la la distribution la plus importante et la plus simple dans les études
de survie.

Définition 13.

Une variable aléatoire T' suit une loi exponentielle de parametre A > 0 si ¢’est
une vartable aléatoire positive presque sirement dont la densité est donnée
par :

Folt) = { Aexp(=At) si t>=0 (3.1)

0 sinon.

Si A = 1, la distribution est appelée exponentielle standard. Ainsi, on a les
distributions de la durée de vie T suivantes :

Fr(t) =1—exp(—At) (3.2)
St (t) = exp (—At) (3.3)
hr(t) = A (3.4)
Hr(t) = M. (3.5)

On en déduit que la loi exponentielle est caractérisée par une fonction de
hasard (taux de mortalité) constante A qui est strictement positive.

21



Remarque. Un appareil dont la durée de vie est exponentielle garde les
mémes propriétés probabilistes quel que soit son age : il ne vieillit pas.

Proposition 2.

Soit T est une variable aléatoire positive représentant une durée de vie. On
dit que T suit une loi exponentielle si et seulement si elle vérifie la propriété
de non-vieillissement

P(T >t+h|T >t)=P(T > h) (3.6)
pour tout t > 0 et h > 0.

Pour démontrer la proposition 2, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.

Soit St : Ry — R, une fonction multiplicative, décroissante et vérifiant
%in% Sr(t)=1 et tliin Sp(t) = 0. Alors il existe A > 0 tel que

— —+00

St(t) = exp(—=At) pour tout t > 0.

Preuve. Soit n un entier positif. On a: S(n) = S(1+...+1) = S(1)™ d’aprés
la propriété de multiplicativité.
Soit maintenant n un entier strictement positif, alors on a :

SA)=S5( L4 +L)y=5(L)"

Donc S ( + )= S(l)%. On en déduit que pour tout nombre rationnel positif
r==% peN etqe N, ona:S(r)=S5("2 ):S(l)g.

q
Soit t un réel positif quelconque. Il existe une suite croissante (r,),>0 €t
une suite décroissante (t,),>o de rationnels convergeant vers ¢ telles que
rn <t < t, pour tout n € N. On alors pour tout n, S(r,) < S(t) < S(t,).

Comme r, et t, sont rationnels, on déduit que
S(1)™ < S(t) < S(1). (%).

Finalement comme S est monotone, par passage a la limite dans (%) on a :
S(t) = S(1)" pour tout réel positif.
Comme lim S7(¢) =1 et lim Sr(t) =0,ona0< S(1) < 1.

t—0 t—+o00
On pose A = —log(S(1)) > 0 et on a le résultat que S(t) = exp(—At) pour
t>0. 0
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Preuve. (De la Proposition 2)
Supposons que T suit une loi exponentielle de paramétre A\. On a :

(T > g = HEZ LT 0) B> e
_ exp(—A(t+ h))
exp(—At)

=P(T > h).

= exp(—Ah)

Réciproquement, supposons que T vérifie la propriété de non vieillissement.
Posons Sp(t) = P(T > t) pour tout ¢t > 0. On sait que Sp(t) est décroissante
sur Ry et vérifie Pn(l) Sr(t) =1 et tli+m Sr(t) =0.0n a:

— —+00

P(T >t+h)N(T >1t) ()

P(T > t) '
Puisque h > 0,(T >t+h)C (T >t)= (T >t+h)N(T >1t)=T >t+h.
P(T'>t+h) Sr(t+h)

P(T >t+h/T >t) =

(¥) =P(T>t+hT>t) = TS0 S (7).
D’autre part, on a : P(T > h) = Sr(h) (17)
Sr(t+h)

N et (i _S(h
(i) et (i) = L = i)
d’aprés la supposition.

Donc on a : Sp(t + h) = Sr(t)Sr(h). On conclut a I'aide du lemme 1 que

St (t) = exp(—At). 0

Cependant, cette loi décrit un processus “sans mémoire” (ou de non-vieillissement
ou bien sans usure) d’aprés la proposition 2 car le temps d’attente jusqu’a
I'occurrence de I’événement d’intérét ne dépend pas du passé de l'individu.
Les quantités associées a cette distribution sont :

1) Espérance et variance

On a:
“+o0o
E(T") _/ t*Xexp (= At)dt, k € N*
0
Ik+1)
DU
Si k=1, on en déduit que E(T) = % et avec k=2, V(T) = /\%
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2) Le quantile et la médiane

Soit = €]0, 1].
In(1 —
r=Fpt) erx=1—exp(—\t) & t= —w.
D’ou F1(t) = —M. Ainsi le quantile d’ordre w vaut : g, = —hl(lT_“).
La médiane est donnée par : Me(T) = go5 = 52

On voit que la moyenne (I'espérance) est toujours supérieure a la médiane
avec cette distribution.

Les lois exponentielles sont des cas particuliers de deux types de lois classiques
plus généraux, couramment utilisées pour modéliser des durées de survie. Il
s’agit des lois gamma et les lois de Weibull.

3.2 Distribution de Weibull

C’est la loi la plus populaire et la plus couramment utilisée pour la modéli-
sation des données de fiabilité.

La loi de weibull est trés largement utilisée dans les domaines industriel (par
exemple la fiabilité) et biomédical (analyse des durées de vie).

Définition 14. Soit T' une wvariable aléatoire positive. Elle suit la loi de
Weibull de parameétres \ et a strictement positifs, si elle a pour densité de
support R définie par :

fr(t) = Mt exp (=A%), (3.7)

A est le paramétre d’échelle qui est sans dimension et « le parameétre de forme.
Le paramétre de forme est lié au vieillissement et le paramétre d’échelle a la
durée de vie médiane.

Ainsi, si @« = 1 on a la loi exponentielle de paramétre \.

Grace a l'expression (3.7), on obtient les distributions suivantes pour ¢t € R? :

Fr(t) =1 —exp (—At%) (3.8)
Sr(t) = exp (=A%) (3.9)
hr(t) = Aat® ™ (3.10)
Hr(t) = Xt*. (3.11)

D’aprés I'expression (3.10), on en déduit :
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» si a = 1, on retrouve une fonction de hasard constante (loi exponen-
tielle) ;

» si a > 1, une fonction de hasard est croissante ;

» si a < 1, une fonction de hasard est décroissante.
On peut ainsi déduire les trois étapes de la vie d'un composant (population) :

e pour o = 1, la vie est utile;
e pour « > 1, on a le vieillissement ;

e pour o < 1, on a le phénoméne de rajeunissement.

Les quantités associées a cette distribution sont :

1) Espérance et variance :
k
Ona:E(T"=(5)*T(£+1).

T

1
Ainsi pour k =1,on a: E(T) =

et avec k=2, on a :

s
Q- _I_

V@UZF(%+1);;%1+é)-

2) Le quantile et la médiane :

SOlt X G]O’ 1[ T = FT(t) ot = < _ln(l)\—m) )

Q=

1

Donc F7(t) = < ——ln({\_t) )a.
1

On a alors le quantile d’ordre w qui est égal a : ¢, = < —M )

Sa médiane est alors Me(T) = (82 )= .

L’autre famille classique des modéles pour des durées de survie est la famille
des lois Gamma.
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3.3 Loi Gamma & un parameétre

T suit une loi Gamma & un paramétre 8 > 0 si c¢’est une variable aléatoire
positive dont la densité de support R est donnée par :

tP~ 1 exp(—t)

05) (3.12)

fr(t) =

Cette loi est notée par G(3,1).
D’aprés (3.12), on en déduit les distribution de survie correspondantes :

1 t
Fr(t :—/ 2P Ltexp(—z) = ~(B,t 3.13
o) = 1755 | (~2) = (5.1 (3.13)
Sr(t) =1—~(8,1) (3.14)
tP=1exp(—t)
hr(t) = . 3.15
") = TE I —5.0) 319
Les quantités associées a cette distribution sont :
1) Espérance et variance :
On a:
I'(k+5)
B(TF) = ——>.
=)
Ainsi si k = 1, on a : E(T) = [ et avec k = 2, on a la variance :
V(T) = 5.

Pour cette distribution, I'espérance mathématique et la variance sont ainsi
égales.

2) Le quantile et la médiane :
Ainsi, pour calculer F~1, on utilise la relation entre la loi Gamma et
la loi normale. Car la loi Gamma est une généralisation de la loi de
khi-deux, qui elle méme est reliée & la loi normale.
Soient 17, ..., Ty, k variables aléatoires i.i.d de loi normale centrée ré-
duite alors on peut vérifier que Zf:o T? suit une loi de khi-deux a k
degrés de liberté, notée x*(k) ou x3.
Sa densité de support R* est donnée par :

! 21 ex —E
ftik) = 25T )t p( 2)'

26

SIS



: it . 1tk
Sa fonction de répartition est : F\2(t) = ) Joz2 texp (—%)dz.
En fajsant un changement de variable (poser u = ), on obtient

Fa1=7(53)

Par conséquent, Fz (2t) = y(a, ).

s —1y 11
On en déduit alors que in (t) = 2Fx§ﬁ (1).

Donc le quantile d’ordre w est donné par ¢, = %Fx_zl (w) ou Fx_21 est la
2 28

5
fonction quantile du y? a 23 degrés de liberté.

La médiane est : Me(T) = 1FX_Q1 (3).
2

=3
3.4 Loi Gamma & deux parameétres

Définition 15.
Une variable aléatoire T suit une loi Gamma de parametre B et \ strictement
positifs si c’est une variable aléatoire positive dont la densité de support R,
est donnée par :

folt) = NP1 exp(—\t)
' I(B)

ot [ est un paramétre de forme (shape) et X est un parameétre d’échelle (rate).

(3.16)

Cette loi, notée G(5,)\), généralise la loi exponentielle et la loi gamma a
un paramétre. En effet, on retrouve la densité de la loi exponentielle de
paramétre A\ en posant § = 1 et celle de la loi gamma a un paramétre pour
A= 1

Sa fonction de répartition est donnée par :

Fr(t) = ﬁ /O (1) exp(—u)du = (B, \). (3.17)

La fonction de survie est Sp(t) = 1 — (8, A\t). La fonction de hasard est

h (t) _ MtB—1 exp(—\t)
T T(B) (1=~ 1) *
Et la fonction de hasard cumulé est Hr(t) = —In Sr(t) = —In (1 — v(8, At)) .

On voit alors que la fonction de répartition, la fonction de survie, la fonc-
tion de hasard et celle de hasard cumulée s’expriment & I'aide de la fonction
gamma incompléte. Cette fonction est calculable numériquement.

Les quantités associées a cette distribution sont :
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1) Espérance et variance :

1 oo L'+ k)
E(TF) = / uF P exp(—u)du = ———~.
= r 0% = T
Pour k = 1, on a la moyenne de vie qui est égale a :
E(T) = § (3.18)

et avec k = 2, la variance de vie est égale a :

p

V(T) = 4

(3.19)
2) Le quantile et la médiane :
En se basant sur la loi Gamma & un paramétre, on a le quantile d’ordre
w suivant : q, = %FX’; (w) et la médiane qui est donnée par :
26

1,1

Me(T) = 5<F gl (5).

Remarque. D’aprés I'étude de ces lois, on voit en général que les fonctions
de hasard cumulé ont typiquement une “courbe en baignoire”.

Conclusion

D’aprés ces distributions, on voit que la loi exponentielle est la seule carac-
térisée par une fonction de hasard constante qui est son unique paramétre.
La loi de Weibull est trés utilisée car elle a d’une part une fonction de hasard
croissante et d’autre part une fonction de hasard décroissante.
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Chapitre 4

Estimation paramétrique

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer des parameétres, parmi les-
quelles on peut citer I’estimation paramétrique, I’estimation semi-paramétrique
et 'estimation non paramétrique. Notre travail porte sur l'estimation para-
métrique.

En ayant retenu une forme de distribution de durée de vie de base spécifiée
(ici la loi gamma & deux paramétres), nous cherchons & estimer les paramétres
associés a cette distribution par des méthodes classiques. Nous passons en
revue dans cette étude trois méthodes courantes d’estimation des paramétres
a savoir la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des moments
et la méthode par intervalle de confiance (voir [15], [16]).

La premiére est employée généralement pour ses propriétés asymptotiques
intéressantes, la seconde pour sa simplicité et la troisiéme contourne I'incon-
vénient majeur des deux autres & donner une estimation ponctuelle (¢’est-a-
dire qu’elle contourne le fait qu’on est presque stre de ne pas “tomber” sur
la valeur théorique que I’on cherche a estimer).

Dans ce qui suit nous travaillerons sur la loi gamma a deux paramétres qui
est trés souvent utilisée pour modéliser la distribution de durée de vie.

4.1 Méthode du maximum de vraisemblance
(EMV)

Quelques cas particuliers de 'TEMYV ont été connus depuis le XVIIIéme siécle,
mais sa définition générale et ’argumentation de son role fondamental en Sta-
tistique sont dues aux statisticiens Ronald Aylmer Fisher (en 1922). ’EMV
est une méthode d’estimation ponctuelle puisqu’elle cherche a trouver une
valeur estimée pour un paramétre # inconnu a partir d’'un ensemble donné.
Alinsi, nous distinguons deux cas : celui d’'une observation compléte et celui
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des données censurées (cf.[2], [6], [10], [20]).

4.1.1 EMYV dans le cas complet

On considére une variable aléatoire de durée T' dont la loi dépend du para-
métre ¢ qui est inconnu.

Définition 16.

Soit Ty, i = 1, ...,n un n-échantillon de réalisations extrait de T et tq,....t, les
temps de survie. Ses réalisations sont i.i.d. selon une loi de densité fr(t,0).
On appelle vraisemblance de [’échantillon application L qui représente
Uintensité d’occurrence de 'échantillon t = (tq,...,t,), définie par :

Lty . tn;0) = H fr(ti,0).
=1

Soit T; une variable aléatoire de durée indépendante et identiquement dis-
tribuée extrait de 7' avec une fonction de densité fr(¢;;6) et une fonction
de survie Sy(t;;0), pour i = 1,...,n et 8 = (64,...,0,). Soit E I’ensemble
des individus non censurés aux temps t;. Pour ces individus, la fonction de
vraisemblance est donnée par :

L(t;0) = HfT(ti;e)'
i€l
Définition 17. (EMV)
Soit T;,1 =1, ...,n un n-échantillon de T. On appelle EMV du paramétre 0,
noté é, un estimateur qui mazimise la vraisemblance L(tq, ..., t,;0). Elle est
définie par :

A~

L(ty,...,tn;0) = arg max L(ty,...,t,;0).
On suppose que ce maximum est unique.

Remarque. Cette unicité est due a la notion d’exhaustivité. L'EMV peut
ne pas exister en général (cf.|16]).

On trouve ce maximum par les conditions du premier ordre et comme il
est plus facile de dériver une somme qu’un produit, on utilise en général le
logarithme de la vraisemblance (dit log-vraisemblance) plutot que la vrai-
semblance. Elle est définie par :

In L(tl, ,tn,ﬁ) =In <H fT(ti; 9)) = Zln fT(tue)
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Si L(t1,...,tn;0) est la vraisemblance du paramétre 6, alors I'estimateur du
maximum de vraisemblance vérifie :

DALty .oy t;6) = 0
{

g; In L(ty, ..., tn;0) <0

On note souvent In L(ty, ..., t,;0) par £(t1,...,t,;0).

Des fois toutes les données de durées de vie peuvent ne pas étre complétes,
dans ce cas on parle de données censurées (c’est-a-dire données incomplétes).
Nous allons donc définir cette méthode d’estimation dans le cas des données
censureées.

4.1.2 EMYV en présence d’une censure

Soit un n-échantillon d’individus dont m individus sont censurés. Soit 11, ..., T,
des variables aléatoires de durée i.i.d extrait de T' avec respectivement une
fonction de densité fr(t;;0) et une fonction de survie Sp(t;;6), i =1,...,n et
0= (04,...,60,).

Avant de s’intéresser au cas de la censure & droite, nous introduisons tout
d’abord la vraisemblance dans le cas de la censure a gauche puis celle de la
censure par intervalle.

Fonction de vraisemblance pour une censure a gauche

Pour une observation censurée a gauche, ot 'on sait seulement que ’événe-
ment a eu lieu avant la durée ¢;, la vraisemblance est associée a la probabilité

correspondante

On a alors la fonction de vraisemblance :

L(ty, ..., t; 0) = [ [ Fr(t:;0)
i€G

ou G représente I'ensemble des individus censurés a gauche aux temps t;.

Fonction de vraisemblance pour une censure par intervalle

Pour un individu censurée sur un intervalle, pour lequel on sait seulement
que l'événement s’est réalisé entre deux temps ¢;, et t;,, avec t;, < t;,, la
vraisemblance associée sera :

P(til <T < tiQ = FT(ti2) — FT(til) = ST(til) — ST(tZ'Q).
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Donc
L(tl, ceey tn; 9) = H (ST(tzl) — ST(ti2)) y
iel
ou I représente I'ensemble des individus censurés par intervalle aux temps
til et ti2~

Fonction de vraisemblance pour une censure a droite

Nous allons maintenant présenter I’écriture de la vraisemblance pour le cas de
la censure a droite. Les observations correspondantes a une censure a droite
sont celles pour lesquelles la durée d’événement est supérieure a la durée de
censure. Leur vraisemblance est donc simplement la probabilité associée, soit,
pour une durée T; censurée a droite, P(T > t;) = Sr(t;). La vraisemblance
est donnée par :

L(t1, ... tp;0) = H St(ti; 0),

ieD

ou D représente I’ensemble des individus censurés a droites aux temps ;.
En combinant les trois cas précédent d’une censure et le cas non censuré, on
en déduit la fonction de vraisemblance suivante :

L(ty, .., t; 0) = HfT(ti; 0) H Sr(ti;0) H Fr(t;0) H(ST(til) — St(ts,)).
i€k ieD ied iel
Nous allons a présent évoquer les trois types de la censure & droite comme
mentionnés dans la section 2.1.

a) Cas de la censure aléatoire et non aléatoire
Soit d; une fonction indicatrice d’observation compléte de la variable
de durée T;, avec T; une durée de vie supposée indépendante et identi-
quement distribuée. Ainsi, les données impliquant une censure a droite
peuvent étre représentées par un couple de variable (7}, d;), ot

L1 s X <G
t 0 st Xz>Cz

ol X; est la vraie durée passée dans 1’état étudié par l'individu i (c’est-
a-dire si la durée est observée T; = X;) et C; la durée maximale obser-
vable pour U'individu ¢ du fait de la censure (si la durée est censurée
T; = C;). On observe donc une durée

Soit f(t;,0), la densité des t; et S(t;,0), la fonction de survie associée.
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Proposition 3.

Supposons que le délai de la censure C; de l'individu i est une variable
aléatoire indépendante de la durée de vie X;, pour © = 1,...n. La
vraisemblance s’écrit alors :

n

L((t1,dy), ..., (tn,dyn); 0) = H<f(t“ 6)>di(S<ti, 9))1*612'_

i=1
Preuve.
On rappelle que :

> La durée de vie exacte sera connue si et seulement si T} est infé-
rieure ou égale C;.

> La durée de vie est supérieure & C;, I'individu est survivant et son
temps d’événement est censuré C;.

Pour d; = 0, on voit que :

également pour d; = 1,

P(T; = X;,di = 1) =P(T; = X;|d; = 1)P(d; = 1)
=P(X;, =T|X; < C)P(X; <))
PX; =T, X; £C)

- < O
P(X, < C,) P(X; <))

~ (12505 ) 0= sico = st

On peut combiner les deux expressions en une seule

P((t1,d1), ..., (tn, dn)) = (f(t1, oy ta)) B (S (1, ooy )%
Ainsi, pour un couple variables aléatoires (¢;,d;),i = 1, ..., n, la fonction
de vraisemblance est donnée par :

n n

L((t1,dv), -, (tn d);6) = [T PI(ti, di)] = TT(f (2, 0)" (S(2,6))' .

1=1 =1

O
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En connaissant la vraisemblance, on peut en déduire la log-vraisemblance
d’une observation. Elle est définie par :

In L((ty,dy), ..., (tn, dy); 0) = lnH(f(ti, 0))% (S (t;,60))

_Zd In f(t;,0) +Z (1—di)InS(t;,0).

Mais on peut également écrire cette définition en utilisant :
f(t:,0)

S(t;,0)

< In f(t;,0) =Inh(t;,0) + InS(t;,0),

h(t;,0) =

de sorte que

0((t1,dy), ..., (tn, dy) Zd In h(t;, ) —I—ZlnS t:,0),

avec U((t1,dy), ..., (tn,dy); 0) = In L((t1,dy), ..., (tn, dn); 0).
D’autre part aussi, on a :

Alors, on peut écrire la log-vraisemblance en fonction du fonction de
hasard cumulée :

U((tr,dy), ..., (tn, dy) Zd Inh(t;,0) = > H(t;,0).
=1

Ainsi, la log-vraisemblance pour les données censurées peut étre déter-
minée de trois maniéres équivalentes :

0((t1,dy), ..., (tn, dy) Zdlnftz,ﬁ +Z1— )In S(t;, 6)
(4.1)

= "dilnh(t;,0) + Y I S(t;,0) (4.2)
=1 i=1

= Zn:di In h(t;, 0) — Xn:H(ti,H). (4.3)
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On choisit entre (4.1), (4.2), (4.3) Pexpression la plus pratique selon la
distribution.

Par analogie au cas complet, on définit de la méme maniére I’estima-
teur du maximum de vraisemblance.

b) Cas de la censure de type II
Pour ce type de censure, nous avons (cf.[10]) :

m

n!
L(t(l), ...,t(n); 9) = [H(t(i)7 0)

(n —m)! |- [ST(tm)™™] .

Application a la loi gamma a deux parameétres

D’aprés la section 3.4, nous avons :

MNP exp(—At)
N I'(5)

Nous estimons 6 = (3, A) (les paramétres inconnus) dans le cas non censuré
et dans le cas censuré.

fr(t)

et Sr(t)=1—~(5,At)

1) Cas des données non censurées
La vraisemblance est définie, pour 6 = (3, \), par :

TN exp(—At)

L(t1, .y tn;0) = HfT(ti;é’) =11

i= i=1 F(ﬁ)
_ A [, tf_l exp (—AD 1 ti)
- (T(3))" '

Par passage au logarithme on a :
I L(ty, s tn30) = nBIn A+ (8= 1)) "In(t;) =AY _t; —nIn(T(B)).
i=1 i=1

LEMV § = (B\, ;\\) vérifie les conditions du premier et second ordre

suivant :
%mL(tl,...,tn;@ =0
B L(ty, ..., ty;0) =0 L4
5" 5 (4.4)
8—%2 IHL(tl, ...,tn, ?\) <0
86? In L(ty,....t;0) <0



Les dérivées premiére et seconde par rapport & A donnent respective-
ment :

Mok w -

Ainsi, d’apreés la deuxiéme équation du systéme (4.4), \ est solution de

I’équation % — >0 t; =0, soit

Pour le calcul de TEMV de /ﬁ\, on a :

Oln L(ty, ..., t,;0) I Zti B n@ln(F(ﬁ)
=1

oB 9p

:nln)\%—zn:ti - ag—(ﬂm/l“(ﬁ)

Or, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral on a :

orp) [t B-1 gy

o5 —/0 (Inz)x” " exp(—x)dx
et 82F 400

65(25) :/0 (In z)?2° ! exp(—z)dz.

On voit alors que le calcul exact de E n’est_pas possible. Donc nous
pouvons seulement exprimer A en fonction . Pour contourner cette
difficulté on peut trouver, par exemple dans [6], une méthode pour
exprimer ces estimateurs dite méthode de Newton-Raphson.

Cas des données censurées

Pour estimer des données censurées par 'EMV, nous considérons ici la
censure a droite de type [.

Soit t1,ts, ..., tym les individus non censurés et ¢, ...t} les individus
censurés a droite .

Supposons que fr(t;0) et Sp(t;0) la fonction densité des individus non
censurés et la fonction de survie des individus censurés a droite respec-
tivement. La fonction de vraisemblance ici notée Li(t;;6) est donnée
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par :

Ly(t;;0) = Hthz,e H Sr(tF:0)

i=m-+1
TN exp (=)

Par passage au logarithme on a :

InLy(t;0) =mBIln A+ (8 —1) iln(ti) - /\iti —mIn(I'(B)
i=1 i=1

+ Y (1= Fg (X))

i=m+1

D’autre part la log-vraisemblance peut étre écrite d’une autre maniére. En

effet, on a :

1 /\tz'_
St1:6) =1 (B M) = 1= o / W exp(—u)du
0
i

28
=1- —/ 27 exp(—Az)d.
0
Or

—)\B /+<><> 2P le™ Ny = —/\ﬁ /ti+ 2P e M dr + —)\ﬁ /+OO 2P e M dy
I'(8) Jo I'(B) Jo I'(B) tF '

On en déduit alors que 1 — (8, \t]) = F)EZ) o > 2P exp(—\z)dw.

D’ou la log-vraisemblance est donnée par :
In Ly (£::0) =mBIn A + (8- 1) > In(t;) =AY _t; — mIn(T'(8))
i=1 i=1

n A\ +oo B
4+ _Z In <m /tj 2P exp(—)\x)dx).

n B ptoo
Z In (% /t.+ xﬁ_le_’\xdx) =p(n—m)In A — (n —m)Inl'(B)

n +oo
+ Z (ln/th xﬁ_le#‘dm>.

1=m+1
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Donc

In Ly (t;;0) =nBln A —nInT(8) + (8 —1) Y _Int
=1

n

m +oo
— )\Zti + Z In (/t+ 2P1 eXp(—A:E)d.?U) :
i=1 i

i=m+1

Ainsi, pour 6 = (5, \), en dérivant In L,(¢;;0) par rapport & A et § a on a :

+o0
m n / 27 exp(—Az)dx
np t

*
2

¢ (4
i=1 i=m+1 / Pl exp(—Ax)dx
T

et

+o0
/ 27~ exp(—Az) In(z)dx
¢

+

I m n ‘

nln)\—nr((g; —|—Zlnti+ Z — (%)
i=1 i=m+1 / 2571 exp(—Ax)dx

tt

respectivement. Pour obtenir 'EMV, il faut trouver les valeurs A et 8 qui
annulent () et (xx). Cette résolution peut se faire a I’aide de 'algorithme de
Newton-Raphson.

» Algorithme de Newton-Raphson (cf [6], [10]) :

C’est I'une des méthodes d’optimisation les plus utilisées en Statistique.
C’est une méthode numérique pour résoudre les racines d’une fonction. Il
s’agit d’un algorithme itératif basé¢ sur I'équation suivante :

£ =g — f(xo)_
f' (o)

Et la relation de récurrence est :
f(xr)

T )

On a un exemple de graphique suivant :
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FIGURE 4.1 — Newton-Raphson appliquée a une fonction f.

Comme nous travaillons sur des durées de survie, la fonction f précédente est
en fait la dérivée de la log-vraisemblance par rapport au paramétre 0 = (3, \).
On aura donc pour (8, Ax) = Oy,

2 -1 0
9k+1 = 0k - [ %IHL(tl,...,tn;ek) } ! %hl[/(tl, ...,tN;Gk)

gl(tl, couy tn; Hk)
Oty et 1)
Vf(tl, ceey tn; Qk)
H(tl, ...,tn; Qk)

ot VU(t1,...,tn; 0) est le gradient de £(tq,...,t,;0k) et H désigne la matrice
Hessienne de £(tq, ..., t,; 0k).

La procédure est exécutée jusqu’a ce qu’il n’y ait pas de différence significa-
tive entre Oy 11 et 0. Oy = O est équivalent & €'(t,...,t,;0;) = 0. Cela
démontre que lorsque 'algorithme a convergé, nous avons atteint un point
stationnaire de £(tq, ..., t,; 0 ).

Cela pourrait étre un maximum, un minimum ou un point selle. Cependant
si 0"(ty,...,tn;0) < 0, le point est un point maximal.

Ainsi, d’aprés les calculs, pour 0, = (B, \¢) et (.)T Popérateur transposé, on
a:

9k+l = ek

Orr1 = Op —

VUt oo tn; 0) = (250000 - 103 0), F5L(E1, st 0) )T
— (nInA—n(InT(B)) + 3" Int;, "2 =5 4, )"
et

82 62
S l(tr, o tn; Ok) 5955 l(t1, o tns 0
H(ty, ..., tn; 0) = ( %ZB (t1, oo k) gsanl(h k) )

SO Wt ot O0) ()

ONOB d2h
_ ( (@) )
5 —3
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D’ou

P 1 B A
H(t s s O0)] = n(1 — B(InT(B))") ( A A2In(D(3))” ) '

Les étapes de I'algorithme sont les suivantes :
Etape 1 Fixer une valeur initiale 6.

Etape 2 Calcul du gradient et du hessien numériques, respectivement
Vf(tl, ceey tN; Qk) et H(tl, ceey tn; Qk)

Etape 3 Calcul de la nouvelle valeur du paramétre
(a) On calcule d’abord

gk—i-l = Qk: - 6kH_1<t17 "'7tn; 9k>VE<t17 7tn; 9/43)7

k > 0 avec 6, = 1.
(b) On vérifie ensuite la condition €(t;; 0+1) > £(t;;0x) : Palgorithme
doit étre croissant pour ¢ = 1,...,n.

(c) Sicette condition est remplie, on passe a l'itération suivante (Etape
2), sinon on pose 0, = 1/2, (1/2), ..., (1/2)° jusqu’a ce qu’elle soit
remplie.
Etape 4 Arrét des calculs dés que la log-vraisemblance est stable. Plus précisé-
ment, on arréte dés que

g(th [ERE) tny gk—i-l) — E(tb [ERE) tny gk)
g(tlv (RS tny ek—l-l)

<e,

avec par exemple ¢ = 1076,
Etape 5 Affichage des résultats.

Remarque.

L’algorithme converge rapidement lorsque les valeurs de départ sont proches
de la racine, mais peut ne pas converger lorsque les valeurs de départ sont
mal choisies.

On peut aussi choisir comme valeurs initiales les estimateurs par la méthode
des moments.

Ainsi dans le cas de la loi Gamma, les dérivées premiéres et secondes de
la fonction gamma peuvent étre approximées d’une part. Numériquement
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celles-ci peuvent étre approximées en utilisant le développement limité de
Taylor-Young par :

oy o TB+X) = T(B)

r'(8) ~ —

vig o TBEN =T(B) _ T(B+2)) = (5 + 1) +T(5)
() ~ ) ~ e

Un autre estimateur des paramétres S et A dans ce modéle est donné par
I'estimateur par la méthode des moments (EMM).

4.2 Meéthode des moments (EMM)

La méthode des moments & été introduite en 1894 par Karl Pearson (ma-
thématicien britanique). Il est connu pour avoir développé le coefficient de
corrélation et le test du y2. Soit un n-échantillon T} extrait de T dont la den-
sité est f(t;0) ou 0 = (64, ...,0,,) sont les paramétres inconnus. La méthode
des moments consiste a égaler les m premiers moments théoriques aux m
premiers moments empiriques. Autrement dit les estimateurs 64, ..., 6,, sont
les solutions des équations :

Ep(T") = jux(T).

Estimation des paramétres de la loi Gamma :

La loi Gamma posséde deux paramétres a estimer, 0 = (0; = (5,60, = \).
[’estimation des deux premiers moments se fait grace a la moyenne empirique
pour 'espérance et la variance empirique pour la variance théorique. En effet,
E(T) =%

V(T)=5.

Donc on peut exprimer /5 et A en fonction de E(T) et V(T') :

_ E*(D)
b=
)\ = £0)

V()"

d’aprés la section 3.4, on a : {

&

=<

Comme on sait que la moyenne empirique et la variance empirique sont des es-
timateurs convergents de F(T) et V(T') respectivement, nous obtenons pour
estimateurs :

avec



4.3 Estimation par intervalle de confiance

L’estimation par intervalle de confiance consiste 4 déterminer un intervalle
contenant la vraie valeur du paramétre. Le principe de cette méthode est de
proposer un encadrement d’un paramétre inconnu d’une population dont la
loi est connue avec un seuil o donné (voir [2], [6]).

Soit T1, ..., T,, un n-échantillon extrait d’une variable aléatoire T dont la loi
dépend du paramétre 6 inconnu et f(¢,6) sa densité. Soit « € [0, 1]. S'il existe
des variables aléatoires réelles a, (T4, ..., T,,) et b, (11, ..., T,) telles que :

P (0 € [an(Th, ., Tp), ba(Th, o T)]) = 1 — a.

On dit alors que [a, (T4, ..., T,), bn (T4, ..., T,,)] est un intervalle de confiance
pour le paramétre 6 avec une certaine probabilité 1 — a. On le note souvent
par 1Cy_,(0).

4.3.1 Intervalle de confiance construit & partir des EMV

Il existe trois approches pour calculer les intervalles de confiance :

» la méthode exacte (basée sur la solution analytique de la distribution
d’échantillonnage) ;

» Papproximation basée sur la théorie des grands échantillons (c’est-a-
dire par approximation normale) ;

» la méthode de rééchantillonnage ou bootstrap.

Ainsi pour nos EMV, nous pouvons utiliser n’importe laquelle des trois ap-
proches. Mais généralement la distribution exacte est difficile a résoudre donc
nous utiliserons la normalité asymptotique des EMV. Pour cela nous avons
besoin du théoréme suivant :

Théoréme 1.

Soit un n-échantillon T, i.i.d. de densité f(t,0) et 0, est VEMV de 0. Sous
des conditions de régularité, 0, est consistant, et si 1,(0) est inversible, alors
pour tout 0 € ©,

(b, —0) —5— N (0,1,()")

oo

ot I (0) = —E, ((,;97 lnf(T1,9)>.

Preuve. .

Soit £(t; ) = In L(t;60), avec L(t;0) = [ ] f(t:6) .
=1
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Ona:

((t;0) =In L(t;0) = > _ f(t:;0)
i=1
o(t: 6, :(f’z ,9n> t 0t 60) = H(t: 0
(t:6n) R (t:6n) k=1,....dim(0) ¢ (t9) (t:9) A
Comme 0, est un maximum, H(t;0) est définie négative autour de 0,.
Par définition de PTEMV, on a : £'(¢,0) = 0. Donc £'(6,,) = 0.
En appliquant le développement limité de Taylor & ¢'(6,,) au point 6 on a :

0'(0,) ~ €(0) + (0, — 0)¢"(0)
5 RG]
O =0 ")

En multipliant par /n on a :

A (0
il — 0) ~ /i g,,(( 9>)
1 5/(8)
4.5
&0 4
Or 2 E’ = f Z — In(f(T;;6)). Comme les T; sont des variables indépen-

dantes et 1dent1quement distribuées, d’apres le théoréme central limite, on a :

5 g 50) o ¥ (2 [ Gmsio] v [ i)

avec V la variance. Calculons 'espérance et la variance :

B | L mip(r0)
o] -

i i } (. 0)dt

[ [am
([aﬁ 0)] 11(:0)) s:0)at

6
8_ ;0))dt

/f(t; 0)dt

Il Il Il
C PoT— T— —



car [ f(t;0)dt =1 puisque f est une densité.
var [%Wf (Tlsﬁ))] —E ([% 1n(f(T1;9))r> - (E {% In( f(T1;«9))]>2

—E ([8% In(f(T:; 0>>T>

= 1,(0)
Donc 1
, L
%E (0) —— N(0, 1, (6)).

Ainsi pour le dénominateur —1¢”(6) dans 4.5 on a :

1 1 o~ 02 LON 0?

200y = —= 5" Lo (St E(=Z mp(T:0)) =1

S0 =3 S0 % 5 (g msrio) = 1

D’ou

- Z=t'(9) 1 /1 1,(6)
M~ _ 1, c 1
Car si X ~» N(m,o?) alors aX + b~ N (am, a*c?).

Donc /n(f, — 6) —=— N <0, %@) 0

n—-+00
Remarque. R R
Pour n assez grand la loi de la variable Z = /nI(0)(0,,—0) = \/1,,(0)(6,,—0)

peut étre assimilée a une loi normale centrée réduite.

Donc nous pouvons toujours construire un intervalle de confiance asympto-
tique a partir de ce résultat :

P(Qgé\/[n—w)(én—@éqk%):l—a

avec qa et g1—a les quantiles de la loi normale d’ordre § et 1 — § respective-
ment. Comme Z ~» N(0,1) alors ga = —¢q;_a.
Ainsi nous aurons alors

A q1-< A qi-2 _1_q4
e (ve o () e (22 )]) 100

L’intervalle de confiance au seuil « est donné par :

A q1-¢ A qi-g
10 = ([9 . ( w) R ( w>>]> ‘

A

On peut aussi remplacer I,,(6) par son estimateur I,,(6).
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4.3.2 Intervalle de confiance construit a partir d’une
fonction pivotale

Nous pouvons construire un intervalle de confiance en utilisant une fonction
pivotale dépendant des observations qui suivrait une loi de khi-deux. Ainsi
nous aurons besoin des résultats du Théoréme 2 et du Théoréme 3 suivants.
Supposons que 23 € N*.

Théoréme 2.
Si T~ G(B,\) et Y ~» G(h,\) sont deux variables aléatoires indépen-
dantes alors T +Y ~» G(B + h, \).

Preuve. o
T~ G(B,\) = f(t) = b=
Y ~» G(h,\) = f(t) = W. Posons Z =T +Y et g(z) sa densité.

[P AP exp(= AN (2 — 1)L exp(—A(z — 1))
0= ) 5 X0 “

= ) ﬂ exp(—\z2)(z — )P 1P 1

_ /D FT (A~

En posant t = xz, on a :

9(2) = % exp(—A2) /0 (@) (e — w2 2
_ %exp(—Az) /0 ALl gy
- %exp(—mzw—l /0 (1 = o) e
_ \Pth AR exp(—)\z)m /0 - )
D’ou

exp(—Az) N HhA+h=l
9(2) =
L'(B+h)
On en déduit que si T' et Y sont indépendantes , T+ Y ~» G(8+ h,\). U
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Dans notre cas, la variable aléatoire Z T; ~ G(np, \).
=1
Comme la loi G(3, 5) est aussi appelée loi du khi-deux & n degrés de liberté,

le but est alors de se ramener & une loi gamma qui aurait pour parameétre

N et % c’est-a-dire une loi G(N, %) Donc il est intéressant d’énoncer le :

Théoréme 3.

Si T ~~ G(B,\) et h un réel strictement positif, alors hT ~~ G (6, %) )

Preuve.
T G(8.N) = f(t) = Lo,
Posons Z = hT', on a :

P(Z < z) =P(hT < z) P<T§%> FT( %)Z_fT< %>
R e () (% ()
ok r'(8) )
Dot Z ~ G (8, 2). :

Construction de la fonction pivotale
Si 11, ..., T,, est un n-échantillon extrait de 7'~ G(f, A) alors

ianww.

i=1

Ainsi on a :
= A 1 2np 1
IAY T ) = ===,
; ; G(nﬁ, ZA) G(nﬁ,Q) G( 5 ,2)

n
Donc 2\ Z 15 ~ Xgﬁn. La fonction pivotale recherchée est :
i=1

Y = 2)\iTi.
i=1

Donc nous pouvons construire un intervalle de confiance asymptotique pour
A & partir de cette fonction pivotale :

(0 (5) 23 m 2 (1)) 1o
i=1
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avec X34, (%) et X35, (1 — §) les quantiles d’ordre

pour la loi du khi-deux a 28n degrés de liberté.

En posant ¢; = Xgﬁn (%) et ¢ = X%,Bn (1 - %) » Ol

N[R

et 1 — 5 respectivement

Qo

Co

P<01§2A2Ti§62>:1—a©]? 9 < =1-a.

On en déduit que

C1 Co
3 oS
i=1 =1

Ainsi pour 8 donné, on aura l'intervalle de confiance pour \.

Conclusion

Nous avons utilis¢ 'EMV et 'EMM pour estimer les paramétres de la loi
Gamma. Du point de vue théorique, nous n’avons pas pu trouver une ex-
pression explicite des EMV. C’est la raison pour laquelle nous avons utilisé
la méthode itérative de Newton Raphson pour notre étude.

L’intervalle de confiance a été obtenu grace a 'approche d’une fonction pi-
votale et a celle des EMV.

]Cl—a()‘> =
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Chapitre 5

Application numérique

Dans cet chapitre, nous allons d’abord tracer les fonctions associées aux lois
utilisées dans le chapitre 2.

Nous allons ensuite de fagon spécifique estimer le paramétre 6 de la loi
Gamma, voir ses propriétés et faire une étude comparative de la performance
des EMV et EMM. L’application numérique se fera avec le logiciel R et se
basera sur des données simulées et sur des données réelles.

5.1 Exemples de loi

Dans cette section, nous présentons les graphes des fonctions associées a
quelques lois usuelles utilisées en analyse de survie : la densité de probabilité,
la fonction de survie, la fonction de hasard et la fonction de hasard cumulée.
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Densité de la loi gamma Fonction de survie de la loi gamma

15
10

— beta=0.5 — beta=0.5
------ beta=1 ------ beta=1
7 — beta=1.5

0.8

— beta=1.5

10

06
1
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05

02

Fonction de hasard de la loi gamma

2.0

—— beta=0.5
ffffff beta=1
— beta=1.5

15

(s
10

05

0.0
!

FIGURE 5.1 — Densité, fonction de survie et fonction de hasard de loi Gamma
G(B,1) pour 5 =0.5,1 et 1.5.

La figure 5.1 illustre, pour différentes valeurs de 3, les fonctions densité de
probabilité, les fonctions de survie et les fonctions de hasard de la loi Gamma.
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Densité de la loi exponentielle Fonction de survie de la loi exponentielle

05
07

— lambda=0.5
------ lambda=1
lambda=1.5

— lambda=0.5
------ lambda=1
lambda=1.5

04
06
Il

05

01 03

1

0.1 02 03 04
| |

00
1
00
1

Fonction de hasard de la loi exponentielle

—— lambda=0.5
ffffff lambda=1
T — lambda=1.5

FIGURE 5.2 — Densité, fonction de survie et fonction de hasard de la loi
exponentielle £(A) pour A =0.5,1 et 1.5.

La figure 5.2 représente les densités de probabilité, les fonctions de survie et
les fonctions de hasard de plusieurs lois exponentielle.
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Densité de la loi de Weibull Fonction de survie de la loi de Weibull

— alpha=0.5 —— alpha=0.5
------ alpha=1 ------ alpha=1
“ | —— alpha=15 ER — alpha=15

Fonction de hasard de la loi de Weibull

—— alhpa=0.5
ffffff alpha=1
— alpha=1.5

FIGURE 5.3 — Densité, fonction de survie et fonction de hasard de la loi de
Weibull W(a, 1) pour a = 0.5,1 et 1.5.

La figure 5.3 illustre, pour un paramétre d’échelle A\ = 1 fixé et différentes
valeurs de «, les fonctions densité de probabilité, les fonctions de survie et
les fonctions de hasard de la loi de Weibull.

5.2 Estimation paramétrique dans le cas non
censuré avec des données simulées

L’estimation du paramétre § = (5, \) est obtenue de la maniére suivante :
nous générons un échantillon de taille n = 100 de loi Gamma de parameétres
8 =2 et A =4 et nous estimons # par la méthode du maximum de vraisem-
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blance et par la méthode des moments.
Soient § = (5, \) 'TEMM de 6 et § = (8, \) TEMV de 6.

5.2.1 Meéthode du maximum de vraisemblance
Avec une taille d’échantillon n = 100, pour déterminer 'EMV GAn, nous utili-
sons trois approches a savoir :

» approche 1 : La méthode de Newton Raphson,

» approche 2 : La fonction optim de R !,

» approche 3 : La commande mle de R 2.

en
Bn An
Approche 1 | 2.347 | 5.191
Approche 2 | 2.035 | 3.875
Approche 3 | 1.975 | 3.593

TABLE 5.1 — Les EMV pour les paramétres d’une loi gamma pour n = 100
avec des approches différentes dans le cas non censuré.

5.2.2 Méthode des moments

Pour la méthode des moments on obtient les estimateurs suivants pour n =
100 :

/BTL )\n
1.665 | 3.151

TABLE 5.2 — Les EMM pour les paramétres d’une loi Gamma pour n = 100
dans le cas non censuré.

1. On peut maximiser la log-vraisemblance grace a la fonction optim de R. Il faut
cependant faire attention au fait que la fonction optim minimise la solution, on entrera
donc ’opposé de la log-vraisemblance pour maximiser les valeurs et obtenir les estimateurs.

2. Elle permet de calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance dans un mo-
déle paramétrique spécifié et aussi de déterminer les intervalles de confiance. Pour obtenir
PEMV a l’aide de la commande mle, il faut d’abord charger le package stats4.
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EMV
Erreur commise | approche 1 | approche 2 | approche 3 | EMM
|Estimateur—2| 0.347 0.035 0.025 0.335
|Estimateur—4| 1.191 0.125 0.407 0.849

TABLE 5.3 — Erreur absolue des EMV et EMM.

D’aprés les tableaux 5.1, 5.2 et 5.3, nous remarquons que les estimations obte-
nues sont proches des vraies valeurs. Le modéle Gamma est donc satisfaisant
pour notre échantillon de taille n.

5.2.3 Propriétés d’estimateurs des paramétres de la loi
gamma

Dans cette section, les propriétés d’estimateurs abordés sont le biais et 1’er-
reur quadratique moyenne.
Calcul du biais pour les EMV

Ici, nous avons simulé m échantillons de taille n.
Pour différentes valeurs de m et de n, on a les résultats suivants du biais de

B :

Biais de 3, | n=10 | n=50 | n—200 | n—=500 | n—1000
m=10 0.64 | -0.016 | 0.034 | -0.026 | 0.013
m—>50 0.33 | 0.129 | 0.063 | 0.0006 | 0.0038
m—200 0.59 | 0.084 | 0.036 | 0.021 0.015
m—>500 0.78 | 0.10 | 0.037 | 0.011 0.004

m=1000 0.81 | 0.10 | 0.025 | 0.017 0.010

TABLE 5.4 — Biais de TEMV Bn de la loi Gamma sur différents échantillons
de taille différentes de la loi G(2,4) dans le cas non censuré.

Le tableau 5.4 illustre que les paramétres n et m n’ont pas la méme influence
car n agit sur la convergence asymptotique du biais vers 0 tandis que m a une
influence sur le fait d’avoir des estimateurs de 3 et A proches entre différentes
simulations d’échantillons.

De plus 'EMV B est un estimateur asymptotiquement sans biais de [3.
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Calcul de l’erreur quadratique moyenne de ’EMYV

Nous obtenons les résultats suivants de 'EQM de Bn :

EQM de 3, | n=10 | n=50 | n=200 | n=500 | n=1000
m=10 3.12 | 0.070 | 0.041 | 0.010 0.006
m=>50 1.32 | 0.209 | 0.039 | 0.012 | 0.0063
m=200 274 1 0.179 | 0.035 | 0.014 | 0.0083
m—0500 2.65 | 0.174 | 0.037 | 0.013 | 0.0070

m=—1000 3.15 | 0.173 | 0.038 | 0.013 | 0.0070

TABLE 5.5 -L’'EQM de 'TEMV B de loi Gamma pour m différents échantillons
de taille n différentes dans le cas non censuré.

Dans le tableau 5.5, nous remarquons que 'EQM de Bn est une fonction
décroissante de n mais pas de m. De plus, TEQM tend vers 0 quand n tend
vers I'infini, donc 3, est un estimateur convergent de f3.

Vérification empirique des propriétés de ’'EMV

Dans cette section, nous vérifions que 'EMV est asymptotiquement gaussien.
Pour ce faire, il suffit juste de vérifier qu’il suit une loi normale. Donc pour
chaque Bn et A, , on va tracer le graphe de probabilité pour voir si les points
du nuage sont approximativement alignés (c’est-a-dire qu’ils s’ajustent cor-
rectement a la droite de Henry).

Pour n = 100, m = 1000, § = 2 et A = 4, on obtient les graphes suivants :
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Graphe de probabilité pour les beta_n

3

3 -

Graphe de probabilité pour les lambda_n

o &9

FIGURE 5.4 — Graphes de probabilité des EMV Bn et de \, d’une loi Gamma.
Estimations sur 1000 échantillons de taille 100 de la loi G(2,4).

Dans la figure 5.8, nous voyons que les points nuages sont quasiment ali-
gnés a la droite de Henry, ce qui signifie alors que 'EMV est effectivement
asymptotiquement gaussien.

Calcul du biais pour les EMM

Pour 'EMM, on fera la méme procédure que les EMV.
On obtient les résultats suivants :
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Biais de 3, | n=10 | n=50 | n=200 | n=500 | n=1000
m=10 097 | 0.28 | 0.0021 | -0.015 | -0.017
m=>50 1.11 | 0.24 | 0.0921 | 0.030 | -0.009
m=200 1.07 | 0.127 | 0.032 | 0.022 | -0.0038
m—>500 1.007 | 0.227 | 0.063 | 0.029 0.015

m=1000 1.05 | 0.19 | 0.036 | 0.015 | 0.0082

TABLE 5.6 — Biais de I'estimateur B par la méthode des moments d’une loi
Gamma pour différents échantillons m de taille n différentes dans le cas non
censuré.

Nous pouvons en déduire, d’apreés le tableau 5.6, que ’TEMM est un estimateur
asymptotiquement sans biais de 3. En effet le biais tend vers 0 quand n — oc.

Calcul de l’erreur quadratique moyenne de ’EMM

Nous avons les erreurs quadratiques moyennes de [3,, suivantes :

EQM de 3, | n=10 | n=50 | n=200 | n=500 | n=1000
m=10 0.67 | 0.27 | 0.025 | 0.028 0.010
m—>50 3.47 | 0.39 | 0.056 | 0.021 0.015
m—200 3.799 | 0.35 | 0.065 | 0.024 0.012
m=>500 411 | 0.27 | 0.066 | 0.026 | 0.0117
m—1000 3.90 | 0.295 | 0.061 | 0.0229 | 0.0113

TABLE 5.7 — L’EQM de 'estimateur Bn par la méthode des moments d’une
loi Gamma pour différents échantillons m de taille n différentes dans le cas
non censureé.

D’aprés le tableau 5.7, PEMM /3 est un estimateur convergent de 3.

Vérification empirique des propriétés de ’EMM

En faisant la méme démarche que dans la cas des EMV, nous obtenons les
graphes suivants :
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Graphe de probabilité pour les beta_n

3

3 -

FIGURE 5.5 — Graphe de probabilite des estimateurs par la méthode des
moments des parameétres 5 et de A d’une loi Gamma pour 1000 échantillons
de taille 100 de la loi G(2,4).

D’aprés le tracé de la figure 5.5, nous pouvons en déduire que les nuages de
point s’ajustent correctement a la droite de Henry. Donc TEMM £ est bien
asymptotiquement gaussien.

Comparaison des résultats des deux estimateurs

Dans cette section, nous étudions la performance des estimateurs obtenus
par 'EMV et FEMM. Pour faire la comparaison des estimateurs étudiés, on
peut recourir & 'EQM , le biais de I'estimateur, la variance. ..

Nous avons fixé les valeurs de 5 et A\ (8 = 2 et A = 4) et nous avons tiré
1000 échantillons de taille 100 de la loi G(8,A). Nous calculons pour chaque
échantillon les quatre estimations A 6 X et . Les résultats sont donnés dans
le tableau 5.8.
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Estimateurs 15} A 15} A
Biais 0.052 | 0.12 | 0.084 | 0.19
Variance 0.068 | 0.35 | 0.13 | 0.61
EQM 0.079 1 0.39 | 0.13 | 0.64

TABLE 5.8 — Biais et variances des EMV et des EMM pour les parameétres
d’une loi Gamma. Estimation sur 1000 échantillons de taille 100 de la loi
G(2,4).

D’apres le tableau 5.8, le biais de 3 (respectivement \) est inférieur au biais
de B (respectivement \) et de méme pour les variances et P"EQM. Donc nous
pouvons conclure que 'EMV est meilleur que 'EMM dans ce cas.

5.2.4 Intervalle de confiance

Pour obtenir les intervalles de confiance des paramétres 5 et A de la loi
gamma numériquement pour un échantillon de taille n a 95%, on utilise
deux approches en simulant un échantillon de taille n de la loi Gamma de
parameétres f =2et A\=4:

» Approche 1 : La commande mle de R

» Approche 2 : La fonction pivotale.
On obtient les résultats suivants :

Approche 1 n = 100 n = 10000
B e [1.64,2.76] | [1.98,2.09]
A€ [2.94,5.27] | [3.98,4.22]

Approche 2 n = 100 n = 1000
A€ [3.251,4.29] | 3.95,4.06]

TABLE 5.9 — Les intervalles de confiance des paramétres 5 et A simulés pour
n = 100 et n = 10000 d’une loi Gamma G(2,4).

D’aprés le tableau 5.9, nous voyons que plus la taille de I'échantillon est
grande plus l'intervalle de confiance se rétrécit (c’est-a-dire plus la taille de
I'échantillon augmente mieux I'amplitude est petite).

Nous avons le graphe suivant de I'intervalle de confiance pour n = 100 d’une
loi Gamma G(f =2,\ =4) :
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lambda

FIGURE 5.6 — Graphe de l'intervalle de confiance des paramétres 5 et A pour
n = 100 dans le cas des données non censurées.

La figure 5.6 illustre, 'intervalle de confiance des paramétres [ = 2 et A = 4.
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FIGURE 5.7 — Tracés de la fonction vraisemblance avec son image (a gauche)
et de la log-vraisemblance avec son image (a droite) d’une loi gamma G(2,4)
pour n = 100 dans le cas non censuré.

5.3 Estimation paramétrique dans le cas cen-
suré avec des données simulées

Dans cette partie, nous estimons le paramétre 6 numeériquement pour un
échantillon qui est censuré a droite de type I.

Nous générons un échantillon de taille n = 100 dont certaines observations
sont censurées a droite : (T}, D;) avec T; qui suit une loi Gamma de paramétres
b =2et A =4. On suppose que tg7, tgg, tgg €t t199 SONt censurées.
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5.3.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Pour déterminer ’estimateur é, nous utilisons deux approches :
» approche 1 : La fonction optim de R,

» approche 2 : la commande mle.

9100

Bioo | Atoo
Approche 1 | 1.93 | 3.65

Approche 2 | 2.05 | 3.90

TABLE 5.10 — Les estimateurs de 6 pour n = 100 en cas de censure.

5.3.2 Méthode des moments

Pour la méthode des moments, nous avons les estimateurs suivants pour
n = 100 en cas de la censure :

Bioo | Moo
2.026 | 3.66

TABLE 5.11 — Les estimateurs de 0 pour n = 100 dans le cas de la censure

EMV
Erreur commise | approche 1 | approche 2 | EMM
|Estimateur—2| 0.07 0.05 0.026
|Estimateur—4| 0.35 0.1 0.34

TABLE 5.12 — Erreur absolue des EMV et EMM

Nous avons la méme remarque que dans le cas des données non censurées
avec données simulées.

5.3.3 Propriétés d’estimateurs des paramétres de la loi
gamma

Dans cette partie, nous avons tiré 1000 échantillons de taille n.
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Calcul du biais et de ’erreur quadratique des EMV et EMM

Pour m = 1000 échantillons de taille n = 100, nous avons :

Estimateurs 15} A 6] A
Biais 0.0539 | 0.0092 | 0.0928 | 0.22
EQM 0.093 | 0.44 0.13 | 0.62

TABLE 5.13 — Biais et variances des EMV et des EMM pour les paramétres
d’une loi Gamma. Estimation sur 1000 échantillons de taille 100 en cas de
censure.

D’aprés le tableau 5.13, le biais de 3 (respectivement 5\) est inférieur au biais
de /3 (respectivement ;\) et de méme pour les variances et 'EQM. Donc nous
pouvons conclure que 'EMYV est meilleur que 'EMM en cas d’un échantillon
censuré.

De plus nous constatons que les estimateurs 6 = (B, 5\) et 6 = (5, \) sont
asymptotiquement sans biais et convergents.

Vérification empirique des propriétés de ’TEMYV et de PEMM

En présence de censure, nous avons les graphes de probabilité suivants :

Graphe de probabilité pour les beta_n

/"@OO
[

T T T T
15 20 25 30

31103

Graphe de probabilité pour les lambda_n

\

FIGURE 5.8 — Graphes de probabilité des EMV Bn et de A\, d’une loi Gamma.
Estimations sur 1000 échantillons de taille 100 de la loi.
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Graphe de probabilité pour les beta_n

FIGURE 5.9 — Graphes de probabilité des estimateurs par la méthode des
moments des paramétres 5 et de X\ d’une loi Gamma pour 1000 échantillons
de taille 100.

D’aprés les figures 5.8 et 5.9, nous pouvons en déduire que les nuages de
point s’ajustent correctement a la droite de henry. Donc les EMV et EMM
sont bien asymptotiquement gaussien.

5.3.4 Intervalle de confiance

A 95%, on obtient les intervalles de confiance des parameétres de la loi Gamma
pour n =100, B=2et A =4

La commande mle n = 100
b e [1.569, 2.644]
A€ [2.846,5.179]

TABLE 5.14 — Les intervalles de confiance pour n = 100 de la loi Gamma
avec J =2 et A =4 en cas de censure.

Ainsi, pour n = 100, 8 =2 et A =4 on a le graphe suivant :
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FIGURE 5.10 — Graphe de l'intervalle de confiance pour les EMV avec des
données censurées

5.4 Estimation paramétrique avec des données
réelles non censurées

Dans le cas des données non censurées, nous utilisons les durées de rémission
en mois de dix patients atteints de mélanome qui ont obtenu une rémission
aprés une chirugie et une thérapie.

Les données t; obtenues sont les suivantes : 5,8, 10,11, 15, 20, 21, 23, 30, 40.
On a le résumé de ces données ci-apres :

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance

5 40 18.30 105.61

TABLE 5.15 — Statistiques des durées de rémission.

D’aprés les relations (3.18) et (3.19), les paramétres 5 et A de la loi sont
donnés respectivement par : § = 3.171006 et X\ = 0.173279. Pour vérifier
que ces données suivent une loi Gamma, nous utilisons la méthode de I’ap-
proximation de la densité.?

Nous avons le graphique suivant :

3. On utilise une estimation de la densité inconnue. Puis on superpose les valeurs de la
"densité" associée a la loi gamma en estimant éventuellement les paramétres inconnus de
celle-ci.
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FIGURE 5.11 — Méthode de l'approximation de la densité des durées de
rémission.

La figure 5.11 représente la méthode de Papproximation de la densité (la
courbe en noir représente la densité des ¢; et la courbe en blue la densité des

t; associée a la loi Gamma de paramétres § = 3.171006 et A = 0.173279).
Ainsi, les différences observées laissent penser que 7' suit bien une loi gamma.

5.4.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Pour obtenir les EMV, nous utiliserons trois approches :
» approche 1 : méthode de Newton-Raphson ;

» approche 2 : la fonction optim de R;

» approche 3 : la commande mle de R.

3 )

Approche 1 | 3.087846 | 0.1687348
Approche 2 | 3.0885171 | 0.1687814
Approche 3 | 3.0880761 | 0.1687474

TABLE 5.16 — Les EMV pour les paramétres d’une loi Gamma avec des
approches différentes des durées de rémission.

5.4.2 Meéthode des moments

Nous obtenons les estimateurs de 5 et de A donnés dans la table 5.17 :
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B A
3.171007 | 0.173279

TABLE 5.17 — Les EMM pour les paramétres d’une loi Gamma des durées
de rémission.

EMV
Erreur commise | approche 1 | approche 2 | approche 3 | EMM
|Estimateur— | 0.083 0.082 0.082 107°
|Estimateur—A\| 0.004 0.004 0.004 0

TABLE 5.18 — Erreur absolue des EMV et EMM

D’apres les tableaux 5.21, 5.17 et 5.18, nous remarquons que les estimateurs
trouvés par la méthode des moments et la méthode du maximum de vrai-
semblance sont proches des vraies valeurs.

Calcul du biais et de ’erreur quadratique moyenne

= ~ =~ =~

Estimateurs I} A 15} A

Biais —0.08248889 | —0.004497603 | 5.33472210~" | 4.5544931078

EQM 0.006804417 | 2.022843107° | 2.84592610~ 1% | 2.07434110~1°

TABLE 5.19 — Biais et EQM des EMV et EMM pour les paramétres d’une
loi Gamma des durées de rémission.

D’aprés le tableau 5.19, nous voyons que 'EQM de PEMV est plus grande
que 'EQM de PEMM. Ainsi, 'TEMM est meilleur que 'EMYV pour les données
réelles non censurées.

5.4.3 Intervalle de confiance

Les intervalles de confiance de 3 et A & 95% pour les données réelles non
censurées sont donnés respectivement par :

ICs = [1.195,6.459] et IC) = [0.056,0.369].
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La représentation graphique est :
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FIGURE 5.12 — Graphe de I'intervalle de confiance pour les EMV des données
réelles non censurées.

5.5 Estimation paramétrique avec des données
réelles censurées

Considérons une expérience avec n = 34 animaux. Les données suivantes sont
les durées de vie t; en semaines de 34 animaux (cf.[6]) : 3, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 8,
9,9,9, 10,10, 11, 11, 11, 13, 13, 13, 13, 13, 17, 17, 19, 19, 25, 29, 33, 42, 42,
52, 52%, 52T, 52T,

Le signe “4” indique que la donnée est censurée. L’étude s’achéve lorsque 31
animaux sont morts et les 3 autres sont sacrifiés.

Le tableau suivant illustre le résumé de ces données :

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
3 52 18.91 234.9628

TABLE 5.20 — Statistiques des durées de vie ¢; en semaines de 34 animaux.

Les durées de vie ¢; en semaines de 34 animaux suivent une loi Gamma de
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parameétres § = 1.521892 et A = 0.08048083.
En utilisant la méthode de 'approximation de la densité, on a le graphique
suivant :
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FIGURE 5.13 — Méthode de 'approximation de la densité des durées de vie
t; en semaines de 34 animaux.

D’aprés la figure 5.13, les différences observées laissent penser que 71" suit bien
une loi Gamma.

5.5.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Pour obtenir les EMV, nous utilisons deux approches :
» approche 1 : la fonction optim de R;
» approche 2 : la commande mle.

3 )
Approche 1 | 1.62342911 | 0.08062225
Approche 2 | 1.62428791 | 0.08068949

TABLE 5.21 — Les EMV pour les paramétres d’'une loi Gamma avec des
approches différentes d’une expérience de 34 animaux.

5.5.2 Méthode des moments

On obtient les estimateurs de 3 et de A donnés dans la table 5.17 :
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Ié] A
1.52217645 | 0.08048833

TABLE 5.22 — Les EMM pour les paramétres de la loi Gamma d’une expé-
rience de 34 animaux.

EMV
Erreur commise | approche 1 | approche 2 | EMM
|Estimateur— /| 0.101 0.102 0.00028
|Estimateur— | 0.00014 0.0002 7.5107°

TABLE 5.23 — Erreur absolue des EMV et EMM

D’apres les tableaux 5.21, 5.22 et 5.23, nous voyons que les deux estimateurs
sont presque sirement égaux aux vraies valeurs.

Biais et EQM

Estimateurs 1G] A ¢ A
Biais 0.1015371 | 0.0001414235 | 0.000284447 | 7.5107°
EQM 0.01030978 2.1078 8.09107% | 5.63210~ 1

TABLE 5.24 — Biais et EQM des EMV et EMV pour les paramétres de la loi
Gamma d’une expérience de 34 animaux.

D’aprés la table 5.24, nous remarquons que 'EQM de P’EMYV est plus grande
que 'EQM de 'EMM. Donc TEMM est meilleur que 'EMYV dans le cas des
données réelles censurées.

5.5.3 Intervalle de confiance

Avec la commande mle, les intervalles de confiance de 3 et de \ sont :

1C5 = [0.996,2.500] et IC) = [0.043,0.133].

Nous avons le graphe suivant :
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FIGURE 5.14 — Graphe de I'intervalle de confiance pour les EMV des données
réelles censurées.

Conclusion

D’aprés les études de simulations, nous remarquons que les EMV et les EMM
présentent des comportements satisfaisants a savoir la convergence, le biais,
I'erreur quadratique moyenne pour les données censurées et non censurées.
Une étude comparative a été faite en calculant le biais et ’erreur quadratique
moyenne de 'estimateur. De ce fait, on a pu conclure que 'EMV est meilleur
que 'EMM pour notre échantillon de taille n et TEMM est meilleur que
I'EMYV pour des données réelles.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a ’estimation paramétrique des
variables de durée suivant la loi Gamma bidimensionnelle.

L’estimation des paramétres du modéle Gamma a été effectuée par la mé-
thode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments pour un
échantillon de taille n avec des données simulées et des réelles.

Des données simulées de la loi Gamma ont montré que 'EMV est meilleur
que 'EMM en termes d’erreur quadratique moyenne. Et pour les données
réelles, 'EMM est meilleur que 'EMV.

En perspectives, nous pouvons élargir ce travail sur I’estimation non para-
métrique et semi-paramétrique des variables de durée.
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